
1125

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ, 2020, том 46, № 12, с. 1125–1134

СПЕКТРАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ДЛЯ МАЛОРАЗМЕРНЫХ 
КВАЗИДВУМЕРНЫХ КЛАСТЕРОВ

© 2020 г.   О. С. Ваулинаa, b, *, Э. А. Саметовa, b, Е. А. Лисинa, b, И. И. Лисинаa, b

a Объединенный институт высоких температур РАН, Москва, Россия
b Московский физико-технический институт (национальный исследовательский университет), 

Долгопрудный, Московская обл., Россия
*e-mail: olga.vaulina@bk.ru

Поступила в редакцию 25.03.2020 г.
После доработки 20.04.2020 г.

Принята к публикации 27.04.2020 г.

Представлены результаты исследования спектральных характеристик стохастического движения
заряженных частиц для квазидвумерных кластеров в электрическом поле ловушки. Рассмотрены
характерные частоты частиц и способ их аналитического вычисления. Предложены аналитические
соотношения для спектральной плотности смещений в малоразмерных кластерах, состоящих до се-
ми заряженных частиц, взаимодействующих с попарным потенциалом. Полученные соотношения
проверены путем численного моделирования задачи.

Ключевые слова: пылевая плазма, заряженные частицы
DOI: 10.31857/S0367292120110098

1. ВВЕДЕНИЕ
Исследование стохастического (теплового)

движения взаимодействующих частиц представ-
ляет интерес в различных областях науки и техни-
ки [1–6].

Комплексная (пылевая) плазма представляет
собой ионизованный газ, содержащий заряжен-
ные частицы вещества микронных размеров
(пыль) [1–3]. Экспериментальные и теоретиче-
ские исследования теплового движения заряжен-
ных пылевых частиц в газоразрядной плазме
представлены в различных работах [7–13]. В
обычных условиях в центре газоразрядных камер
наблюдается некоторое превышение концен-
трации ионов плазмы над концентрацией ее
электронной компоненты [14], что приводит к
формированию эффективных ловушек для отри-
цательно заряженных частиц пыли [1, 2]. Лабора-
торные эксперименты с небольшим количеством
пылевых частиц позволяют проводить исследова-
ния собственных и вынужденных колебаний ча-
стиц, изучать влияние различных внешних воз-
действий, а также разрабатывать новые методы
диагностики [15–22].

Подробную информацию об особенностях
теплового движения заряженных частиц можно
получить путем анализа спектральной плотности
их смещений и характерных частот колебаний.
Информация о спектральной плотности тепло-
вых смещений частиц в равновесных системах

позволяет анализировать их температуру, коэф-
фициенты трения и полный спектр частот их соб-
ственных колебаний. Это, в свою очередь, дает
возможность оценить реакцию системы на крат-
ковременные или периодические внешние воз-
мущения, а также позволяет определить характер
и тип потенциала взаимодействия между части-
цами среды [7–9, 23, 24].

Исследование взаимодействий между пыле-
выми частицами в комплексной плазме вызывает
постоянный интерес [1–3]. За последние годы
появилось немало работ, посвященных разработ-
ке экспериментальных методов определения по-
тенциалов взаимодействия между пылевыми ча-
стицами в лабораторной плазме газовых разрядов
[25–30]. Преимуществом обладают методы, осно-
ванные на решении обратной задачи Ланжевена
[29], или на анализе корреляторов смещений и
скоростей частиц [30]. В отличие от других, такие
методы полностью учитывают диссипативные и
случайные процессы. Тем не менее, и они могут
давать некорректные результаты для частиц, ко-
лебания (смещения) которых искажены неучтен-
ными регулярными и/или случайными внешни-
ми воздействиями [30].

В настоящее время задача о спектральной
плотности смещений в системе взаимодействую-
щих частиц детально рассмотрена только для двух
случаев: 1) для двух заряженных частиц [31, 32];
2) для малоразмерных цепочечных структур, со-
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стоящих из идентичных частиц с попарным взаи-
модействием [33]. В данной работе приводятся
результаты исследования спектральных характе-
ристик для частиц, взаимодействующих с произ-
вольным попарным потенциалом, в малоразмер-
ных квазидвумерных кластерах. Представленные
результаты могут быть полезны для эксперимен-
тального анализа характера и типа потенциала
взаимодействия между пылевыми частицами в
плазме.

Отметим, что основное внимание в настоящей
работе уделяется спектральным плотностям для
кластеров в электрическом поле ловушки при
вертикальных смещениях частиц ортогонально
плоскости кластера. Теоретические расчеты не-
которых частот колебаний для плоских кластеров
с различным числом частиц были выполнены ра-
нее в работах [34, 35]. Данные о характерных ча-
стотах заряженных частиц для случая бесконеч-
ной решетки представлены в работе [36].

2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Рассмотрим равновесную систему, состоящую
из N частиц массой Mi и зарядами Qi, взаимодей-
ствующих с произвольной формой потенциала в
линейном электрическом поле ловушки с цилин-
дрической симметрией E(r, z) при радиальной со-
ставляющей  и вертикальной составляю-
щей  (см. рис. 1). Здесь r ≡ (x2 + y2)1/2 –
радиальная координата, z – вертикальная коор-
дината по оси z в направлении силы тяжести, β r =
= β x ≡ β y и β z – величины градиентов электриче-
ского поля, а значение  определяется балансом
сил, действующих в системе.

В предположении, что смещение, ξi, i-й части-
цы, где i = 1,2… N, от ее положения равновесия
под действием некоторой случайной силы Fbi
ограничено малыми отклонениями, систему ли-
неаризованных уравнений движения в выбран-
ном направлении (т.е. для каждой из степеней
свободы: x, y, z) можно записать в общем виде

(1)

где νi – коэффициент трения i-й частицы за счет
ее столкновений с нейтралами окружающего га-
за,  для вертикальных смещений частиц по
оси z,  для смещений частиц в направлении
оси x (или y), Vi = dξi/dt – скорость i-й частицы на
одну степень свободы (x, y, z), Fbi – сила Ланжеве-
на, являющаяся источником стохастической ки-
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нетической энергии частиц, а коэффициенты bij
зависят от рассматриваемой степени свободы
(x, y, z) для смещений частиц и от физики ре-
шаемой задачи (для попарного взаимодействия:
bij ≡ bji).

Спектральная плотность, Gi, для случайных
(тепловых) смещений частиц определяется как
косинус-преобразование Фурье для корреляци-
онной функции, описывающей зависимость сред-
неквадратичного отклонения этих частиц от их
начального положения: ,

где угловые скобки  обозначают усреднение
по всем отрезкам времени равным t [40–42]. Ос-
новные гармоники частиц, ωi, и их коэффициен-
ты трения, νi, можно получить путем решения ха-
рактеристического уравнения для системы (1)
при Fbi = 0 [40].

Спектральная плотность для одной заряжен-
ной частицы (N = 1) в ловушке описывается фор-
мулой для классического осциллятора [37–39]

(2)

где T – кинетическая температура частиц (удво-
енная кинетическая энергия их стохастического
движения на одну степень свободы), а 

 – характерная частота ло-
вушки в радиальном и вертикальном направле-
ниях.

В отдельных случаях, например, для цепочеч-
ных структур, состоящих из идентичных частиц с
попарным взаимодействием (Mi ≡ M, Qi ≡ Q,
νi ≡ ν), процедуру вычисления спектральной
плотности для смещений каждой из частиц Gi(ω)
(i = 1,2,.. N) можно свести к определению супер-
позиции спектральных плотностей Sk = Sk(ω, ν,
ωk) для отдельных гармоник системы с характер-
ной частотой ωk [33]
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Рис. 1. Горизонтальная конфигурация двух заряжен-
ных частиц в электрическом поле ловушки E = E(z, r)
с цилиндрической симметрией.
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где Ak – некоторые коэффициенты, а N – число
частиц.

Задача о спектральных характеристиках двух
частиц с произвольной формой потенциала взаи-
модействия подробно рассматривалась в различ-
ных работах [31–33]. В случае двух идентичных
частиц с попарным взаимодействием G1(ω) ≡
≡ G2(ω) = G(ω) имеет место

(4)

Здесь характерные частоты, ω1(2), определяются

соотношениями: , . В случае
горизонтальной конфигурации частиц (рис. 1)
для их радиальных смещений, :  

 и , где  – производ-
ная силы F взаимодействия между двумя части-
цами в радиальном направлении. Для вертикаль-
ных смещений, : , а
b = F/lM, где l – расстояние между частицами.
Для кулоновского взаимодействия: F = Q2/l2, 

.
Уравнение баланса сил для горизонтальной

конфигурации двух частиц имеет вид

(5)
а устойчивость такой конфигурации нарушается
при условии [41]

(6)
Отметим, что здесь под устойчивостью горизон-
тальной конфигурации двух частиц подразумева-
ется их положение в горизонтальной (радиаль-
ной) плоскости ловушки.

Уравнения баланса сил и критерии устойчиво-
сти для малоразмерных систем (цепочечных
структур и квазидвумерных кластеров при N = 3–
5), состоящих из идентичных частиц с попарным
взаимодействием, рассмотрены в работе [42]. В
радиальной плоскости ловушки с цилиндриче-
ской симметрией частицы квазидвумерных кла-
стеров при 2 ≤ N ≤ 7 вращаются относительно
центра этих кластеров [41, 43, 44], т.е. дрейфуют с
тепловой скоростью вдоль эквипотенциальных
силовых линий внешнего электрического поля.
(Здесь и далее термином “радиальная плоскость”
мы обозначили плоскость [x, y] ловушки с цилин-
дрической симметрией, совпадающую с плоско-
стью кластера.) Данное обстоятельство затрудня-
ет определение тепловых смещений частиц в ра-
диальной плоскости (плоскости [x, y]) даже в
условиях численного эксперимента. Вращение
частиц в радиальной плоскости не оказывает вли-
яния на величину их вертикальных смещений.
Поэтому основное внимание в настоящей работе
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уделяется спектральным характеристикам частиц
при их вертикальных смещениях, ортогональных
плоскости квазидвумерных кластеров.

Спектральные характеристики частиц для си-
стемы (1) при Fbi = 0, такие как их характерные ча-
стоты, ωi, и спектральные плотности смещений,
Gi, могут быть получены численно на основе су-
ществующих пакетов математического модели-
рования. Практически все современные про-
граммные пакеты имеют встроенные функции
символьных вычислений и позволяют получить
конечный результат в виде формул для ωi и Gi, ко-
торые являются математическими решениями за-
дачи. Кроме того, такие формулы имеют весьма
громоздкий вид и занимают, со всеми входящими
в них коэффициентами, от двух (для N = 3) и бо-
лее (при N >3) страниц текста. Таким образом,
упомянутые соотношения являются малоэффек-
тивными для практического использования,
включая анализ и/или обращение данных чис-
ленных и лабораторных экспериментов.

Аналитические соотношения для характерных
частот и спектральной плотности смещений для
идентичных частиц (Mi ≡ M, Qi ≡ Q, νi ≡ ν), взаимо-
действующих с попарным потенциалом, в квази-
двумерных кластерах (3 ≤ N ≤ 7) рассмотрены в
следующих разделах данной работы.

3. СЛУЧАЙ ТРЕХ, ЧЕТЫРЕХ, ПЯТИ
И СЕМИ ЧАСТИЦ

Рассмотрим спектральные характеристики для
случая трех, четырех, пяти и семи идентичных ча-
стиц (Qi = Q, Мi = М, νi = ν), взаимодействующих
с произвольной попарной силой Fij =F(lij) в ли-
нейном электрическом поле E(r, z) ловушки с
цилиндрической симметрией (см. рис. 2); здесь
i = 1, 2, … N, j = 1, 2, … N и i ≠ j. Критерии устой-
чивости таких систем представлены в работе [39].
В силу симметрии задачи относительно центра
ловушки в таких системах, функции Gi(ω) ≡ G(ω)
для частиц, которые имеют одинаковое расстоя-
ние от центра структуры (т.е. центра ловушки),
см. рис. 2.

Численное моделирование стохастических
процессов выполнялось методом Ланжевена для
идентичных частиц с равными массами зарядами
и температурой. Техника моделирования по-
дробно описана в работах [1–3]. Шаг интегриро-
вания составлял от Δt ≅ (40 max[ ; ν])–1 до Δt ≅
≅ (100 max[ ; ν])–1 в зависимости от начальных
условий задачи. Время расчетов tc после установле-
ния равновесия в моделируемых системах варьи-
ровалось от ~103/min[ ; ν] до ~104/min[ ; ν];
здесь  = (Qβz(r)/M)1/2 – характерные частоты
ловушки. Температура частиц в процессе модели-

ω ( )z r
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t ω ( )z r

t

ω ( )z r
t



1128

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 46  № 12  2020

ВАУЛИНА и др.

рования не менялась, т.е. оставалась равной за-
данной Ti =  ≡ T.

Вычисления спектральной плотности по ре-
зультатам моделирования проводились на основе
численных расчетов смещений x(t), y(t) и z(t) для
отдельных частиц системы при помощи процеду-
ры “N-D fast Fourier transform” в пакете приклад-
ных программ MATLAB.

3.1. Три частицы

Обратимся к случаю трех частиц (N = 3), см.
рис. 2а. В состоянии равновесия средние расстоя-
ния между частицами равны l12 = l23 = l31 ≡ ld, а
уравнение баланса сил можно записать в виде

(7)

где F – сила взаимодействия между частицами
(F12 = F23 = F13 ≡ F). А устойчивость горизонталь-
ной конфигурации трех частиц нарушается при
условии [42]

(8)

Для поиска спектральных характеристик вы-
полним замену переменных в системе (1) для вер-
тикальных смещений частиц (β = βz) при Fbi = 0:
η1= ξ1 + ξ2 + ξ3; η2 = ξ1 – ξ3; η3 = 2ξ2 – (ξ1 + ξ3).
(Здесь и далее, для вертикальных смещений ча-
стиц в кластере – ξi = δzi.) С учетом указанной за-

0
tT

β = 3 ,r
dQ l F

β > β .r z

мены переменных преобразуем систему уравне-
ний движения (1) к виду

 (9а)

 (9б)

 (9в)

Здесь для вертикальных смещений частиц: b ≡ a =
= –F/Mld. Таким образом, данная система имеет
две характерных частоты в вертикальном на-
правлении: ; 

 (ω3 ≡ ω2).

Иллюстрация траекторий для трех частиц в ра-
диальной плоскости цилиндрической ловушки,
полученная в результате численного моделирова-
ния за время t = 40/ν, представлена на рис. 3 при
коэффициенте трения ν = 2 с–1 и комнатной тем-
пературе Т = 0.027 эВ. Время полного оборота ча-
стицы вокруг центра ловушки ~240/ν. С ростом
кинетической температуры частиц данное время
будет уменьшаться как минимум на величину
пропорциональную .

Решение системы (9а)–(9в) для  с учетом

 при i ≠ j позволяет получить для спек-
тральной плотности смещений отдельных частиц
Gi(ω) ≡ G(ω) (i = 1, 2, 3)

(10)
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zd

dt
d Q b

Mdt
a

 η η β= −ν + η 
 

2
3 3

32 .– 3
zd a

Mdt
d

dt
Q

ω = β2
1 /zQ M ω = β + ≡2

2 / 3zQ M а
≡ β − β( )/z rQ M

T

η2
k

ξ =ξ 0i j

+ω = 1 2 2 ,( )
3

S SG

Рис. 2. Квазидвумерные конфигурации трех (a), четы-
рех (б), пяти (в) и семи (г) заряженных частиц в элек-
трическом поле ловушки E = E(z, r) с цилиндриче-
ской симметрией.

(а) (б)

(в) (г)

1 1

2
2 3

3

2

3 7

1

64

5
3

2

1

5

4

4

ld ld

lo

lo

ld

ld

lo Рис. 3. Иллюстрация траекторий для трех частиц в ра-
диальной плоскости цилиндрической ловушки за
время t = 40/ν при коэффициенте трения ν = 2 с–1 и
температуре Т = 0.027 эВ.
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где Sk = Sk(ω, ν, ωk) – спектральная плотность
классического осциллятора с частотой ωk; здесь
k = 1, 2.

Напомним, что спектральная плотность для
смещений ηk является Фурье-преобразованием

функций , а величина , где коэф-
фициент Dk определяется суммарной температу-
рой частиц, входящих в данный коррелятор.
Так для η1 значение D1 = 3, для η2 – D2 = 2, а для
η3 – D3 = 6.

Нормированные спектральные плотности
(ω) = Sηk(ω)/B и G*(ω) = G(ω)/B для системы из

трех частиц с кулоновским взаимодействием пред-
ставлены на рис. 4 при  с–1 и βz/βr = 4. Здесь и
далее , где .

3.2. Четыре частицы
Уравнения баланса сил для горизонтальной

конфигурации четырех частиц (рис. 2б) можно
записать в виде

(11)

где ld – среднее расстояние между двумя соседни-
ми периферическими частицами, а  –
среднее расстояние между двумя противополо-
женными частицами, ,
F14 = F23 ≡ Fo. Для частиц с кулоновским взаимо-

действием: , . Устойчивость та-
кой конфигурации нарушается при условии [42]

(12)

η2
k t η =k k kS D S

η*kS

ν = 2
= ω ν2( )2 / tB Т М ω = ω ≡ β( ) 1/2( )( / )z r z r

t t Q M

β = + 22 ,r o

d o

FFQ
l l

= 2o dl l

= = = ≡12 24 43 31F F F F F

= 2 2/ dF Q l = 2 2/o oF Q l

β < 4 / .z
dQ F l

Для поиска спектральных характеристик вы-
полним замену переменных в системе (1) для вер-
тикальных смещений частиц (β = βz) при Fbi = 0:
η1 = ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4; ;

; . Откуда получим

 (13а)

 (13б)

 (13в)

 (13г)

Здесь , . Рассматриваемая
система имеет три характерных частоты в верти-
кальном направлении: ; 

;  (ω4 ≡ ω3).
Решение системы (13а)–(13г) позволяет полу-

чить для спектральной плотности смещений от-
дельных частиц Gi(ω) ≡ G(ω) (i = 1–4)

(14)

где Sk = Sk(ω, ν, ωk) – спектральная плотность ос-
циллятора с частотой ωk; здесь k = 1, 2, 3.

Спектральная плотность для смещений ηk рав-
на , где коэффициент, Dk, определяется
суммарной температурой частиц, входящих в со-

η = ξ + ξ − ξ + ξ2 3 2 1 4( ) ( )
η = ξ ξ3 2 3– η = ξ − ξ4 1 4

η η β= −ν − η
2

1 1
12 ,

zd d Q
dt Mdt

 η η β= −ν + η 
 

2
2 2

22 – 4 ,
zd a

Mdt
d

dt
Q

 η η β= −ν + + η 
 

2
3 3

32 – 2 2 ,
zd

dt
d Q b

Mdt
a

 η η β= −ν + + η 
 

4 4
2

42 .– 2 2
zd

dt
d Q a b

dt M

= − / da F Ml = − /o ob F Ml

ω = β2
1 /zQ M ω = β +2

2 /zQ M
+ 4а ω = β + +2

3 / 2 2zQ M а b

+ +ω = 1 2 3

4
,( )  2S S SG

η =k k kS D S

Рис. 4. Функции  (а) и G*(ω) (б) для вертикальных смещений частиц при ,  с–1,  с–1 и

ν = 2 с–1. Здесь: 1 – ; 2 – ; 3 – . Черными линиями показаны аналитические решения за-
дачи, серыми – результаты численного моделирования.
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ответствующий коррелятор. Так для η1 значение
D1 = 4, для η2 – D2 = 4, а для η4 и η3 – D3(4) = 2.

Нормированные спектральные плотности
 и G*(ω) = G(ω)/B для системы

из четырех частиц с кулоновским взаимодействи-
ем показаны на рис. 5 при  с–1 и βz/βr = 4 для
вертикальных смещений частиц.

3.3. Пять частиц

Уравнение баланса сил для горизонтальной
конфигурации пяти частиц (рис. 2в) позволяют
получить величину , используя математиче-
ские соотношения для правильного пятиуголь-
ника и величину сил (F = F(ld); Fo = Fo(lo)), дей-
ствующих между частицами

(15)

Здесь ld – расстояние между двумя ближайшими
частицами, , где θ = 3π/10, R =

, , а ,
где с3 = (ld/lo)2. Для частиц с кулоновским взаимо-

действием , .
Для поиска спектральных характеристик вы-

полним замену переменных в системе (1) для вер-
тикальных смещений частиц (β = βz) при Fbi = 0:
η1 = ξ1 + ξ2 + ξ3 + ξ4 + ξ5; ; ;

; . Откуда
получим

 (16а)

η ηω = ω* /( ) ( )k kS S B

ν = 2

βrQ

β = +1 22 2 . r
oQ R c F c F

= θs2 ino dl l
= − 1/25( )2 ( 5 )/dl = θ1 cosc ( )= − 1/2

2 3 31 /4c с с

= 2 2/ dF Q l = 2 2/o oF Q l

η = ξ − ξ2 1 2 η = ξ − ξ3 3 5

η = ξ ξ + ξ4 4 1 2(2 – ) η = ξ ξ + ξ5 4 3 5(2 – )

η η β= −ν − η
2

1 1
12 ,

zd d Q
dt Mdt

 (16б)

 (16в)

 (16г)

 (16д)

Здесь a = –F/Mld, b = –Fo/Mlo. Рассматриваемая си-
стема имеет три характерных частоты в вертикаль-
ном направлении: , 

, ,
где  (ω4 ≡ ω2, ω5 ≡ ω3). Устойчивость
горизонтальной конфигурации пяти частиц нару-
шается при условии [42]

(17)

Решение системы (16а)–(16д) дает для спек-
тральной плотности смещений частиц Gi(ω) ≡
G(ω) (i = 1–5)

(18)

где Sk = Sk(ω, ν, ωk) – спектральная плотность ос-
циллятора с частотой ωk; здесь k = 1, 2, 3.

Спектральная плотность для смещений η1 рав-
на Sη1 = D1S1, а для системы уравнений (16б), (16в)
и системы уравнений (16г), (16д) имеют место сле-

 η η


−β= −ν + + η η 


−
2

2 2
2 32 – 3 2 ,( )

zd d Q a a b
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b
Mddt

 η η
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3 3
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a

Mddt

 −η η β= −ν + + η η− 
 

5 5
5 4
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2 – 3 .(2 )
zd d Q a a b

t
b

Mddt

ω = β2
1 /zQ M ω = β +2

2 /zQ M
ω + + + (5 )/2а b d ω = β + + −2

3 / 5( )/2zQ M а b d
= −5 /2( )d b a

β + −< − +( ) .(5
2 2

)5zQ b a b a
M

+ +ω = 1 2 3 2  2 ,(
5

) S S SG

Рис. 5. Функции  (а) и G*(ω) (б) для вертикальных смещений частиц при ,  с–1,  с–1 и

ν = 2 с–1. Здесь: 1 – ; 2 – ; 3 – . Черными линиями показаны аналитические решения за-
дачи, серыми – результаты численного моделирования.
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дующие соотношения: ,
 [33]. Здесь коэффициен-

ты Dk определяются суммарной температурой ча-
стиц, входящих в соответствующий коррелятор.
Так для η1 значение D1 = 5, для η2 и η3 – D2(3) = 2,
а для η4 и η5 – D4(5) = 6.

Нормированные спектральные плотности
 и G*(ω) = G(ω)/B для системы

из пяти частиц с кулоновским взаимодействием
показаны на рис. 6 при  с–1 и βz/βr = 4.

3.4. Семь частиц

Уравнение баланса сил для горизонтальной
конфигурации семи частиц (рис. 2г) можно запи-
сать в виде

(19)

Здесь ld – среднее расстояние между двумя ближай-
шими частицами . Для частиц с кулонов-
ским взаимодействием , ,

.

Для поиска спектральных характеристик вы-
полним замену переменных в системе (1) для вер-
тикальных смещений частиц (β = βz) при Fbi = 0:

, , , 
. Откуда получим

 (20а)

( )η η+ = +2 3 2 3 2 3( )S S D S S

( )η η+ = +4 5 4 5 2 3( )S S D S S

η ηω = ω* /( ) ( )k kS S B

ν = 2

( ) ( ) ( )β = + + 3* .2 2r
d d d o oQ l F l F l F l

= 3o dl l
= 2 2/ dF Q l = 2 2)/(* 4 dF Q l

= 2 2/o oF Q l

=
η = ξ

7
1 1 ii

η = ξ − ξ2 2 4 η = ξ − ξ3 7 5 η = ξ +4 3

+ ξ + ξ ξ + ξ + ξ5 7 2 4 6(– )

η η β= −ν − η
2

1 1
12 ,

zd d Q
dt Mdt

 (20б)

 (20в)

 (20г)

 (20д)

Здесь , , .
Рассматриваемая система имеет пять характер-
ных частот в вертикальном направлении: 

, , 

, , 
. Устойчивость горизонтальной кон-

фигурации семи частиц нарушается при условии

(21)

Решение системы (20а)–(20д) дает для спек-
тральной плотности смещений частиц Gi(ω) ≡
≡ G(ω) (i = 2–7) на оболочке кластера

(22)
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+
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Рис. 6. Функции  (а) и G*(ω) (б) для вертикальных смещений частиц при ,  с–1,  с–1 и

ν = 2 с–1. Здесь: 1 – ; 2 – ; 3 – . Черными линиями показаны ана-
литические решения задачи, серыми – результаты численного моделирования.

6

8

10

12

4

2

0
20 3025 35 40 40

1

2

3

�, с�1
20 3025 35 40 45

S �
k* (�

) 3
0.9

0.6

0.3

0

�, с�1

G
*(
�

)

(а) (б)

η ω( )*kS β β =/ 4z r ω = 40z
t ω = 20r

t

η =1 15* *S S η η =+ + 32 3 2 )2(* * * *S S S S η η =+ + 34 5 2 )6(* * * *S S S S



1132

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 46  № 12  2020

ВАУЛИНА и др.

а для центральной частицы кластера

(23)

Здесь Sk = Sk(ω, ν, ωk) – спектральная плотность
осциллятора с частотой ωk, где k = 1–5.

Спектральная плотность для смещений η1 рав-
на , для смещений η4 – , а для
системы уравнений (20б), (20в) имеет место сле-
дующее соотношение: 
[33]. Здесь коэффициенты, Dk, определяются
суммарной температурой частиц, входящих в со-
ответствующий коррелятор. Так для η1 значение

, для η2 и η3 – D2(3) = 2, а для η4 – D4 = 6.
Нормированные спектральные плотности

, G*(ω) = G(ω)/B и 
 для системы из семи частиц с куло-

новским взаимодействием показаны на рис. 7 при
ν = 2 с–1 и βz/βr = 4.

+ω = 1 5
1

 6 .( )
7

S SG

η =1 1 1S D S η =4 4 4S D S

( )η η+ = +2 3 2 3 2 3( )S S D S S

=1 7D

η ηω = ω* /( ) ( )k kS S B ω =1*( )G
= ω1 /( )G B

3.5. Обсуждение результатов

Представленные аналитические соотношения
для спектральной плотности вертикальных сме-
щений частиц в квазидвумерных кластерах срав-
нивались с результатами определения спектраль-
ной плотности, полученными путем преобразо-
вания Фурье для решений системы (1) при Fbi = 0
при помощи пакета прикладных программ MAT-
LAB. (Полученные аналитические соотношения
полностью совпадают с вычислениями спек-
тральной плотности для решений системы (1).)

Было получено, что для случая малых кластер-
ных систем, состоящих из идентичных частиц с
попарным взаимодействием, процедуру вычисле-
ния спектральной плотности для смещений каж-
дой из частиц Gj(ω) ( ) можно свести
определению суперпозиции спектральных плот-
ностей Sk = Sk(ω, ν, ωk) для отдельных гармоник
системы с характерной частотой ωk; здесь N –
число частиц.

= …1,2, ,j N

Рис. 7. Функции  (а) и G*(ω) (б) и  (в) для вертикальных смещений частиц при ,  с–1,

 с–1 и ν = 2 с–1. Здесь: 1 – ; 2 – . Черными линиями показаны аналитические
решения задачи, серыми – результаты численного моделирования.
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Для такой системы, коэффициент трения ча-
стиц ν и частоты ловушки 

 (а соответственно, величина гра-
диентов внешнего электрического поля, βz и βr) в
реальном эксперименте легко определить из изме-
рений спектральной плотности Sη1(ω) для суммар-

ных смещений частиц, , которые про-
порциональны смещению центра масс анализиру-
емой системы. А, именно, .
Для определения других гармоник системы, ωk ≠
≠ ωt, можно использовать как измерения спек-
тральных плотностей для отдельных частиц Gj(ω),
так и измерения спектральных плотностей для их
взаимных смещений ( ); здесь ,

 и i ≠ j.
Добавим также, что измерение вертикальных

смещений в квазидвумерных кластерах дает ин-
формацию о силах межчастичного взаимодей-
ствия Fij = F(lij), что, в свою очередь, позволяет
получить информацию о потенциале взаимодей-
ствия между частицами системы. Расстояния
между частицами, как в численных, так и в реаль-
ных экспериментах легко измеряется; и случае
численного моделирования полностью соответ-
ствует аналитическим уравнениям баланса сил,
см. (7), (11), (15), (19).

Еще раз напомним, что значение характерных
частот ωk, частиц и спектральной плотности сме-
щений Gj, в системе из N взаимодействующих ча-
стиц можно получить численно на основе суще-
ствующих программных пакетов, см. раздел 2.
Тем не менее применение аналитических соотно-
шений существенно сокращает время необходи-
мое для обращения экспериментальных данных.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлены результаты аналитических и

численных исследований спектральных характе-
ристик стохастического движения для спектраль-
ной плотности вертикальных смещений частиц в
малоразмерных квазидвумерных кластерах (сме-
щений, ортогональных плоскости кластеров).
Предложены соотношения для спектральной
плотности вертикальных смещений частиц в та-
ких системах. Рассмотрены характерные частоты
частиц и способ их аналитического вычисления.

Результаты настоящей работы применимы для
малых кластерных систем при любом типе попар-
ных взаимодействий. Полученные результаты
могут быть полезны для разработки новых мето-
дов диагностики физических свойств пылевой
плазмы.

Данная работа была частично поддержана
Российским фондом фундаментальных исследо-

ω = ω ≡( )z r
t t

≡ β 1/2( ) )/( z rQ M

=
η = ξ 11

N
ii

η ω = ω ν ω ( )
1( ) ( ), , z r

tS NS

ξ − ξi j = 1,2,...,i N
=  1,2,...,j N

ваний (грант № 18-38-20175), а также программой
Президиума РАН.
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