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Проведено теоретическое исследование цилиндрических магнитозвуковых солитонов в диссипа-
тивной горячей электрон-позитрон-ионной плазме. С помощью метода редуктивных возмущений
получено модифицированное уравнение Кортевега де Вриза–Бюргерса (МКДВБ) и дано его при-
ближенное аналитическое решение. С помощью этого решения обсуждается влияние различных
физических параметров на магнитозвуковой солитон в цилиндрической геометрии. Результаты мо-
гут быть использованы в лабораторной и космической плазме.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В наши дни непрерывно растет научный инте-

рес к электрон-позитрон-ионной плазме (e–p–i-
плазма). Только в XXI в. было опубликовано бо-
лее сотни статей, посвященных этой теме. Этот
интерес объясняется существенным прогрессом в
наблюдательной астрофизике, который привел к
открытию и активному изучению таких необыч-
ных компактных объектов как магнитары, реля-
тивистских струй, высвобождаемых из активных
ядер галактик и т. п. Считается, что магнитосфера
нейтронных звезд состоит из e–p–i-плазмы. На-
личие позитронов и электронов обусловлено не-
устойчивостью в сверхсильном магнитном поле.
Ионы появляются от внутренних источников, на-
пример, в результате испарения или сейсмиче-
ских процессов на поверхности звезды, а также
рождаются снаружи в процессе аккреции [1].
Множество примеров [2, 3] показали важность
изучения нелинейных структур (ударных волн,
солитонов и т.п.), имеющих место в e–p–i-плазме.

Магнитозвуковые солитоны – это фундамен-
тальная мода в замагниченной плазме. Они рас-
пространяются перпендикулярно внешнему маг-
нитному полю. Нелинейные магнитозвуковые
волны интенсивно изучались, так как они играют
огромную роль в нагреве частиц и их ускорении в

космической и термоядерной плазме [4–8]. В ра-
боте [9] исследовались магнитозвуковые волны в
плазме, распространяющиеся под углом к маг-
нитному полю, которая моделировалась би-ани-
зотропным распределением Кеирнса. В работе
[10] исследовались низкочастотные магнитозву-
ковые волны в столкновительной плазме с поло-
жительными и отрицательными ионами одина-
ковой массы и электронами. Был проведен ана-
лиз нелинейного поведения магнитозвуковых
солитонов и ударных структур произвольной ам-
плитуды в спиновой квантовой плазме [11], пока-
завший, что за диссипацию отвечает магнитная
диффузия. В работе [12] исследовались двумер-
ные цилиндрические быстрые магнитозвуковые
солитоны в пылевой плазме, а в [13] были прове-
дены параметрические исследования нелиней-
ных наклонно распространяющихся магнито-
звуковых волн в плазме с двумя видами ионов.
Нелинейные магнитозвуковые волны в бесстолк-
новительной однородной замагниченной кванто-
вой плазме были исследованы с помощью двух-
жидкостной квантовой магнитогидродинамиче-
ской модели [14]. В [15] изучались быстрые
магнитозвуковые солитоны, распространяющие-
ся под углом к магнитному полю в холодной бес-
столкновительной плазме. Возбуждение и затуха-
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ние нелинейных пылевых магнитозвуковых волн
в диссипативной плазме было исследовано в [16].
В [17] было проведено исследование магнитозву-
ковых солитонов для электронных магнитогид-
родинамических уравнений. В [18] изучалось
распространение двумерных цилиндрических
быстрых магнитозвуковых солитонов в теплой
пылевой плазме. В [19] изучались магнитозвуко-
вые солитоны в плотной астрофизической e–p–i-
плазме.

Следует указать, что, как правило, e–p–i-плаз-
ма замагничена и типичные цилиндрические
структуры имеют ось симметрии, параллельную
магнитному полю. Именно по этой причине це-
лью многих работ является поиск решения в виде
цилиндрических магнитозвуковых солитонов в
e–p–i-плазме. Abdikian [20] провел иследование
быстрых магнитозвуковых солитонов в вырож-
денной квантовой e–p–i-плазме [21], которое по-
казало, что потенциал Бома оказывает основное
влияние на периодические и солитонные струк-
туры. Решения в форме цилиндрических магни-
тозвуковых солитонов сжатия и разрежения были
получены в рамках трехкомпонентной электро-
магнитной газодинамической модели e–p–i-
плазмы [1]. Цилиндрические магнитозвуковые
солитоны в диссипативной горячей e–p–i-плазме
были численно исследованы с помощью уравне-
ния МКДВБ [22]. Тем не менее до сих пор с помо-
щью приближенных аналитических решений
уравнения МКДВБ не было достаточно изучено
влияние цилиндрической симметрии на завися-
щие от времени магнитозвуковые солитоны с ки-
нематической вязкостью. В настоящей статье мы
исследуем этот вопрос. Во-первых, мы выводим
уравнение МКДВБ для такой плазмы с помощью
метода редуктивных возмущений, который отли-
чается от приближения Сагдеевского потенциала
[23]. Затем приводится приближенное аналити-
ческое решение зависящего от времени уравне-
ния МКДВБ. С помощью полученного решения
демонстрируется влияние параметров на магни-
тозвуковые солитоны. Статья организована сле-
дующим образом. В разделе 2 приводятся основ-
ные уравнения. Влияние параметров обсуждается
в разделе 3. В заключение основные выводы при-
водятся в разделе 4.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Часто при исследовании e–p–i-плазмы ис-

пользуются основные уравнения без вязкости
[24–26]. Тем не менее в настоящей статье мы рас-
сматриваем трехжидкостную слабовязкую плаз-
менную систему, состоящую из адиабатически
горячих электронов, позитронов и однократно
ионизированных ионов. Мы рассматриваем ион-
ионные столкновения, приводящие к ионной
кинематической вязкости. Мы исследуем ци-

линдрическую геометрию, в которой внешнее
магнитное поле направлено вдоль направления z,
т.е. . Далее мы рассматриваем возму-
щения, распространяющиеся в радиальном на-
правлении, и полагаем, что все переменные за-
висят только от радиальной координаты (т.е.

). Нормализованные уравнения
неразрывности и движения для трех жидкостей
имеют вид

(1)

где, индекс  относится к электронам, по-
зитронам и ионам соответственно, параметр 
соответствует цилиндрической геометрии, 

, , ;  соответ-
ствует равновесной (возмущенной) концентра-
ции,  – показатель адиабаты j-й компоненты,

 – азимутальная (радиальная) компонента

скорости соответственно.  (  – ионная
звуковая скорость и  – альфвеновская скорость
в e–i-плазме) относится к параметру плазмы

 как ,
где , , ,

. В равновесии .  – кинема-
тическая вязкость j-й компоненты, нормализо-
ванная на , где  – нижняя ги-
бридная частота, которая является верхним пре-
делом частоты для магнитозвуковых волн в e–i-
плазме.  является циклотронной ча-
стотой j-й компоненты. Предположим, что воз-
мущение компонент электромагнитного поля ле-
жит в плоскости (r, θ), таким образом, 

. Также предположим, что возмущен-
ное и внешнее магнитные поля сонаправлены,
так что B = (0, 0, Bz).

Уравнения Максвелла [27] для электрического
и магнитного поля имеют вид
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(2)

где символом Λ обозначено отношение .
Плотности нормализованы на соответствующие
равновесные значения, скорости нормализованы
на альфвеновскую скорость , магнитное поле
на внешнее постоянное поле , электрическое
поле на , время и пространственные пере-
менные на нижнюю гибридную частоту  и

, соответственно. В соответствии с двумя
высоко- и низкочастотными моделями, здесь мы
рассматриваем низкочастотную ветвь магнито-
звуковых волн, для которой частота , в то
время как волновое число .

Для вывода эволюционного уравнения, кото-
рое описывает динамику внутренних распростра-
няющихся солитонных структур в дальнем поле,
мы вводим растянутые независимые переменные

 и , где ε – малый параметр
и  – линейная бездисперсионная фазовая ско-
рость волны, отнесенная к . В случае попереч-
ного сжатия в сильном магнитном поле вязкость
плазмы практически такая же, как в незамагни-
ченном случае, и считается малой, т. е. .

В уравнении (1) мы предположили, что компо-
ненты адиабатически нагреты. Предположение
об адиабатичности обосновано, так как измене-
ние энтропии, связанное с генерацией тепла в ре-
зультате вязкой диссипации, является эффектом
более высокого порядка и здесь им можно прене-
бречь. Зависимые переменные раскладываются в
ряд следующим образом [28–30]: 

, , 

, , 

 и .

Подставляя разложения в (1) и (2), для низшей
степени ε получим

Для более высоких степеней мы получаем эволю-
ционное уравнение для , которое сводится к
уравнению МКДВБ

(3)

где коэффициент нелинейной связи a, коэффи-
циент дисперсии b и коэффициент c при члене,
характеризующем вязкую диссипацию, имеют,
соответственно, вид

(4)

где,

В отсутствие c и h, т.е. при  и  (
для одномерной геометрии), уравнение (3) при-
нимает вид хорошо известного уравнения Корте-
вега де Вриза (КДВ), которое имеет решение в ви-
де уединенной волны:

(5)

где  и  – амплитуда и ши-
рина солитона соответственно.

Для малых значений c и h предположим, что
амплитуда, ширина и скорость магнитозвукового
солитона зависят от τ, и приближенное решение
уравнения (3) имеет вид

(6)

где амплитуда , 
и скорость  должны быть определены.

∂χΛ = μ − δ − δ ,
∂

v v v( )r
e er i i ir p p pr

E n n n
r

θ
θ θ θ

∂∂ χ + Λ = μ − δ − δ , ∂ ∂ 
v v v( )r

e e i i i p p p
EB n n n

r t

v
2 2/A c

vA

0B
v 0/AB c

ω0

ωv 0/A

ω → 0
→ 0k

/ξ = −ε + v
1 2

0( )r t /τ = ε3 2t
v0

vA

/= ε ηη� 1 2
jj

= + ε +11j jn n

+ ε + ...2
2jn = ε + ε + ...2

1 2jr jr jrv v v
/

θ θ= ε +3 2
1j jv v

/
θ+ ε + ...5 2

2jv = + ε + ε + ...2
1 21z z zB B B θ =jE

/ /= ε + ε + ...3 2 5 2
1 2r rE E θ θ θ= ε + ε + ...2

1 2E E E

χ + β γ + δ σ γ + δ σ γ
= .

χ + Λ
v0

'( )
(1 )

e i i i p p p

1zB

∂ ∂ ∂ ∂+ + + + = ,
∂τ ∂ξ ∂ξ ∂ξ

3 2
1 1 1 1

1 13 2 0z z z z
z z

B B B B
aB b c hB

χ + β γ γ − + δ σ γ γ − + δ σ γ γ −
= ,

χ + Λ
δ β σ γ − + μ β γ − μ + μδ β σ γ − μ − χ + Λ

= ,
μχ + Λ

δ η + μ η + δ η
= ,

χ + Λ
ν= ,
τ

2
0

0
2 2 2 2 2 2 2
0 0 0

0

3 '[ ( 2) ( 2) ( 2)]
2 (1 )

( ' ) ( ' ) ( ' ) (1 )
2 (1 )

( )
2 (1 )

2

e e i i i i p p p p

i i i e p p p

i i e p p

a

G
b

c

h

v

v

v v v

v

δ − μ + β μγ − δ σ γ − δ σ γ
= .

χ + Λ
v

2 2
0 (1 ) '[ ]

(1 )
i e i i i p p pG

= 0c = 0h ν = 0

( )ξ − τ= ,2
1 sechz zm

MB B
W

= 3 /zmB M a = /W b M

ξ − τ τ = τ , τ 

2
1

( )( )sech
( )z zm

MB B
W

τ = τ( ) 3 ( )/zmB M a τ = τ( ) / ( )W b M
τ( )M



260

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 46  № 3  2020

GAO и др.

Для уравнения КДВ хорошо известно, что

(7)

является сохраняющейся величиной. Используя
(6), получим

(8)

Дифференцирование (7) по τ и использвание

(3) и условий ,  как , дает

(9)

Подставляя (8) в (9), получим уравнение

(10)

которое является уравнением Бернулли, где
 и . Положив  для

, получим

(11)

Таким образом, форма медленной зависимо-
сти от времени магнитозвукового солитонного
решения МКДВБ (3) определяется выражением
(6). Амплитуда и ширина солитонов также опре-
деляются.

3. ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ
Рассматриваемая задача содержит множество

параметров, которые влияют на структуру нели-
нейной волны: параметр , который определяет
параметр плазмы , относительная позитрон-
электронная плотность , которая характеризует
концентрацию позитронов в плазме, относитель-
ные температуры  и , три показателя адиабаты
γj трех жидкостей и параметр Λ, три нормализо-
ванных коэффициента кинематической вязкости

, которые характеризуют интенсивность дисси-
пации. Для одинаковых температур и однократно
ионизованных ионов разных типов, кинематиче-
ские вязкости электронов и позитронов связаны с
кинематической вязкостью ионов следующим
образом: , в этом случае коэф-
фициент вязкой диссипации h принимает вид

. Предположим, что все компо-
ненты находятся в термодинамическом равнове-
сии: . Далее предположим, что показа-
тели адиабаты равны . Утверждение, что
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 также означает, что мы игнорируем эф-
фекты разделения зарядов, которые становятся
важными только в случаях высоких частот и ко-
ротких длин волн. Мы положили  (если об-
ратное не оговорено особо), так как этот пара-
метр очень мал для малой скорости, малой часто-
ты и длинных волн, и дисперсии, обусловленной
в основном инертностью электронов и позитро-
нов. Тем не менее мы также кратко описываем
эффекты малых, но конечных токов смещения
(т.е. ) для различных нелинейных структур.
Три коэффициента a, b и c зависят от различных
плазменных параметров , , η и Λ, которые вли-
яют на амплитуду и ширину цилиндрических
магнитозвуковых солитонов.

На рис. 1 показан цилиндрический магнито-
звуковой солитон, эволюционирующий со вре-
менем, т.е.  и . Понятно, что маг-
нитозвуковой солитон ослабляется с течением
времени. Для выбранных нами параметров зату-
хание медленное.

На рис. 2а показана зависимость амплитуды
магнитозвукового солитона от относительной
позитрон-электронной плотности . Было най-
дено, что амплитуда солитона в цилиндрической
геометрии уменьшается при увеличении . Ко-
гда  меньше 0.8, амплитуда снижается медлен-
но, в противном случае амплитуда снижается
быстро. На рис. 2б показана зависимость ампли-
туды магнитозвукового солитона от кинематиче-
ской вязкости η. Было найдено, что с возрастани-
ем вязких диссипативных эффектов, амплитуда
солитона в цилиндрической геометрии возраста-
ет, и диссипативные эффекты меньше влияют на

γ = 5/3j

Λ = 0

Λ ≠ 0

δp β�

τ = −100 τ = −5

δp

δp

δp

Рис. 1. Магнитозвуковые солитонные структуры в
цилиндрической геометрии для различных моментов
времени, так что,  (сплошная линия) и 
(пунктирная линия). , , ,
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амплитуду. На рис. 2в график амплитуды солито-
на представлен в зависимости от параметра , ко-
торый демонстрирует, что амплитуда уменьшает-
ся с увеличением , и магнитозвуковой солитон
имеет наибольшую амплитуду при . На
рис. 2г показана зависимость амплитуды солито-
на от параметра Λ. Заметно, что амплитуда маг-
нитозвукового солитона увеличивается с увели-
чением Λ и достигает минимума, когда  при
фиксированных остальных параметрах.

На рис. 3а показана зависимость ширины со-
литона от параметра  от относительной пози-
трон-электронной плотности . Понятно, что
когда  возрастает, ширина солитона возрастает
в цилиндрической геометрии. Когда  меньше
0.8, амплитуда возрастает медленно, в противном
случае быстрее. Магнитозвуковой солитон имеет
наименьшую амплитуду при отсутствии пози-

η

β'
β =' 0

Λ = 0

τ( )W
δp

δp

δp

тронной плотности при фиксированных других
параметрах. На рис. 3б показана зависимость ши-
рины солитона от кинематических вязкостей η.
Ясно, что при усилении вязких диссипативных
эффектов ширина солитона в цилиндрической
геометрии уменьшается, и диссипативные эф-
фекты также оказывают меньшее влияние на ши-
рину. На рис. 3в график ширины солитона в
цилиндрической геометрии изображен в зависи-
мости от параметра  и демонстрирует рост ши-
рины солитона с ростом параметра . На рис. 3г
показана зависимость ширины солитона от Λ, из
которой следует, что ширина увеличивается с
увеличением Λ.

Отметим, что согласно рис. 2 и рис. 3 измене-
ние параметров , η и  противоположно влияет
на изменения амплитуды и ширины, в то время

β'
β'

δp β'

Рис. 2. Зависимость амплитуды  магнитозвукового солитона от различных  (а); зависимость амплитуды магни-
тозвукового солитона от различных η (б); зависимость амплитуды магнитозвукового солитона от различных  (в), за-
висимость амплитуды магнитозвукового солитона от различных Λ.  (г). Остальные параметры такие же, как на
рис. 1.
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как изменение параметра Λ отражается на ампли-
туде и ширине одинаковым образом.

4. ВЫВОДЫ

В данной статье мы исследовали цилиндриче-
ский магнитозвуковой солитон, распространяю-
щийся в диссипативной горячей трехкомпонент-
ной плазменной системе, состоящей из электро-
нов, позитронов и ионов. Мы воспользовались
методом редуктивных возмущений для вывода
модифицированного уравнения КДВ-Бюргерса,
которое описывает динамику нелинейных волн в
дальнем поле, и получили солитонное решение
этого уравнения. Мы анализируем влияние раз-
личных физических параметров, таких как пара-
метр , относительная позитрон-электронная
плотность, кинематическая вязкость η и пара-
метр Λ на магнитозвуковой солитон. Указанные

β'

параметры существенно влияют на нелинейную
структуру магнитозвукового солитона в рассмат-
риваемой плазме. Результаты работы могут быть
применены к плазме с кинематической вязко-
стью как в лабораторных условиях, так и в усло-
виях космического пространства (например, для
магнитосферы нейтронных звезд).

Эта работа поддержана Проектом финансиро-
вания научных исследований молодых учителей
Ланьчжоуского городского университета
(no. LZCUQN2018-06), Проектом поддержки
докторских исследовательских стартапов Лань-
чжоуского городского университета (LZCU-
BS2018-13) и Фондом талантов провинции Ганьсу.
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Перевод Ю.Н. Извековой

Cylindrical Magnetosonic Solitary Waves By Modified Kortewe–De Vries–Burgers 
Equation In Electron-Positron-Ion Plasma

D.-N. Gao1, *, J.-P. Wu2, Z.-R. Zhang1, D. Luo1, S.-M. Lin1, W.-S. Duan3, and Zh.-Zh. Li3

1 School of Electronic and Information Engineering, Lanzhou City University, Lanzhou, China
2 The No1. Middle school of Lanzhou chemical & industry corporation, Lanzhou, China

3 College of Physics and Electronic Engineering, Northwest Normal University, Lanzhou, China
*e-mail: gaodongning.1990@163.com

Theoretical investigations are carried out for the cylindrical magnetosonic solitary waves in dissipative, hot
electron-positron-ion plasma. By the reductive perturbation technique the modi_ed Korteweg_de
Vries_Burgers equation (mKdVB) is obtained, and its approximate analytical solution is given. Using this
solution, the e_ects of di_erent physical parameters on magnetosonic solitary wave in cylindrical geometry
are discussed. The results may have applications in laboratory and space plasmas.
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