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Исследуется устойчивость линейной цепочки пылевых частиц во внешнем удерживающем силовом
поле. Предполагается, что частицы расположены в плазме с максвелловскими электронами и с на-
правленным потоком холодных ионов. Показано, что наряду с неустойчивостью связанных волн в
дозвуковом потоке может развиваться апериодическая неустойчивость удвоения периода цепочки.
Построена область устойчивости кристалла в пространстве внешних параметров.

Ключевые слова: пылевая плазма, плазменный кристалл
DOI: 10.31857/S0367292120030075

1. ВВЕДЕНИЕ
В наземных условиях плазменный кристалл

формируется заряженными пылевыми частица-
ми, левитирующими в приэлектродной области
газового разряда. Исследованию структуры и ди-
намики плазменных кристаллов посвящена зна-
чительная часть физики пылевой плазмы, и обзор
основных идей и достижений можно найти в мо-
нографиях [1–3].

Как для аналитической теории, так и для чис-
ленного моделирования кристаллов нужны те
или иные предположения о характере взаимодей-
ствия между отдельными частицами. Во многих
работах предполагается, что пылинки взаимодей-
ствуют посредством изотропного или экраниро-
ванного кулоновского потенциала (например,
[4–9]). Предположение изотропности позволяет
построить теорию колебаний и исследовать
устойчивость одномерного или двумерного плаз-
менного кристалла, левитирующего в горизон-
тальной плоскости. Существенно, что в прибли-
жении изотропного потенциала взаимодействия
колебания частиц в вертикальном направлении и
в горизонтальной плоскости оказываются неза-
висимыми.

Однако в области существования плазменного
кристалла окружающая плазма сильно анизо-
тропна и характеризуется наличием ионного по-
тока в направлении электрода. Это приводит к то-
му, что потенциал электрического поля вокруг
отдельного заряда оказывается несимметричным.
Как следствие, силы, действующие между отдель-
ными частицами, оказываются невзаимными, т.е.
для них не выполняется третий закон Ньютона.

Простых аналитических выражений для по-
тенциала заряда в плазме с ионными потоками не
существует. Поэтому в теории часто используется
так называемая модель ионного фокуса [10]. В
этой модели с каждой отрицательно заряженной
пылинкой связывается виртуальный заряд проти-
воположного знака, расположенный на фиксиро-
ванном расстоянии ниже по течению ионного по-
тока. При этом считается, что поле виртуального
заряда не действует на другие заряды, располо-
женные выше по течению, т.е. межчастичные си-
лы оказываются невзаимными. В свою очередь,
более сложный характер взаимодействия приво-
дит к связи вертикальных и горизонтальных сме-
щений частиц и развитию специфических не-
устойчивостей (например, [11–13]).

Изотропный дебаевский потенциал и модель
ионного фокуса представляют собой достаточно
грубое приближение реального взаимодействия.
В работе [14] исследовалось стационарное состо-
яние плазменного кристалла, и при этом потен-
циал взаимодействия рассчитывался численны-
ми методами в предположении, что окружающая
плазма состоит из направленного потока холод-
ных ионов и максвелловских электронов. В на-
стоящей работе, являющейся продолжением [14],
исследуется устойчивость линейной цепочки пы-
левых частиц. Подобная геометрия представляет
опредленный методический интерес и, кроме то-
го, может быть реализована в эксперименте (на-
пример, [15]).

Принимается следующая модель линейного
кристалла. Предполагается, что в равновесии все
частицы расположены на одной высоте во внеш-
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нем гармоническом потенциальном поле с харак-
терной частотой колебаний . Частицы распо-
ложены вдоль оси x на расстоянии a друг от друга.
В приближении ближайших соседей частоты ко-
лебаний определяются тремя силовыми констан-
тами. Эти константы в подходящих безразмерных
переменных зависят от межчастичного расстоя-
ния и от дополнительного параметра M, который
для квазинейтральной плазмы имеет смысл числа
Маха ионного потока. Параметры , a и M счи-
таются независимыми. Задача заключается в по-
иске области в трехмерном пространстве пара-
метров, в которой колебания линейной цепочки
устойчивы, и определения типа неустойчивости
на границе области.

В следующем разделе приведено выражение
для потенциала взаимодействия, а явные форму-
лы для силовых констант, использованные в чис-
ленных рассчетах, выписаны в Приложении 1.
Далее в разделе 3 обсуждаются уравнения движе-
ния, в разделе 4 выписаны собственные частоты
колебаний и определены условия, при которых
колебания устойчивы.

2. ПОТЕНЦИАЛ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Потенциал электрического поля, создаваемый
неподвижной частицей с зарядом Q, в однород-
ном потоке плазмы дается выражением

(1)

где u – скорость потока. В дальнейшем предпола-
гается, что поток плазмы направлен в сторону

.

Все пространственные переменные нормали-
зованы на характерную длину , где  –
ионная плазменная частота, а межчастичные си-
лы нормализованы на . Естественный
масштаб времени для частиц с массой  равен

.

В безразмерных переменных сила, действую-
щая на другую частицу с тем же зарядом Q в точке
r, равна . Потенциальная функция

 получается из (1) интегрированием
по полярному углу

(2)

Предполагается, что плазма состоит из холод-
ного потока ионов и максвелловских электронов
с температурой . В этом случае диэлектрическая
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проницаемость плазмы в безразмерных перемен-
ных имеет вид

(3)

где ν – бесконечно малая частота столкновений
ионов с нейтралами, учет которой необходим для
правильного обхода полюсов в интеграле (2). В
выражении (3) , где  – рав-
новесные плотности электронов и ионов, а  –
масса ионов. В общем случае плазма в пристеноч-
ном слое не является нейтральной, т.е. , од-
нако при этом неоднородностью плазмы прене-
брегается. Представляет интерес случай чисто
ионного потока с , когда влиянием элек-
тронов можно пренебречь. Для квазинейтраль-
ной плазмы с  параметр M совпадает с чис-
лом Маха потока, т.е. отношению скорости u к
скорости ионного звука.

Для исследования устойчивости ансамбля ча-
стиц, левитирующих на одной высоте, нужны
различные производные потенциала (2) при

. В настоящей работе используется прибли-
жение ближайших соседей, т.е. учитывается взаи-
модействие выделенной частицы лишь с частица-
ми, расположенными на фиксированном рассто-
янии a. Соответствующие силовые константы
обозначаются как

(4)

Использованные для численных расчетов
формулы приведены в Приложении 1. На рис. 1
показано несколько примеров зависимости меж-
частичного потенциала от расстояния. Заметим,
что при , т.е. в дозвуковом или чисто ион-
ном потоке [16], потенциал взаимодействия явля-
ется притягивающим в определенном интервале
расстояний, тогда как при  частицы оттал-
киваются.

Для анализа устойчивости важны вторые про-
изводные (4). На рис. 2, 3 показаны зависимости
силовых констант  и  от a. Как видно из ри-
сунков, обе величины ,  могут менять знак.
Насколько можно судить по результатам числен-
ного анализа, смешанная производная 
(рис. 4), обусловленная невзаимным характером
сил, всегда положительна при  и отрица-
тельна при . Более существенно, что по аб-
солютной величине  примерно на порядок
больше, чем  и .
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3. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
Предполагается, что в равновесии все частицы

левитируют на одной высоте , причем в верти-
кальном направлении на них действует внешняя
удерживающая сила с потенциалом .

Рассмотрим линейную цепочку пылевых ча-
стиц, взаимодействующих посредством сил с по-
тенциалом (2). Пусть в равновесии координаты
частиц равны , ,  ( , ±1,
±2, ...). Предполагая, что движение вдоль оси  ка-
ким-то образом заморожено и вводя малые откло-
нения от равновесия , ,
запишем общие уравнения движения в виде

(5)
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Эти уравнения учитывают взаимодействие
только между ближайшими соседями. Как отме-
чалось в [14], подобное приближение хорошо ра-
ботает лишь при достаточно большом межчастич-
ном расстоянии . В стационарном состоя-
нии из уравнений (5) получается равновесная
высота левитации . В линейном
приближении по малым отклонениям от равно-
весия уравнения (5) переписываются в виде

(6)

Введем двумерный вектор  и совер-
шим дискретное преобразование Фурье
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Рис. 1. Зависимость потенциала от межчастичного
расстояния. Кривая 1 – , кривая 2 – ,
кривая 3 – .
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Рис. 2. Зависимость коэффициента  от межча-
стичного расстояния. Кривая 1 – , кривая 2 –

, кривая 3 – .
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Рис. 3. Зависимость коэффициента  от межча-
стичного расстояния. Кривая 1 – , кривая 2 –

, кривая 3 – .
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Рис. 4. Зависимость коэффициента  от межчастич-
ного расстояния. Кривая 1 – , кривая 2 –

, кривая 3 – .
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где волновой вектор k лежит в первой зоне Брил-
люэна . Уравнения (6) теперь перепи-
сываются в матричном виде

(8)
где

(9)

и

(10)

Заметим, что матрица (9) симметрична, но неэр-
митова. По этой причине в литературе широко
распространено утверждение, что даже в отсут-
ствие диссипации невзаимные силы разрушают
механические интегралы движения, и уравнения
типа (8) не допускают гамильтонову форму запи-
си. В действительности это не так. В явном виде
подходящие переменные и гамильтониан для
уравнений (8) выписаны в Приложении 2. Поэто-
му обсуждаемые в дальнейшем сценарии потери
устойчивости вполне типичны для бифуркаций
гамильтоновых систем (например [17]).

4. СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ
Собственные значения и векторы матрицы (9)

определяют частоты и поляризации колебаний
линейной цепочки. В явном виде квадраты частот
равны

(11)

где .
В отсутствие невзаимных сил , поэто-

му колебания разделяются на горизонтальные и
вертикальные в зависимости от направления век-
тора поляризации e. Частота вертикальных коле-
баний равна  (10) и . Линейная це-
почка частиц может потерять устойчивость, если

 и . Эта неустойчивость, в ли-
тературе называемая изгибной (bending), носит
апериодический характер и наступает при умень-
шении частоты внешнего удерживающего потен-
циала . При достижении порога 
первой теряет устойчивость волна с , и век-
торы смещения частиц можно записать как

. Частота горизонтальных колебаний с
 равна  (10). При наличии притяже-

ния между частицами коэффициент  может
менять знак в некоторой области параметров (см.
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рис. 3), и цепочка частиц становится неустойчи-
вой. При этом максимум инкремента достигается
на границе зоны Бриллюэна , и векторы
смещений частиц имеют вид .

При учете невзаимных сил дисперсионные
кривые качественно меняются. Для достаточно
больших значений частоты  дискрими-
нант  в (11) положителен для любых волно-
вых векторов. По мере уменьшения  функция

 обращается в нуль для каких-то значений
 и , а при  становится отри-

цательной в некотором конечном интервале k.
Явные выражения для  и  получаются из ре-
шения двух уравнений , 

(12)

При  и  частоты (11) совпадают
. Собственные векторы матрицы (9) рав-

ны , т.е. в конфигурационном простран-
стве частицы совершают круговое движение

, .
На рис. 5 показаны характерные примеры по-

ведения дисперсионных кривых при .
Входящие в (10) коэффициенты вычислялись при
помощи потенциала (14). Пунктирной кривой
изображены частоты (11) при , пересека-
ющиеся в точке . В области устойчивости

 при  образуется щель (кривые 1, 2
на рис. 5). При  в окрестности точки

 формируется область неустойчивости
(кривая 3 на рис. 5). Подобное поведение кривых
обычно называют неустойчивостью связанных
мод.

При  возможен другой сценарий поте-
ри устойчивости, связанный с тем, что квадрат
частоты  (11) может изменить знак при ка-
ком-то значении k. Из явных выражений (10, 11)
легко получить, что это происходит при смене
знака коэффициента  и при этом волновой
вектор лежит на границе зоны Бриллюэна .
Поскольку , поляризация колебаний при
потере устойчивости соответствует горизонталь-
ным смещениям с . Это соответствует
структурному фазовому переходу, в результате
которого период цепочки удваивается, и в каждой
элементарной ячейке содержится две частицы.
Судя по результатам численных расчетов, этот
переход возможен только в дозвуковом режиме

 (см. рис. 3).
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Входящие в выражения (10) силовые констан-
ты , ,  рассчитывались в области парамет-
ров  и . Общая диаграмма
устойчивости цепочки в исследованной области
параметров  показана на рис. 6, где обла-
сти неустойчивости затенены. Поверхность 1
задается условием , и при пересече-
нии этой поверхности развивается неустойчи-
вость связанных мод. Цилиндрическая поверх-
ность 2 задается условием , и при
пересечении этой поверхности происходит
структурный фазовый переход, приводящий к
удвоению периода цепочки. Заметим, что, двига-
ясь из области устойчивости ,

, можно пересечь поверхность 1 при
изменении любого параметра a, M, Ω0, а условие
структурного фазового перехода не зависит от ча-
стоты .

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье была построена диаграмма устойчи-

вости линейного плазменного кристалла. В отли-
чие от предыдущих работ, потенциал взаимодей-
ствия рассчитывался численными методами в
предположении, что окружающая плазма состоит
из направленного потока холодных ионов и макс-
велловских электронов. В использованной моде-
ли состояние плазменного кристалла опреде-
лятся характерной частотой внешнего удержи-
вающего потенциала , расстоянием между
частицами a и числом Маха ионного потока M,
которые считаются независимыми параметрами.
Показано, что кристалл может терять устойчи-
вость либо вследствие развития осцилляторной
неустойчивости связанных волн, либо в результа-
те развития апериодической неустойчивости,
приводящей к удвоению периода кристалла. Об-

,0 2u ,2 0u ,11u
≤ ≤2 6a ≤ ≤0 2M

, , Ω0a M

Ω = Ω ,0 ( )cr a M

, , =2 0( ) 0u a M

Ω > Ω ,0 ( )cr a M
, , >2 0( ) 0u a M

Ω0

Ω0

суждавшаяся в литературе изгибная неустойчи-
вость оказывается полностью подавленной.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1
ПРОИЗВОДНЫЕ ПОТЕНЦИАЛА 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
Поскольку выражение (2) определяет непре-

рывную при  и  функцию, для вычисле-
ния силовых констант (4) достаточно ограни-
читься пределом . После интегрирования
по  с учетом (3) потенциал (2) при  и

 записывается в виде (см. [14])

(13)

где  =  и  =
= . Для численных расчетов
удобно в явном виде выделить в выражении (13)
кулоновский потенциал, переписав его в виде

(14)

Подынтегральное выражение в (14) при 
уменьшается как  при , что позволяет
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Рис. 5. Дисперсионные кривые для , .
Штриховые кривые , кривые 1, 2 –

, кривые 3 – .
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Рис. 6. Диаграмма устойчивости линейной цепочки.
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использовать его для численных расчетов сило-
вых констант (4).

В чисто ионном потоке при  потенциал
и его производные по z можно вычислить в явном
виде

(15)

где , ,  – модифицированные
функции Бесселя и Струве (напр. [18]). При

 интегралы рассчитываются стандартными
методами.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

ГАМИЛЬТОНОВА ФОРМА 
ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ УРАВНЕНИЙ

Для линейной цепочки гамильтонова форма
записи уравнений движения (8) получается про-
стой сменой обозначений. Обозначим смещения
в горизонтальном направлении как  и
введем соответствующий импульс , а
для вертикальных смещений поменяем координа-
ту и импульс местами  и .
Тогда уравнения (8) переписываются в виде

(16)

где гамильтониан равен
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В области устойчивости это выражение явля-
ется положительно определенным функциона-
лом. Вычисляя работу внешних сил над ансам-
блем частиц (см. [19]), можно показать, что га-
мильтониан (17) нельзя отождествить с энергией.
Физический смысл замены одной из координат
на импульс остается загадкой.
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