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Получено новое приближенное дисперсионное уравнение ионной бернштейновской волны, распро-
страняющейся строго поперечно к внешнему неоднородному магнитному полю, с учетом эффекта
центробежного и градиентного дрейфа ионов. С использованием этого уравнения показано, что при
учете дрейфа ионов в высокотемпературной плазме резонансы на гармониках ионно-циклотронной
частоты могут сильно перекрываться. В этом случае ионные бернштейновские волны оказываются
сильно затухающими, несмотря на отсутствие продольной компоненты волнового вектора.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Существование ионных бернштейновских (ИБ)
волн в магнитоактивной высокотемпературной
плазме было предсказано независимо И. Берн-
штейном [1] и К.Н. Степановым [2] в конце
50-х гг. прошлого века. Эти волны представляют
собой электростатические колебания с частота-
ми, близкими к ионной циклотронной частоте и
ее гармоникам, которые распространяются ква-
зипоперечно к внешнему магнитному полю. Они
часто наблюдаются в космической, ионосферной
и лабораторной плазме. Описание распростране-
ния и затухания ИБ-волн является одной из тра-
диционных задач в физике плазмы. Интерес к ней
связан с исключительно большим разнообразием
линейных и нелинейных волновых процессов, в
которых эти волны принимают участие, а также с
их большим прикладным значением для управля-
емого термоядерного синтеза. В частности, ИБ-
волны, как правило, являются низкочастотным
участником первичных и вторичных процессов
при развитии низкопороговых распадных пара-
метрических неустойчивостей СВЧ-волн [3–5].
Их поведение определяет уровень насыщения
этих нелинейных явлений, развитие которых со-
провождается ускорением ионов, аномальным
рассеянием волн накачки, значительным ушире-
нием области энерговыделения и излучением на
полуцелых гармониках частоты СВЧ-волны, что
было недавно обнаружено в экспериментах по
дополнительному электронному циклотронному

(ЭЦ) нагреву плазмы в различных тороидальных
установках [6–19].

Точное дисперсионное уравнение ионных
бернштейновских волн [20, 21] является очень
громоздким и делает практически невозможным
качественный анализ и аналитическое описание.
В разные годы были предложены его различные
приближенные интегральные формы [22–24].
Кроме того, предложены приближенные инте-
гральные представления этого уравнения, кото-
рые позволили учесть уширение резонанса за счет
эффектов неоднородности магнитного поля [25]
и тороидального дрейфа [26].

В настоящей работе, следуя подходу, развито-
му в [27] и использованному в той же работе для
описания электронных бернштейновских волн,
получено новое приближенное дисперсионное
уравнение ионных бернштейновских волн, рас-
пространяющихся поперек внешнего магнитного
поля. В данной постановке задача интересна как
при описании ИБ-волн, генерируемых при раз-
витии параметрических распадных неустойчиво-
стей (поскольку именно для таким образом рас-
пространяющихся ИБ-волн наименьшим являет-
ся порог возбуждения и наибольшим инкремент),
так и при анализе их распространения в ходе
дополнительного нагрева плазмы. При выводе
приближенного уравнения учтен эффект центро-
бежного и градиентного дрейфа ионов (в торои-
дальных установках удержания плазмы – торои-
дального дрейфа) [28] в присутствии неоднород-
ного магнитного поля, силовые линии которого
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имеют кривизну. Пренебрегается эффектом ши-
ра магнитного поля, который приводит к появле-
нию эффективной продольной компоненты вол-
нового вектора волны; этот эффект является бо-
лее слабым, чем рассмотренный в статье, если
выполняется условие , где q – запас
устойчивости,  – ионный ларморовский радиус
и  – пространственный размер области, где
интересно поведение ИБ-волны (при параметри-
ческих распадах, приводящих к генерации ИБ-
волн, – область нелинейного взаимодействия).

В результате, впервые получено явное анали-
тическое выражение для мнимой части дисперси-
онного уравнения, которое описывает ионное
циклотронное затухание ИБ-волн. Это позволи-
ло продемонстрировать, что в высокотемператур-
ной плазме резонансы на гармониках ионно-
циклотронной частоты могут сильно перекры-
ваться даже при поперечном распространении
ИБ-волн, которые в этом случае оказываются
сильнозатухающими. Тем самым показано, что
наряду с нелинейным (пороговым по амплитуде
волны) стохастическим затуханием [29] имеется и
линейный механизм, отвечающий за уширение
области поглощения ИБ-волны.

2. ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ 
ДЛЯ ИБ-ВОЛНЫ

Рассмотрим ИБ-волну, распространяющуюся
строго поперек внешнего магнитного поля. По-
скольку она является сильно замедленной, то для
ее описания достаточно ограничиться потенци-
альным приближением и представить дисперси-
онное уравнение в виде

(1)
где

(2)

– электронная восприимчивость,

(3)

– ионная восприимчивость [20, 21],  – функция
Бесселя,  – функция Бесселя мнимого аргумен-

та [30, 31],  – поперечная компонен-
та волнового вектора, ,  – продольная и попе-

речная компоненты скорости, ,
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(4)
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(5)
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(6)
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где

Учтем, что ,  – быстро осциллирующие
функции переменной . Проводя в (4)
интегрирование по аргументу , положим

, , 
 и сделаем подстановку  в

медленно меняющейся амплитуде, что позволяет
при  приближенно заменить произведения
функций выражениями

(10)

Поскольку при  функция Бесселя J экспо-
ненциально убывает с увеличением аргумента, а
функция Наймана N экспоненциально растет, то
в этой области параметров
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где  и . Функ-
ция (14) – комплексная обобщенная дисперсион-
ная функция. Ее можно переписать в виде

(15)

где  – функция Хевисайда, равная 0 при от-
рицательном аргументе и 1 при положительном;
первый член  дает вклад в действительную
часть ионной восприимчивости, а второй член

 представляет собой вклад от полюса в точ-
ке резонанса  и описывает ионное цикло-
тронное затухание ИБ-волны.

В точке резонанса  функция  имеет лога-
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время как функция  имеет скачок конечной вели-
чины, который равен .
Отметим, что вдали от точки резонанса, т.е. при
расстройке , можно для (14) написать
асимптотически

(16)

3. ЗАТУХАНИЕ ИБ-ВОЛНЫ
Проанализируем дисперсионное уравнение

(1) с выражениями для электронной (2) и ионной
(12), (16) восприимчивостей в окрестности ион-
ной циклотронной гармоники , т.е. в диапа-
зоне параметров . В резонансной об-
ласти выполняется предельное соотношение

. Кроме того, будем считать, что
. Именно в этом случае будет максималь-

ным эффект уширения резонанса, обсуждаемый
в статье. Сделанные предположения позволяют

( ) ( )
( )

∞=∞

=−∞

− ζ ζ= ζ
Δ − ζ 

0

0

exp 3 /4 /41cot ,
2

n

n
neff

I
d

n

( ) ( )Δ = −n
effp n n ( )= υ ω2 2/eff y ti cin q R

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( )

=∞

=−∞
∞=∞

=−∞

= Δ − Δ =

 − ζ ζ= ζ −
 Δ − ζ

   Δ Δ − π − θ Δ        



 

� �

0

0

0

cot

exp 3 /4 /41 . .
2

3exp ,
4 4

n
n n

n
n

n
neff

n n
n

X iY

I
p d

n

i I

v

( )θ ...

( )Δ�( )nX

( )Δ�( )nY
( )Δ = 0n

( )Δ n
�X

( )
( )

Δ →
Δ�

∼
0

ln( )n
nX

�Y
( ) ( )Δ + Δ −

− = π� �

0 0
/( 2 )n n effY Y n

Δ( ) 1n
@

( )

( ) ( )

( )

∞

=−∞

=∞

=−∞

 π Δ− − × −  

 Δ π× θ Δ = π − × 
 

   Δ Δ× − θ Δ   
   





�

( )

( )
( )

0

( ) ( )
( )

0

1 3cot exp
42

cot
4 2

3exp .
4 4

n

n eff
n

n

eff
n n n

n

n

i
p n n

I p i
n

I

= 0n n
< Δ <0( )0 1n

⊥ ω υ/ tiq @

⊥ � yq q



ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 46  № 6  2020

О ЗАТУХАНИИ ПОПЕРЕЧНОЙ ИОННОЙ БЕРНШТЕЙНОВСКОЙ ВОЛНЫ 549

пренебречь двумя первыми членами в выражении
(12) и использовать асимптотическое выражение
для функции . Выраже-
ние для электронной восприимчивости (2) может

быть также упрощено: . В итоге, дис-

персионное уравнение (1) сводится к

(17)

Будем считать затухание слабым, что позволя-
ет искать решение (17), используя процедуру тео-
рии возмущений. На ее первом шаге пренебре-
жем затуханием, что позволит найти выражение
для поперечной компоненты волнового вектора

(18)
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что без учета этого эффекта поглощение локаль-
но, а область поглощения совпадает с положени-
ем “холодного” ИЦ-резонанса. При учете цен-
тробежного и градиентного дрейфа ионов погло-
щение И-волны перестает быть локальным. Это
является следствием уширения области ионного
циклотронного резонанса согласно условию

. Профиль энерговыде-
ления имеет конечную ширину и расположен со
стороны слабого по отношению к ИЦ-резонансу
магнитного поля, т.е. в той области, где частота
ИБ-волны больше частоты гармоники  ионной
циклотронной частоты. Следует отметить, эф-
фект релятивистского затухания электронной
бернштейновской волны, который описывается
похожими с математической точки зрения (но бо-
лее простыми и компактными) выражениями и
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учитывает зависимость электронной циклотрон-
ной частоты от энергии частицы, приводит к
профилю энерговыделения, локализованному со
стороны сильного магнитного поля [27]. По-
следнее обстоятельство вызвано другим, в срав-
нении со случаем, описанным в настоящей ста-
тье, знаком поправки к резонансному условию

, где  – релятивист-
ский фактор. Заметим также, что для высокоча-
стотных ИБ-волн, соответствующих высокой
гармонике ИЦ-частоты , может происхо-
дить “перекрытие” резонансов, т.е. выполняется
условие  =

. В этом случае ИБ-волны суще-
ствуют в качестве сильнозатухающих квазимод,
для которых действительная часть показателя
преломления порядка ее мнимой части. Этот эф-
фект имеет ту же природу, что и рассмотренный в
монографии [32] эффект связи черенковского ре-
зонансного взаимодействия с циклотронным в
слабом магнитном поле в присутствии какого-
либо механизма уширения линии циклотронного
резонанса.

Учет эффекта сильного поглощения ИБ-волн
влияет на оценку уровня насыщения низкопоро-
говых неустойчивостей СВЧ-волн. Поскольку ге-
нерируемые в ходе параметрического распада
ИБ-волны являются сильно затухающими, то
можно ожидать более высокий уровень аномаль-
ного поглощения СВЧ-мощности при дополни-
тельном ЭЦ-нагреве в тороидальных установках,
чем считалось ранее [4, 5]. Для иллюстрации бу-
дем полагать, что направление неоднородности –
вдоль координаты x. Разумно допущение, что в
пределах ионного циклотронного слоя все пара-
метры плазмы, за исключением магнитного поля,
являются постоянными величинами. Аргумент

 в выражении (19) может быть представлен в
виде , где R – мас-
штаб неоднородности магнитного поля (напри-
мер, большой радиус тороидальной установки).
Подставим это выражение в (19) и найдем вели-
чину поглощения ИБ-волны в области ее нели-
нейной генерации в окрестности точки  и в слое
толщиной δ

(20)

В зависимости от положения области распада 
по отношению к ИЦ-резонансу аргумент функ-
ций в выражении (20) может быть меньше едини-
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цы . В таком случае для типичных па-

раметров разрядов в тороидальных установках
удержания плазмы величина , что означает
сильное затухание ИБ-волны (случай нелиней-
ной генерации квазимоды).

В целом, полученный результат развивает
представления линейной теории распростране-
ния волн в сильно диспергирующей замагничен-
ной плазме и является актуальным, как составная
часть, для развития нелинейной теории плазмы
(теории распадных параметрических неустойчи-
востей неоднородной среды). Он может быть вос-
требован для объяснения и детального описания
аномальных явлений, которые наблюдаются при
ЭЦР-нагреве [6–19].
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