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Предложена модификация численного метода “beam tracing”, позволяющая использовать его в зо-
нах бифуркации микроволновых пучков, сопровождающейся линейной трансформацией мод. Тео-
ретической основой модификации является гибридное пространственно-спектральное представле-
ние пучков, в котором их оси совпадают и, следовательно, параксиальное приближение остается
справедливым. Определены начальные значения параметров пучка, отделяющегося от “родитель-
ского” и получены уравнения, связывающие амплитуды пучков в зоне бифуркации.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Коротковолновые асимптотические числен-

ные методы традиционно применяются при мо-
делировании распространения микроволновых
пучков в плазме. Наиболее часто используемыми
из них являются лучевые методы: “ray tracing”
(RT) [1, 2] и его расширенный вариант “beam trac-
ing” (BT) [3–5], учитывающий поперечные ди-
фракционные эффекты в модели гауссова пучка.
В основе RT лежит предположение об эйкональ-
ном характере пространственного изменения по-
ля волны (приближение геометрической опти-
ки), а для применимости BT дополнительно тре-
буется параксиальный характер распределения
поля. В неоднородной плазме магнитных лову-
шек распространение микроволновых пучков
иногда, на некоторых сегментах их траекторий,
выходит за рамки указанных приближений. В та-
ких зонах стандартное применение лучевых мето-
дов бывает либо спорно, либо невозможно. Одна-
ко вычислительная эффективность лучевых ме-
тодов побуждает к поиску возможностей обхода
этих ограничений путем развития исходного тео-
ретического аппарата и соответствующей моди-
фикации численных процедур. Ряд подобных
задач уже решен. Так, в [6] была обоснована при-
годность RT к неэйкональным режимам распро-
странения микроволн. В [7] предложена схема
применения BT в случаях сильной аберрации
пучка или его распада на несколько волновых об-
разований. В [8] показана возможность использо-

вания BT при наличии на траектории пучка кау-
стик типа “cusp”, где пучок превращается в про-
странственно сложный волновой объект. Еще
одним из микроволновых режимов распростра-
нения в плазме, исключавших применение BT,
оставался случай бифуркации лучевых траекто-
рий в зоне, где совместно верны дисперсионные
соотношения для двух различных волновых мод.
Это явление, известное также как линейная
трансформация мод, принято теоретически опи-
сывать решениями укороченной системы из двух
волновых уравнений (например, [1, 2, 9, 10]).
Асимптотики таких решений позволяют опреде-
лить эйкональные амплитуды двух мод за преде-
лами зоны их резонансного взаимодействия. Од-
нако для нахождения распределения поля во всем
объеме плазмы в виде гауссовых пучков такой ал-
горитм не годится.

Заметим, что линейная трансформация мод в
плазме также может происходить при туннелиро-
вании через область непрозрачности в r-про-
странстве или в k-пространстве волновых векто-
ров (см., например, [11]). Это иной, более слож-
ный эффект, который может рассматриваться как
бифуркация лучевых траекторий лишь при исче-
зающе малой толщине слоя непрозрачности. При
электронно-циклотронном нагреве плазмы в то-
камаках и стеллараторах бифуркации микровол-
новых пучков встречаются, например, в случаях
прохождения вводимого извне пучка через об-
ласть слабоанизотропной периферийной плазмы
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и, в некотором диапазоне плотностей, при строго
перпендикулярном прохождении пучка через об-
ласть резонанса на второй гармонике гирочасто-
ты. В последнем случае пересечение дисперсион-
ных зависимостей различных мод вызвано силь-
ным импульсообразным увеличением показателя
преломления необыкновенной волны вблизи ре-
зонанса из-за релятивистских поправок в тензоре
диэлектрической проницаемости [12].

В данной работе представлен новый подход к
проблеме бифуркации волн, заключающийся в
использовании 3-мерного “ad hoc” гибридного

-представления для двух гауссовых пучков в
зоне бифуркации (BZ). Свободные параметры
этого представления должны быть выбраны так,
чтобы оси обоих пучков в нем локально совпада-
ли. В таком представлении сохраняется паракси-
альный характер распространения волн, а значит,
метод BT в принципе применим. При этом исход-
ное уравнение BT для амплитуды “родительско-
го” пучка в BZ следует временно заменить на си-
стему из двух связанных уравнений типа Бадде-
на–Кравцова [9, 10], а после их расцепления
возможен обратный переход в r-пространство и
дальнейший расчет распространения двух неза-
висимых пучков стандартным методом. Прочие
же уравнения BT остаются справедливыми в BZ,
и поэтому модифицированная процедура BT бу-
дет непрерывной при прохождении BZ и, соот-
ветственно, легко реализуемой.

2. ГАУССОВЫ ПУЧКИ В ГИБРИДНОМ 
ПРЕДСТАВЛЕНИИ

Лучевая траектория, также называемая би-
характеристикой, представляет собой кривую в
6-мерном континууме – совокупности r-про-
странства и k-пространства. Обозначим ее векто-

ром , являющимся вещественной
функцией некоторой вещественной переменной
s, где m – индекс рассматриваемой волновой мо-
ды, а T обозначает транспозицию1. Проекция лу-
чевой траектории на r-пространство выполняет
роль расчетного “каркаса” в RT или задает ось
гауссова пучка в BT. Гауссов микроволновый пу-
чок математически является 3-мерным объектом,
и его электрическое поле в r-пространстве (в

1 Поскольку в линейной алгебре традиционно векторы счи-
таются матрицами-столбцами, здесь и далее для компакт-
ности часто используется их строчная запись в транспони-
рованном виде.

r k

( ) ( )( )T Tm m TR K

дальнейшем – в r-представлении) имеет вид

(1)

Здесь  – вещественная функция s, а вектор
 и симметричная матрица 3 × 3  – ком-

плексные функции s, причем  и
 (точка обозначает производную по

s; подробнее об этих соотношениях, сохраняю-
щихся при BT, см. [8]). Стандартный вариант BT
включает в себя нахождение всех упомянутых
функций на некотором интервале значений  пу-
тем численного интегрирования соответствую-
щих обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с заданными начальными условиями. Во
многих практических задачах гауссов пучок вида
(1) – достаточно хорошее приближение для рас-
пределения поля в пространстве. В случаях же,
когда квадратичная по  аппроксимация
для комплексной фазовой функции  недоста-
точно точна, распределение поля обычно может
быть представлено суммой конечного числа
пучков вида (1) с различными осевыми траекто-
риями [7].

Существуют ситуации, когда параксиальное
разложение вида (1) для  вообще непригодно.
Так, в каустике вблизи точки стагнации, где

, матрица  имеет сингулярное по-
ведение. Однако это не является непреодолимым
препятствием для BT, так как в k-представлении
(после фурье-преобразования по r) распределе-
ние поля (1) имеет аналогичный вид гауссова пуч-
ка и при  сохраняет параксиальный и эй-
кональный характер. Поэтому в подобных зонах
можно игнорировать формальную непримени-
мость модели (1) и временно переходить от инте-
грирования уравнения для  к интегрирова-
нию уравнения для обратной матрицы – гессиана
фазы пучка в k-представлении. При этом ампли-
туда и фаза прошедшего пучка за каустикой вы-
числяются так же, как если бы каустика отсут-
ствовала [8].

Более сложен случай нарушения приближения
(1) в области резонансного взаимодействия двух
мод (скажем, с индексами 1 и 2) в неоднородной
плазме, где соответствующие лучевые траекто-
рии, пересекаясь, могут быстро расходиться. Так
как в BZ могут быть непараллельны не только
векторы  и , но также  и , переход в
k-представление не способен вернуть задаче па-
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раксиальный характер. Тем не менее локальную
параксиальность в BZ может обеспечить переход
в некоторое 3-мерное гибридное -представле-
ние, которое содержит две компоненты r-пред-
ставления и одну k-представления (или наобо-
рот), причем среди них отсутствуют сопряженные
пары вида . По сути, такое представление
является частичным фурье-преобразованием
вдоль некоторого направления в пространстве.
Формальные математические аспекты переходов
в представления такого типа рассматриваются в
[13]. Пусть для определенности , то-

гда проекция лучевой траектории  на

h-пространство – вектор ,
– очевидно, будет зависеть от выбора направле-
ний координатных ортов (в отличие от “чистых”
r- и k-представлений). Основная идея рассматри-
ваемого подхода заключается в том, что правиль-
ным выбором ортов можно добиться локальной
параллельности векторов  и  в BZ. В даль-
нейшем будем называть h-представлением имен-
но такой вариант -представления. Алгоритм
выбора ортов может быть следующим. Пусть орт

 находится в той же плоскости, что и векторы 
и , тогда, независимо от выбора остальных ор-
тов, проекции  и  на плоскость  парал-

лельны. Следовательно, ,
где  – угол между  и . Зависимость  име-
ет вид . При этом функция 

 – существенно более пологая, чем

. Для параллельности  и  требуется
, что и достигается подбором .

Выясним связь между функциями, характери-
зующими гауссов пучок в r- и h-представлениях,
на участках траектории, примыкающих к BZ, где
параксиальное приближение справедливо в обо-
их представлениях. Как и при переходе к k-пред-
ставлению [8], будем считать амплитуду 
практически неизменной на коротком интервале

, который вносит основной вклад в интеграл
Фурье. Тогда фурье-преобразование выражения
(1) по координате  приводит к следующему виду
электрического поля волны в h-представлении2:

(2)

2 Для краткости в (2)–(4) у всех функций опущен индекс
моды.
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Здесь  – комплексная фазовая функция пучка в
h-представлении, а комплексная матрица V – ее
гессиан. Таким образом,  математически
также представляет собой гауссов пучок. Новые
функции переменной s в (2) связаны со старыми
так:

(3)

Отметим, что все свойства новых функций в (2)
аналогичны свойствам соответствующих функ-
ций в r-представлении гауссова пучка (1). Из (3)
следует, что при обратном переходе к r-представ-
лению имеют место соотношения

(4)

Для выполнения процедуры BT внутри BZ не-
обходимо задать начальные значения всех функ-
ций в (2) для пучка, выделяющегося из “родитель-
ского” (чья мода имеет индекс 1) с уже известными
значениями , ,  и . Начальные значе-
ния для нового пучка соответствуют точке бифур-
кации, а значит,  и . Начальное
значение  определяется следующими условия-
ми. Возможность формирования нового пучка в
существующем поле “родительского” пучка под-
разумевает (i) идентичность их поперечных про-
филей интенсивности поля и (ii) согласованность
кривизны их волновых фронтов. Первое условие
означает , а для выполнения вто-
рого требуется, чтобы  одновременно удо-
влетворяло уравнениям  и

, которые однозначно определяют 6
независимых компонент . Так как поляри-
зации двух пучков различны, выбор начального
значения  не столь очевиден; он станет ясен
из результатов разд. 3.

3. АМПЛИТУДНЫЕ УРАВНЕНИЯ В BZ

Все уравнения BT, за исключением амплитуд-
ных, остаются справедливыми для пучков в
h-представлении в BZ и поэтому здесь не приво-
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дятся. Уравнения же для  и  могут быть по-
лучены из векторного волнового уравнения мак-
симально общего вида, записанного в h-пред-
ставлении. Исходное нелокальное волновое
уравнение в r-представлении для монохромати-
ческой волны в слабонеоднородной стационар-
ной среде имеет вид (подробнее см. [6–8])

(5)

где дисперсионное ядро L – матрица 3 × 3, чей
конкретный вид для дальнейшего изложения не
существен. Из (5) непосредственно следует вол-
новое уравнение в h-представлении

(6)

с дисперсионным ядром  =

= , где ,

а дисперсионный тензор  отличается от
своего аналога в r-представлении  =

=  лишь формальным
обозначением переменных. Как и в r-представле-
нии [6], поле  может быть представлено су-
перпозицией локально плоских волн вида

 с амплитудой, являющейся
медленной функцией h. Уравнение (6) по виду
подобно уравнению (5), поэтому подобным же
образом (см. [7]) получаем уравнение для 

(7)

(здесь и далее подразумевается суммирование от
1 до 3 по повторяющимся греческим индексам).
При выводе (7) слагаемые, содержащие произ-
водные по , полагались величинами первого по-
рядка малости, при этом последнее слагаемое
имеет тот же порядок малости только из-за попе-
речной неоднородности пучка.

Пусть  и ,

где  – собственные значения матрицы , а
– соответствующие им правые собственные

векторы, причем . Тогда  и, сле-

довательно, . Умножим (7) слева на 
и введем вектор . Так как , ком-
поненты  – комплексные амплитуды собствен-
ных мод. Кроме того, введем обозначения
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В результате из (7) получаем

(9)

В случае, если рассматриваемая точка лежит на
общей оси гауссовых пучков различных мод,
можно считать  (без сумми-
рования по m).

Рассмотрим область резонансного взаимодей-
ствия двух свободно распространяющихся мод,
где  и , тогда ;
умножив первые два уравнения системы (9) соот-
ветственно на  и , в ведущем порядке малости
имеем

(10)

где  и . Сделаем ряд упрощаю-
щих предположений, не необходимых, но позво-
ляющих избавиться в окончательных уравнениях
от учета второстепенных для данной работы эф-
фектов. Будем считать дисперсионный тензор эр-
митовым ( , ) в рассматривае-
мой области и, соответственно, пренебрегать
диссипацией энергии мод. Кроме того, заметим,
что в среднем недиагональные элементы матри-
цы  по абсолютной величине значительно
меньше ее диагональных элементов: при 

величины  стремятся к нулю в

случаях близости  или  к одному из соб-
ственных векторов матрицы , так как

. Как известно из рассмотрения в
r-представлении [7], недиагональные элементы 
ответственны за эффект слабого нерезонансного
взаимодействия между модами, поэтому в данном
контексте ими можно пренебречь. Наконец, будем
полагать, что BZ не совпадает с каустикой, то есть
амплитуда  отлична от нуля лишь в неболь-
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шой окрестности значения , а значит,
в BZ вдоль общей оси взаимодействующих пуч-
ков допустима факторизация  =
= . Тогда, учитывая, что

, переход к лучевым уравнениям
осуществляется с помощью замены

(11)

Подставляя (11) в вещественные части уравнений
(10), получаем систему уравнений типа Баддена–
Кравцова [9, 10] для абсолютных значений ам-
плитуд

(12)

где

 ,

Мнимые части уравнений (10) дают дисперсион-
ные уравнения

(13)

где введено обозначение 

. Этот вектор, очевидно, опре-

деляет эволюцию фазы 

функции  – дополнительного к  сдвига
фазы пучка.

Формирование и рост мощности нового пучка
происходят при условии фазовой когерентности,
которое, как следует из (12) и (13), имеет вид

, . Это условие определяет
начальное значение функции . В случае
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пучками можно оценить с помощью простого
уравнения

(14)

которое приближенно соответствует системе (12).
С ростом s величина  возрастает, так как в

общем случае . Начиная со значений
 резонансное взаимодействие двух мод

практически прекращается, так как вклад проти-
воположных по знаку полупериодов  почти
полностью компенсируется. Весь интервал эф-
фективного взаимодействия пучков оказывается
короче, чем характерная длина участка, где  и

 параллельны. Превращение пучков в незави-
симо распространяющиеся подразумевает заме-
ны  и  в (12) и (13), после чего
в процедуре BT может быть осуществлен обрат-
ный переход от h- к r-представлению и стандарт-
ной технике расчета.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе описан принцип модифика-
ции стандартного метода BT, позволяющей ис-
пользовать его в зонах бифуркации микровол-
новых пучков в неоднородной плазме, сопро-
вождающейся линейной трансформацией мод.
Основным результатом статьи является описан-
ный в разд. 2 метод перехода в 3-мерное гибрид-
ное пространственно-спектральное представле-
ние, выбранное таким образом, что в нем оси двух
пучков локально совпадают. Это дает принципи-
альную возможность, оставаясь в рамках парак-
сиального приближения, применять для расчетов
в BZ обычные уравнения BT, за исключением ам-
плитудных уравнений. Вероятно, этот метод мо-
жет быть использован для понижения размерно-
сти и в ряде других волновых задач в трехмерно-
неоднородных конфигурациях; он более универ-
сален и гибок, чем использованный в [8] метод
перехода в k-представление.

В разд. 3 показано, что амплитуды взаимодей-
ствующих пучков в h-представлении подчиняют-
ся системе связанных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений типа Баддена–Кравцова,
которые переходят в стандартные независимые
уравнения BT за пределами BZ. Полученные
уравнения, как следует из их вывода, допускают
обобщения на физически и практически интерес-
ные ситуации, в которых важен учет диссипации
(BZ находится в области резонансного погло-
щения, темп которого весьма различен для участ-
вующих мод). В типичных схемах электронно-
циклотронного нагрева плазмы в токамаках и
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стеллараторах такие ситуации не являются экзо-
тическими.

Детали численной реализации предложенного
подхода в коде TRUBA [14], аналитические ре-
зультаты, связанные с дисперсионными зависи-
мостями мод и наличием диссипации, и демон-
страционные расчеты будут содержаться в от-
дельной, более обширной статье.

Работа выполнена в рамках исследований по
государственному заданию “Физика высокотем-
пературной плазмы. Фундаментальные проблемы
динамики, удержания и нагрева плазмы в трех-
мерных магнитных конфигурациях” (НИОКТР
АААА-А19-119121790086-9, тема № 0024-2019-
0006).
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