
867

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ, 2021, том 47, № 10, с. 867–875

ВЛИЯНИЕ АНИЗОТРОПИИ ДАВЛЕНИЯ НА ДИАМАГНИТНЫЙ СИГНАЛ 
В ТОКАМАКЕ С НЕКРУГЛОЙ ПЛАЗМОЙ
© 2021 г.   В. Д. Пустовитовa, b, *, Е. А. Рябушевa, c

a Национальный исследовательский центр “Курчатовский институт”, Москва, Россия
b Национальный исследовательский ядерный университет “МИФИ”, Москва, Россия

c Московский физико-технический институт (национальный исследовательский университет), Москва, Россия
*e-mail: Pustovitov_VD@nrcki.ru

Поступила в редакцию 15.02.2021 г.
После доработки 30.04.2021 г.

Принята к публикации 18.05.2021 г.

Анализируется связь диамагнитного сигнала с током и давлением анизотропной плазмы в токамаке.
Она хорошо известна для цилиндрической плазмы круглого сечения, но здесь форма плазмы счита-
ется произвольной и учитывается тороидальность системы в комбинации с анизотропией. Это су-
щественно усложняет вычисления и требует интегрирования обобщенного уравнения Грэда–Ша-
франова. Аналитические вычисления выполняются по схеме, применявшейся для изотропной
плазмы в [Pustovitov V.D., Fusion Eng. Des. 2017. V. 117. P. 1]. Сделаны оценки большой группы сла-
гаемых, возникающих из-за анизотропии, и выделен главный эффект. Результат готов для практи-
ческого использования.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Диамагнитные измерения принадлежат к

стандартному набору методов диагностики плаз-
мы, применяемых на всех действующих токама-
ках и стеллараторах [1–31]. Обычно при вычисле-
нии созданного плазмой тороидального магнит-
ного потока

(1)

где B – полное магнитное поле,  – магнитное
поле, порожденное внешними по отношению к
плазме источниками, а интегрирование осу-
ществляется по ее поперечному сечению  (
– элемент его площади), плазма предполагается
изотропной, однако при неомическом нагреве на
современных установках она может оказаться су-
щественно анизотропной [6, 7, 9, 19, 22, 23, 31–
41]. В этом случае теория предлагает использовать
выражение [42–45]

(2)

связывающее  с полным тороидальным маг-
нитным потоком  через сечение , полои-
дальным магнитным полем  на его границе, ва-

куумным тороидальным магнитным полем  на
геометрической кольцевой оси системы и  –
отношением усредненного по  поперечного
давления плазмы  к магнитному давлению.
Также известно обобщение на случай эллиптиче-
ской формы  с вытянутостью K

(3)

где  – полный тороидальный ток. Вывод (3) и
определение “полоидальной” беты  даны в
[43], см. там уравнения (5) и (15). При равенстве
продольного  и поперечного  давлений фор-
мулы (2) и (3) с  воспроизводят широко из-
вестный классический результат, полученный
более 60 лет тому назад [46–48]. Основные эле-
менты в задаче иллюстрируются рис. 1.

В выражении (3), варианты которого можно
найти в [1, 2, 18, 22, 31], единственным геометри-
ческим параметром является K, от которого неяв-
но зависит и . В действительности форма плаз-
мы часто отличается от эллипса, поэтому (3) дает
лишь оценку. Еще одно неявное ограничение
связано с использованием при выводе (3) при-
ближения большого аспектного отношения A (от-
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ношение большого радиуса плазмы к малому). В
[49] показано, что формулы, полученные для

 как асимптотики при , при  дают
завышенную в 2–10 раз оценку запасенной в
плазме энергии. Это означает, что они заведомо
неверны для сферических токамаков. При увели-
чении A ошибка (2) и (3) уменьшается. Для обыч-
ных токамаков с  она должна быть на уровне

, но при нынешней точности измерений
даже это становится существенным недостатком.

Для изотропной плазмы общее соотношение,
пригодное при любой форме  и без ограниче-
ний на A, в линейном приближении по диамаг-
нитному эффекту плазмы имеет вид [50]

(4)

где  – полный внешний полои-
дальный ток,  – большой радиус центра ваку-
умной камеры, интегрирование ведется по всему
объему плазмы (  – его элемент), , а  –
положительная константа, которая находится из
решения уравнения равновесия, см. определение
(36) ниже. Например, для эллиптической плазмы

ΔΦ pl @ 1A → 1A

≈ 3A
2(1/ )O A

plS

ΦΔ = − τ
2 ,g pl J pl p

pl

I C J C pd

= π μ0 0 02 /gI R B

0R

τd ≈ 1pC JC

зависимость  от вытянутости K можно аппрок-
симировать равенством [50]

(5)

тогда (4) даст нам аналог (3).
Целью настоящей работы является обобщение

(4) на анизотропный случай. По выводу оно
должно быть более точным, чем (3). Окончатель-
ный результат оказывается компактным для
обычных токамаков, но для систем с малым A он
показывает, что анизотропия давления плазмы
приводит к еще большим отличиям, чем было об-
наружено в [49].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для вычисления , производимого акси-
ально-симметричной плазмой произвольной
формы, будем использовать метод, предложен-
ный в [50]. Там он применялся в предположении

, а здесь в уравнении равновесия

(6)
будем различать продольное и поперечное давле-
ния в тензоре

(7)

Здесь  – плотность электрического
тока, а  – единичный тензор.

Равновесие анизотропной плазмы на основе
уравнений (6) и (7) хорошо изученная область,
см. [35, 39, 51–62]. Нам потребуется их следствие

(8)

где

(9)
и

(10)

Как известно, в конечном итоге из (8) и уравне-
ний Максвелла при аксиальной симметрии полу-
чается анизотропный аналог уравнения Грэда–
Шафранова [52, 55, 57, 63]
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Рис. 1. Схематическое изображение основных эле-
ментов в задаче. Внешняя оболочка w – вакуумная
камера (стенка), центральная часть pl – плазма. В ва-
куумном зазоре плазма-стенка показана диамагнит-
ная петля d, лежащая в плоскости, перпендикуляр-
ной тороидальной оси.
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 является функцией магнитной поверхно-
сти [52, 55, 57, 63], штрих обозначает производ-
ную, а величины

(13)

и

(14)

имеют смысл полоидального магнитного потока
и тока соответственно. Магнитное поле B связано
с ними равенством

(15)
где ζ – тороидальный угол в стандартной цилин-
дрической системе координат , показанной
на рис. 2.

Нашей целью будет вычисление величины

(16)

где  – это значение I в вакуумном зазоре между
стенкой и плазмой. Последнее равенство в (16)
получается подстановкой (15) в определение (1).

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ 

Интеграл в (16) определяется разностью .
Чтобы связать ее с величиной

(17)

из уравнения (11),  воспользуемся тождеством

(18)

где, напомним, . В обычных токамаках
всегда  и , поэтому в (18) мож-
но пренебречь последними двумя слагаемыми,
квадратичными по этим малым параметрам.

При такой подстановке из (16) получим

(19)

где введена операция усреднения
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по объему тороидального слоя  между сосед-
ними магнитными поверхностями .
Постоянство  и  на магнитной поверхности
позволило перейти в (19) от трехмерного инте-
грирования по  к одномерному по .

Далее, следуя алгоритму, предложенному в
[50], усредним уравнение (11) по правилу (20). Ре-
зультат этой операции

(21)

где

(22)

умножим на функцию , определенную равен-
ством

(23)

и проинтегрируем по всему объему плазмы. На ее
границе , поэтому получим
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Рис. 2. Геометрия задачи и используемые обозначе-
ния. Плазма с большим радиусом R отделена от стен-
ки токамака вакуумным зазором. Показаны два типа
используемых в токамаках диамагнитных петель –
внутри  и снаружи  вакуумной камеры.

– цилиндрические координаты, связанные с
главной осью симметрии токамака.
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Подстановка этого равенства в (19) приводит к

(25)

Это аналог выражения (50) из работы [50], к кото-
рому (25) сводится при .

Первый интеграл в правой части (25) преобра-
зуется к виду

(26)

где

(27)

(28)

 – вакуумное тороидаль-
ное поле,  – полное тороидальное
поле, а  – полоидальное поле. Пе-
реход к (26) производится путем вычитания из
выражения в скобках […] в (25) комбинации

(29)

c учетом соотношений (10),  и

(30)

Отметим, что для изотропной плазмы 
, и тогда в (26) остается только первое

слагаемое. В следующем разделе показано, что
при типичных параметрах токамака второй инте-
грал в (26) является малой поправкой, поэтому им
можно пренебречь и для плазмы с .

Входящая в (25) величина

(31)
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лишь ненамного отличается от полного торои-
дального тока

(32)

текущего внутри магнитной поверхности 
. Здесь использовано тождество

(33)

и введено обозначение

(34)

Подстановка (31) во второй интеграл в (25) дает
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интегрирования по частям
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где учтено (31) и его следствие, что  на
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величина  обращается в ноль, а выражение (35)
переходит во второе слагаемое из (4).
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Для изотропной плазмы ε и  обращаются

в ноль, множители  и  превращаются в  и
 из (4), а (40) в точности воспроизводит (4).

4. КОЭФФИЦИЕНТЫ И ПОПРАВКИ В (40)

При , что предполагалось при вы-
воде (4), замена  в (4) ничего не меняет, но
облегчает сравнение (4) с (40). Их сходство усили-
вается, если заметить, что в (40) коэффициенты

 и  можно с хорошей точностью заменить на
 и  из (4).
Действительно, из (23) следует, что

(42)

где h есть значение  при , т. е. для изотроп-
ной плазмы. Анизотропия входит в определение

 только через , поэтому

(43)

При типичных условиях в токамаках величина
 может достигать значений лишь

на уровне 0.01. Это и позволяет пренебречь отли-
чием  от h в (36) и с хорошей точностью пола-
гать  при вычислении .

Далее, из (23) видно, что

(44)

где ,  – большой радиус
магнитной поверхности с горизонтальной полу-
осью a, а  – ее смещение относительно цен-
тра вакуумной камеры. В последнем равенстве
мы сохранили только слагаемые, линейные по 
и вплоть до квадратичных по . Из (44) полу-
чается

(45)

где b – малый радиус, а штрих обозначает произ-
водную. Учет тороидальных эффектов в выраже-
ниях для  обсуждался в [47, 48, 59, 64]. Обу-
словленные ими поправки к , которые авто-
матически учитываются в  и , могут быть на
порядок выше, чем , потому что у многих то-
камаков, включая JET и ITER, . В
стандартных моделях равновесия плазмы
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где  – полоидальная бета,

 – внутренняя индуктивность плазмы
на единицу длины (величина порядка единицы),
а горизонтальная черта означает усреднение по
поперечному сечению . При численных расче-
тах с  тороидальные поправки можно заме-
тить на уровне 0.1, но они будут существенными в
компактных системах.

В любом случае проделанные оценки показы-
вают, что в формуле (40) константы  прак-
тически совпадают с , вычисленными с
точным учетом тороидальности. Тогда в (40) оста-
ется оценить лишь последний интеграл с

, равный нулю при .

Покажем, что при умеренных и тем более
больших значениях A им можно пренебречь и
при . Начнем с того, что все слагаемые
с  в  содержат малые параметры

,  и . Поэтому для
обычных токамаков этой частью ε (назовем ее )
можно пренебречь по сравнению с явным инте-
гралом от  в (40).

Ситуация с  несколько иная, по-
скольку интеграл от  приходится срав-
нивать с первыми членами в (40), содержащими

 и поперечное давление . Проблема возника-
ет только при  или , когда основное
слагаемое с  становится малым, и ее проще все-
го проиллюстрировать, обратившись к цилин-
дрическому пределу для плазмы с круглым сече-
нием.

В этом случае , а ,  и  зависят толь-
ко от полярного радиуса ρ. Тогда продольная
проекция уравнения

(47)

эквивалентного (8), удовлетворяется тождествен-
но, а поперечная сводится к

(48)

где  – полоидальная компонента магнитного
поля в цилиндре. Ясно, что отличие  от единицы
практически не повлияет на , вычисляемый
из (48) стандартным образом. Однако замена

 полностью уничтожает зависимость 
от  в (48).
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Если же стремиться к большей точности и со-
хранить  в , то и в

(49)

следует оставить последнее слагаемое. Тогда по-
сле интегрирования (48) с естественными гранич-
ными условиями ,  и 
получится

(50)

где . Последней малой поправкой
всегда пренебрегают еще на стадии вычисления

, как это делалось при переходе от (18) к (19).

В (50) она дает вклад порядка , который
можно не учитывать даже при , что
соответствует . В этой модели 

, где q – запас устойчивости, поэтому
 при . Слагаемое с  в (50)

заведомо меньше, чем , поэтому

в нашем примере  при .
Таким образом, сохраняя последние два слага-

емых в (50), вместо привычного (2) с поперечным
давлением получим

(51)

где  – цилиндрический аналог , а α – малая

величина порядка . Кроме того, 
даже в цилиндре, если плазма не круглая.

Чтобы оценить  с учетом тороидально-
сти, воспользуемся приведенными в [60, 65] част-
ными решениями продольной компоненты урав-
нения (8)

(52)

и

(53)

где ,  и  – функции магнитной поверхно-
сти, а  – значение магнитного поля в
точке, где  и . При этом угловая за-
висимость  содержится в . Выражения
(52) и (53) можно рассматривать в качестве пер-
вых членов разложения  и  по функциям

.
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Подстановка (53) в (28) дает

(54)

В токамаках наибольшая неоднородность маг-
нитного поля связана с тороидальностью. Для
оценок будем считать , при этом вы-
берем . В таком приближении частную
производную по V при постоянном B из опреде-
ления  следует вычислять при постоянном r.
Тогда в (54) достаточно найти лишь

(55)

и

(56)

поскольку

(57)

(58)

где . Отсюда сразу следует, что
 и 

.
Уточним эти оценки для плазмы, магнитные

поверхности которой предполагаются смещен-
ными эллипсами с горизонтальной полуосью a

и вытянутостью :

(59)

(60)
где θ – аналог полоидального угла. Этот случай
был подробно рассмотрен в [66], см. там (3.24) и
далее. Здесь мы воспользуемся равенствами (3.34)
и (3.35) из [66], согласно которым

(61)

и
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где , 
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хранили слагаемые вплоть до квадратичных по
 и .

Далее, по тем же формулам получим

(63)

и

(64)

Подстановка этих оценок в (55) и (56) дает

(65)

и

(66)

откуда следует, что

(67)

Поэтому

(68)

Следовательно интеграл от  в (40) вносит в
 вклад порядка  при . В

итоге поправкой с  можно пренебречь по
сравнению с основным слагаемым с  для не
слишком компактных токамаков.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для интерпретации данных диамагнитных из-

мерений в обычных токамаках более точной фор-
мулой, чем (4) или более простые частные след-
ствия (2) или (3), должна быть

(69)

где  – коэффициент, зависящий от решения
уравнения равновесия, как это показано в разде-
ле 3, величина , а δ – малая поправка, оцен-
ка которой проведена в разделе 4. Точные значе-
ния  и  даются формулами (36) и (41), в кото-
рых функцию  следует вычислять, заменив σ в
(23) на единицу. Иначе говоря, для анизотропной
плазмы достаточно вычислить единственный ко-
эффициент , причем в простейшем случае с
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⊥ΔΦ = − τ + δ
2 ,g pl J pl p

pl

I C J C p d

JC

≈ 1pC

JC pC

kh

JC

, а  заменить на единицу. При этом вы-
числения по формуле (69) оказываются много
проще, чем громоздкие стандартные расчеты рав-
новесия для каждого отдельного случая (как, на-
пример, в [31]).

Можно сказать, что анизотропия тороидаль-
ной плазмы произвольной формы учитывается
заменой  в (4). Этот результат согласуется
с ожиданиями, основанными на часто применяе-
мых “цилиндрических” формулах (2) и (3), хотя
их следует считать приближенным. Они действи-
тельно дают связь  с , но не учитывают по-
являющуюся в более высоком порядке разложе-
ния зависимость  от , которую мы симво-
лически включили в (69) в δ.

Отсутствие  в (69) указывает на более силь-
ную зависимость  от , что иллюстрируется
простым, но более точным чем (2) равенством
(50) в цилиндрическом пределе, в котором  вхо-

дит с малым параметром . В (69) к этому до-
бавляются поправки, связанные с тороидально-
стью. Проведенные оценки слагаемых с  пока-
зывают, что они могут повлиять на  при

, особенно в компактных токамаках, как,
например, NSTX [67], MAST [68] или обсуждав-
шиеся в [49, 69–71].

В обычных токамаках конечное приращение 
при постоянном  может отразиться на  на
уровне 0.1 по сравнению с вкладом от  при

, но это уже будет на пределе точности диа-
магнитных измерений.

Величина  является частью полного сиг-
нала  через диамагнитную петлю. Будучи глав-
ной целью магнитных измерений, она задает не-
обходимую точность определения других вкладов
в . Практические аспекты выделения  из

 для токамака ИТЭР рассмотрены в [18]. Од-
ной из существенных проблем при быстрых пере-
ходных процессах является учет влияния токов,
наводимых в стенке вакуумной камеры на  [1–
3, 5–16, 18–20, 22, 24–28, 72]. Строгий подход к
данной задаче обсуждался в [50, 73], а здесь мы
этих вопросов не касаемся. Для полноты отме-
тим, что вся ранее развитая техника и предложен-
ные теоретические алгоритмы компенсации при-
менимы при любом соотношении  и .

Авторы благодарны экспертам группы ITPA по
МГД-устойчивости плазмы за многочисленные
полезные обсуждения, своим российским колле-
гам Ю.В. Грибову и С.В. Коновалову за постоян-
ную поддержку.
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