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1. ВВЕДЕНИЕ
Работа касается эффектов конечной проводи-

мости в колебаниях длинного тонкого плазмен-
ного шнура с

(1)

где p – давление плазмы, в сильном аксиальном
магнитном поле. Используется цилиндрическая
модель с

(2)

. Рассматриваем возмущения
, где r – радиальная ко-

ордината,  – азимутальное число, ,

(3)
a – радиус столба. Возмущения всех величин бу-
дем помечать тильдой.

Из уравнений Максвелла вытекает уравнение
для электрического поля 

(4)

где  – тензор диэлектрической проницаемости
(у которого наибольшей является продольная
компонента , связанная с проводимо-

стью  вдоль невозмущенного поля B).
Из (4) следует, что при

(5)

в крупномасштабном, с изменением поперек B на
длинах , возмущении проекция  поля  на
направление B много меньше по модулю, чем

,  – компонента волнового вектора
вдоль B, см. [1]. При этом колебания близки к
идеальной МГД ( ), в которой . При
соблюдении условий (1)–(3), (5) вектор-потен-
циал в общей формуле

(6)

для электрического поля с точностью до членов
 есть

(7)

(а у возмущения магнитного поля, , главными
компонентами являются , , т.е. имеет место
изгибание магнитных силовых линий без сгуще-
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ния/разрежения), и малость  означает, что
электрический потенциал

(8)

Если профили невозмущенных величин плавные
и в плазме нет поверхности, на которой 
(в случае тора – поверхности , где q – за-
пас устойчивости, m и n – винтовые числа), то
крупномасштабное возмущение почти идеальное
(иногда для краткости будем опускать слово “по-
чти”) во всем объеме плазмы; характерная часто-
та или инкремент такой моды порядка альфве-
новской частоты , где  – альфвенов-
ская скорость, рассчитанная по характерной
средней по сечению столба плотности. Если в
плазме имеется поверхность , где , то
близкое к идеальному движение может осуществ-
ляться вне слоя малой толщины δ, зависящей от
η, около этой поверхности. По одну сторону от
этого слоя реализуется решение идеальной МГД,
удовлетворяющее граничным условиям на оси,
по другую сторону – решение, удовлетворяющее
условиям на стенке. В слое δ в колебаниях участ-
вует мелкомасштабная по r составляющая возму-
щения, не описываемая идеальной МГД. Ее при-
сутствие обеспечивает “сшивку” идеальных ре-
шений. К возмущениям такого типа относится
тиринг-мода [2] с инкрементом , она может
сопровождаться появлением магнитных островов
около поверхности 1.

Мы интересуемся ситуацией, когда величина и
профиль невозмущенного тока таковы, что круп-
номасштабные идеальная и тиринг-неустойчиво-
сти отсутствуют. Вместе с тем допускаем, что в
цилиндрическом слое толщины  вблизи не-
которой поверхности  развивается, из-
за неоднородности параметров плазмы и влияния
дрейфовых эффектов, мелкомасштабная не-
устойчивость. Причем радиальный масштаб l та-
ков, что

(9)

1 Возможно присутствие мелкомасштабной составляющей

малой, порядка , относительной амплитуды в шкур-

ке толщиной  у стенки,  [3]. Мелкомас-
штабная составляющая может быть также сосредоточена в

тонком слое  около скачка на радиальных про-
филях параметров плазмы [4]. (В [4] в формуле для λ допу-

щена ошибка: величина ( ) поставлена в степени
1/2 вместо правильной –1/2. Поскольку, однако, далее в

[4] рассматривается случай , эта ошибка не ска-
зывается на правильности результатов.)
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Столь коротковолновые возмущения заведомо не
идеальны и близки к потенциальным (электро-
статическим), . В потенциальном при-
ближении неустойчивость локализована в слое D.

Предмет настоящей заметки, не претендую-
щей на трактовку наблюдений в том или ином
эксперименте, а скорее носящей методический
характер, – вопрос о том, как мелкомасштабная
неустойчивость потенциального вида, локализо-
ванная в узкой области D, может проявиться в
крупномасштабных движениях остального объе-
ма, которые всюду, кроме окрестности поверхно-
сти  (если такая поверхность есть), при вы-
полнении (5) идеальны, и в них существенно воз-
мущение магнитного поля.

В длинноволновых по z возмущениях (6)–(8)
вектор-потенциал (7) создается аксиальными то-
ками. Колебания этого типа могут быть возбуж-
дены как вынужденные током  во внешних про-
водниках. Если в локализованной в тонком слое
D мелкомасштабной моде присутствуют аксиаль-
ные токи плотностью , то при

(10)

они будут составлять, по отношению к крупно-
масштабным возмущениям вне слоя D, некото-
рый “поверхностный” ток, который играет роль
вынуждающего стороннего, аналогичную роли
тока  во внешних проводниках.

Инициирующая мелкомасштабная неустой-
чивость может быть различного происхождения.
В этой работе рассматривается конкретно не-
устойчивость из-за градиента ионной температу-
ры [5, 6], причем в той области параметров, где
она “апериодическая”

(11)

Такой характер временной зависимости позволя-
ет, во-первых, при нахождении вынужденного
крупномасштабного возмущения использовать в
случае, когда  обращается в нуль при  внут-

ри плазмы, связь величины  с γ,
установленную для классической тиринг-моды.
Во вторых, при малой фазовой скорости действи-
тельно в течение времени  могут существо-

вать токи , удовлетворяющие условию (10); мы
остановимся на этом в конце раздела 3.

Принято приближение бесстолкновительной
плазмы.
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2. АКСИАЛЬНЫЕ ТОКИ В ОБЛАСТИ 
НЕУСТОЙЧИВОСТИ

Радиальное расположение поверхностей, упо-
мянутых во Введении, показано на рис. 1, для
определенности принято . Полагаем, что
поверхности  и  не близки: расстояние
между ними много больше толщины резистивно-
го слоя δ и величины D. При этом, чтобы не
усложнять оценку δ, будем просто считать, что 
и  порядка a.

Поскольку , можно при описании ло-
кализованной неустойчивости воспользоваться
плоской моделью, в которой возмущение по-
тенциала в слое D, обозначаемое , в квази-
классическом приближении пропорционально

,  ,
. Если длины радиальной неоднородно-

сти невозмущенной плотности  и температуры
 много больше ионного ларморовского радиу-

са, так что дрейфовые скорости малы по сравне-
нию с тепловыми, то невозмущенную функцию
распределения частиц сорта α с массой  и заря-
дом ( ) можно записать как [7]

(12)

 – тепловая скорость, 
 – циклотронная частота. Будем пола-

гать, что ионы однозарядные: qi = –qe, .
В электростатической моде искажение функции
распределения

(13)

где интегрирование ведется вдоль траектории, со-
провождается возмущением плотности

(14)

где , 

,  – функция Бесселя нуле-
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вого порядка, , угловые скобки озна-

чают , считается

, величина  относится к ;
скорость частицы вдоль магнитной силовой ли-
нии, , близка к . В дальнейшем для сокраще-
ния записи полагаем, что в слое D величина

, а также пренебрегаем конечностью
электронного ларморовского радиуса. Предпола-
гаем

(15)

. Игнорируя малый вклад черенков-

ских резонансов, разлагая  для ионов
в ряд по  и удерживая низшие члены разло-
жения, имеем такие выражения для возмущений
плотности заряда :

(16)

(17)

e – заряд электрона. При , где  – дебаев-
ская длина, имеет место квазинейтральность

(18)
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Рис. 1. Радиальный ход вектор-потенциала в крупно-
масштабной составляющей возмущения: 1 – в отсут-
ствие поверхности  внутри плазмы; 2 – в случае

. Изображено также возмущение потенци-
ала в слое мелкомасштабной “электростатической”
неустойчивости.
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Связанные с  (13) возмущения плотности акси-
ального тока  в том же предположении
(15) составляют

(19)

(20)

Интересующую нас сумму  можно,
учитывая (18), записать в виде

(21)

В приближении нулевого ларморовского радиуса
ионов, , ток (21) обращается в нуль (см. об
этом также [5]). Полагаем этот радиус малым,

, но конечным.
Фигурирующую в (21) величину  находим из

дисперсионного уравнения (18). При , когда

в (15) слагаемое

сводится (поскольку ) к

, в случае большого градиента ион-
ной температуры

(22)

имеется отвечающее неустойчивости решение

(23)

причем для него требуется, чтобы .
В этом решении выполняется соотношение (11).

3. КРУПНОМАСШТАБНОЕ ВОЗМУЩЕНИЕ
Мелкомасштабная неустойчивость области D

не является, строго говоря, вполне электростати-
ческой. При отличном от нуля параметре  (9)
электрическое поле (6) не сводится к , как
было бы в пределе , а содержит еще и слага-
емое , так что в возмущении присутствует
магнитное поле . В слое D малость этого
слагаемого по сравнению с  позволяет в
формуле для  (13), в выражениях для  и  и
дисперсионном уравнении для ω ограничиться,
как мы делали, только полем  (что и
оправдывает принимаемую в литературе характе-
ристику моды как потенциальную). С другой сто-
роны, в объеме вне D член , хотя остается
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много меньше , может быть при 
сравнимым по величине с  в этом объеме, и 
вместе с  могут образовать (кроме окрестности
поверхности ) почти идеальное крупномас-
штабное возмущение (8). Ниже находится ампли-
туда такого возмущения. Конечно, его присут-
ствие означает, что при  неустойчивость не
является по-настоящему локализованной.

Для крупномасштабного по радиальной коор-
динате возмущения вынуждающий ток, сосредо-
точенный в слое толщиной , может рас-
сматриваться как поверхностный  с
той же винтовостью, что и в мелкомасштабной
моде. Выделим два случая.

1. В плазме отсутствует поверхность . В
этом случае при  идеальное МГД-воз-
мущение вне слоя D подчиняется уравнению вто-
рого порядка (см., например, [8])

(24)

где  – плотность невозмущенного тока. Пусть
,  – частное решение (24), обращающееся

в нуль на оси, . Пусть ,  – частное
решение, удовлетворяющее граничному условию

 на идеально проводящей стенке. При 
должно соблюдаться равенство

(25)

с тем чтобы была непрерывна нормальная компо-
нента поля , и имел место скачок его азимуталь-
ной компоненты 

(26)

Ввиду малости D, границы областей, в которых
справедливо уравнение (24), указаны как  и

. Из (25), (26) получаем искомую амплитуду

(27)

Входящие сюда величины ,

 определяются видом профиля ; их
отыскание для уравнения 2-го порядка не состав-
ляет проблемы, конкретные профили здесь не
рассматриваются.

2. В плазме есть поверхность , на кото-
рой . Предполагается, что такая поверх-
ность единственная. При конечной, хотя и высо-
кой,  общее решение уравнения колебаний (при
принятых предположениях (1)–(3) оно 4-го по-
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рядка по r [8]) включает, помимо крупномас-
штабных решений, два мелкомасштабных. Мы
ищем частное решение, в котором мелкомас-
штабная составляющая есть только в узком слое
шириной δ около поверхности , и вне этого
слоя возмущение крупномасштабное, причем
при  совпадает с решением  уравнения
(24) идеальной МГД, удовлетворяющим условию

, а при  – с решением  (о гра-
ничных условиях для него – ниже) того же урав-
нения. Такой переход через окрестность резо-
нансной поверхности реализуется, если [2]

(28)

(29)

где  – функция ω, вид которой определяется
тем, какой физический механизм ограничивает
продольную проводимость плазмы. В задаче о ти-
ринг-моде уравнения (28), (29) служат для отыс-
кания ω по найденным из (24) зависимостям  и

 от r (для  ставится условие обращения в
нуль на идеально проводящей стенке). В случае,
когда  ограничивается столкновениями, функ-
ция  найдена в [2], а при ограничении бес-
столкновительным эффектом инерции электро-
нов – в [9]; корень с  существует, если

.

В нашей задаче из уравнений (28), (29) при из-
вестном решении  и при заданном (найденном
из (18)) инкременте неустойчивости, развиваю-
щейся в слое D, отыскивается

(30)

Решая в области  уравнение (24) для 
с граничными условиями (28), (30) при ,
найдем величину , которая заменит

 в формуле (27), определяющей отно-

шение .
Радиальная зависимость крупномасштабного

возмущения в случаях 1 и 2 показана на рисунке.

При достаточно малых  для корня
дисперсионного уравнения (18) не только соблю-
дается условие (11), но мала и групповая ско-
рость, так что

(31)
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Пусть для возмущения потенциала с такими s,
сосредоточенного в слое D (который может быть
тоньше, чем вся область по r, где есть неоднород-
ность (22) ионной температуры) выполняется
требование (31). Это возмущение нарастает, в те-
чение времени  не деформируясь. И все это

время будет существовать ток , поддерживаю-
щий крупномасштабное МГД-возмущение вне D.

Здесь не разбирается вопрос о том, в результа-
те каких событий, происходящих в шнуре (изме-
нений профилей), к некоторому моменту  воз-
никнет состояние (12), после чего и произойдет
“вспышка” возмущения за время .

В полученные выражения для амплитуды
крупномасштабной составляющей возмущения
входят только логарифмические производные,
берущиеся из решений уравнения второго поряд-
ка идеальной МГД (24) для , и функция .
Детализация  в зависимости от параметров
плазмы выходит за рамки этой заметки.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, прослежена возможность появления в
шнуре крупномасштабных винтовых возмуще-
ний, близких к идеальной МГД, источником
которых служит “электростатическая” мелкомас-
штабная неустойчивость дрейфового типа, ло-
кализованная в слое сильной радиальной неодно-
родности параметров плазмы. Зацепление мел-
комасштабных колебаний, сосредоточенных в
области неустойчивости, с длинноволновым по z
крупномасштабным возмущением всего объема
происходит через присутствие токов  в мелко-
масштабной моде.

Автор благодарен М.И. Михайлову за полез-
ное обсуждение.
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