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Проведено численное одномерное моделирование динамики волны ионизации отрицательной по-
лярности в Ne и Ar под действием приложенного электростатического поля в приближении локаль-
ной энергии модели сплошной среды, применительно к развитию стримеров в газах. Для этого мо-
дельные уравнения представлены в безразмерной форме, построены аппроксимации аналитиче-
скими функциями коэффициента ударной ионизации газов, подвижности и диффузии электронов
на основе данных экспериментов и теоретических расчетов в широком диапазоне величин приве-
денной напряженности поля до 10–4–5 × 104 Тд. Получены численные решения уравнений для
плотности электронов позади фронта, скорости его движения и толщины в диапазоне напряженно-
сти поля 50–4 × 103 Тд. Оценены величины двух безразмерных параметров, представляющих собой
отношение скоростей релаксации электронов в газе к скорости наведенных внешним полем изме-
нений. Необходимым условием, ограничивающим применение рассматриваемой модели к оцен-
кам динамики волны ионизации газа, выступает требование, чтобы оба параметра значительно пре-
вышали единицу. Величины параметров уменьшаются с ростом приведенной напряженности поля
и, в частности, равны 10 при величине последней ≈1180 Тд.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для численных оценок динамики фронта вол-
ны ионизации (ФВИ) в газах, применительно к
развитию стримеров под действием приложенно-
го электростатического поля, многими авторами
на протяжении последних десятилетий развива-
лась и применялась так называемая “fluid model”
или модель сплошной среды (см. [1–5] и ссылки
в них). Модель основана на диффузионно-дрей-
фовых уравнениях баланса электронов и ионов,
электростатическом уравнении Пуассона для по-
ля и феноменологическом представлении транс-
портных и ионизационных характеристик частиц
газа. Ее дифференциальные уравнения в частных
производных представляют собой уравнения
сплошной среды, в которых все переменные ве-
личины и коэффициенты являются функциями
локального электрического поля (приближение
локального поля). Такой подход к описанию ди-
намики частиц ограничивает диапазон примене-
ния модели тем, что, во-первых, наведенные
извне пространственно-временные изменения
поля и плотности частиц плазмы должны проте-

кать медленнее, чем процессы релаксации частиц
в среде, и, во-вторых, входящие в уравнения ко-
эффициенты и переменные должны быть макро-
скопическими характеристиками, т.е. усреднен-
ными по массиву частиц, удовлетворять условию
локального равновесия и быть функциями ло-
кального поля. В этом случае решения модельных
уравнений показывают динамику развития и ско-
рости движения ФВИ, плотности свободных
электронов за фронтом, а также профиль самого
фронта.

Детальный аналитический и численный ана-
лиз одномерных (1D) уравнений модели был
предложен в [3, 4] применительно к азоту. Упро-
щение задачи до 1D анализа применительно к
стримеру обосновано тем, что толщина ФВИ в го-
ловке стримера во много раз меньше ее диаметра.
Это дает возможность в первом приближении
считать фронт состоящим из небольших квази-
плоских участков и в каждом отдельном участке
моделировать его динамику 1D уравнениями
плоского фронта. С тех пор модель широко при-
менялась также для оценок динамики ФВИ в воз-
духе. Однако применение ее к другим газам, в том
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числе инертным, представляет значительный ин-
терес, но остается весьма ограниченным и касает-
ся, как правило, лишь отдельных параметров
ФВИ в них.

Позднее модель [3, 4] была усовершенствована
путем учета зависимости подвижности μe и тензо-
ра диффузии De электронов от приведенной на-
пряженности электрического поля и получила
название “classic f luid model” [6, 7], т.е. классиче-
ская модель сплошной среды. В свою очередь, эта
модель также подверглась дальнейшему пере-
смотру и развитию, что привело к созданию моде-
лей сплошной среды более высокого порядка [6–
12], учитывающих динамику средней энергии
электронов в волне (приближение локальной
энергии), гибридных моделей [9–11, 13] и моде-
лей, основанных на применении методов дина-
мики частиц, Монте-Карло и решении кинетиче-
ского уравнения Больцмана [9, 10, 12–14]. Для
расчета ионизационных и транспортных характе-
ристик электронов в газах также применяются
методы динамики частиц [15–17], Монте-Карло
[18–21] и решение уравнения Больцмана [11, 12,
22–24]. Но каждый более прогрессивный подход
к описанию ФВИ сопровождается усложнением
модели физических процессов и, как неизбежное
следствие, приводит к значительному росту объе-
ма, сложности и трудоемкости компьютерных
вычислений. В настоящее время указанные выше
методы рассматриваются как наиболее многообе-
щающие способы моделирования ФВИ с учетом
стохастических и нелокальных эффектов. В то же
время, модель сплошной среды второго порядка,
учитывающая динамику плотности электронов и
их средней энергии (приближение локальной
энергии), остается привлекательной благодаря
своей обоснованности при умеренной трудоем-
кости компьютерных расчетов. И, как видно из
сравнительных оценок основных параметров
ФВИ следуя разным моделям [7, 10, 12], эта модель
показывает результаты значительно более близкие
к моделям динамики частиц, чем классическая мо-
дель сплошной среды. В основном она применяет-
ся в диапазоне низких и средних величин

 Тд, где E и n0 обозначают вектор на-
пряженности электрического поля и плотность ча-
стиц газа соответственно. Здесь и далее величины

 выражены в таунсендах, 1 Тд = 10–21 В · м2,
если не оговорено особо. Внимание к указанному
диапазону во многом объясняется тем, что в лабо-
раторных условиях стримеры наблюдаются и ис-
следуются именно в этом диапазоне напряженно-
сти, однако значительный прогресс в технике ге-
нерации высоковольтных импульсов напряжения
с фронтом наносекундной и субнаносекундной
длительности стимулирует интерес к более высо-
ким напряженностям поля. Наиболее частым
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практическим объектом моделирования служат
азот и воздух.

По отношению к инертным газам, модели
сплошной среды первого и второго порядка (в
приближениях локального поля и энергии), на-
ряду с другими моделями, были применены в [12]
для численных оценок 1D ФВИ отрицательной
полярности в Ne в диапазоне 
< 460 Тд. Позднее 1D модель первого порядка
при фиксированных величинах μe и De использо-
валась для численной оценки характеристик
ФВИ противоположных полярностей в Ne в диа-
пазоне  Тд [25]. В частности,
вследствие значительного отличия транспортных
и ионизационного коэффициентов Ne от анало-
гичных у азота, толщина ФВИ в Ne заметно отли-
чалась от аналогичных в азоте. Такой результат
стимулировал оценку величины отношения

 для фронтов обеих полярностей, где
ΔlФВИ – толщина ФВИ и λ – средняя длина сво-
бодного пробега электрона. По сути, K показыва-
ет, насколько медленны наведенные возмущения
по сравнению с одной из масштабных характери-
стик самого газа. Чем больше K превышает еди-
ницу, тем лучше уравнения сплошной среды под-
ходят для обсуждаемой задачи. Оценка K для Ne в
[25] показала, что его величина применительно к
положительному фронту уменьшается до 3 при

 Тд, а в случае отрицательного
фронта K превышает 10 во всем диапазоне чис-
ленного моделирования. Но необходимо под-
черкнуть, что K – не единственный параметр,
ограничивающий диапазон применимости моде-
ли сплошной среды. Так, условие медленности
наведенных изменений в среде по сравнению со
скоростью релаксации энергии электронов также
вносит серьезные ограничения и заслуживает
внимания.

Эксперименты со скользящим разрядом в трех
инертных газах [26] показали значительное раз-
личие между газами в его характеристиках, как
временных, так и пространственных, что подчер-
кивает значимость индивидуальных параметров
газов и целесообразность сравнительной оценки
развития разряда в предпробойный период.

Исходя из вышесказанного, представляется
целесообразным выполнить численное модели-
рование параметров волны ионизации в Ne, Ar,
Xe и N2 (в качестве газа сравнения), следуя моде-
ли сплошной среды второго порядка, в прибли-
жении локальной энергии в наиболее широком
диапазоне вариации . Сравнительный рас-
чет по единой методике и алгоритму вычислений
интересен по нескольким причинам. Во-первых,
численное моделирование такого типа уже про-
водилось для Ne в [12] и N2 в [11, 12] и сравнение

< <0125 nE
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результатов будет целесообразно с точки зрения
проверки методики расчетов. Во-вторых, инди-
видуальные зависимости ионизационных и
транспортных характеристик электронов от 
в указанных газах значительно различаются. В-
третьих, перечисленные газы объединяет их од-
нокомпонентный состав и отсутствие эффекта
прилипания электронов, но различает моноатом-
ная структура инертных газов и молекулярная
азота. В-четвертых, сравнительные результаты
моделирования для Ne, Ar и Xe интересны для
интерпретации наблюдаемых в экспериментах
различий в структуре плазмы разряда в них [26].
В-пятых, результаты численных оценок динами-
ки ФВИ даже в рамках одной модели могут зна-
чительно зависеть от примененной методики и
алгоритма вычислений, что видно, например, из
результатов [27] на примере N2. Кроме того, ре-
зультаты оценок также зависят от методов опре-
деления транспортных и ионизационных харак-
теристик электронов (см. [11, 22–24] и ссылки в
них). В-шестых, желательно провести моделиро-
вание в наиболее широком диапазоне величин

, допустимом для применяемой модели.
Таким образом, поставленная задача предпо-

лагает следующие этапы решения.
а) Аппроксимация аналитическими функция-

ми зависимости коэффициента ударной иониза-
ции атомов α, подвижности μe и коэффициента
диффузии De электронов от величины  в
наиболее широком диапазоне ее вариации, на ос-
нове известных экспериментальных и теоретиче-
ских данных.

б) Моделирование параметров ФВИ в инерт-
ных газах по единой методике и алгоритму вы-
числений.

в) Сравнительный анализ полученных резуль-
татов.

Конечно, наибольшей точности результатов
можно ожидать при применении в расчетах наи-
более современных моделей, основанных на ме-
тодах динамики частиц или решении уравнения
Больцмана. Однако чрезвычайная трудоемкость
и сложность таких вычислений вынуждают выби-
рать вариант моделирования, компромиссный
между сложностью и точностью. Поскольку
сформулированная выше задача ориентирована
больше на сравнительный анализ газов, чем на
абсолютную точность результатов для каждого из
них, в качестве компромисса выбрана модель
сплошной среды в приближении локальной
энергии.

Следуя поставленной задаче в рамках выбран-
ной модели, в настоящей работе проведена оцен-
ка характеристик 1D ФВИ отрицательной поляр-
ности в Ne и Ar в зависимости от напряженности
приложенного поля (средней энергии электро-

0/nE
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нов). Также, исходя из полученных данных о
толщине и скорости движения ФВИ, средней
энергии электронов предложена оценка двух па-
раметров, характеризующих отношение скорости
процессов во фронте к скорости релаксации
электронов.

2. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ 
МОДЕЛИРОВАНИЯ И АНАЛИТИЧЕСКИЕ 

АППРОКСИМАЦИИ
2.1. Дифференциальные уравнения диффузионно-

дрейфовой модели сплошной среды

Система дифференциальных уравнений, опи-
сывающих динамику ФВИ в рамках различных
моделей, зависит от того, сколько и какие момен-
ты функции распределения учитываются при
анализе кинетического уравнения Больцмана [6,
7, 11, 12, 24]. Для численных оценок нами выбра-
на компромиссная модель сплошной среды вто-
рого порядка в приближении локальной энергии,
с применением в ней ионизационных и транс-
портных характеристик электронов, базирую-
щихся на экспериментальных данных и рассчи-
танных методами динамики частиц. Модель рас-
сматривает баланс плотности заряженных частиц
и средней энергии электронов в газе. Ее основ-
ные положения, допущения и система диффузи-
онно-дрейфовых уравнений сформулированы и
обсуждались, например, в [6, 7, 11, 12, 24] (см.
также ссылки в них). Важнейшими допущениями
представляются: (i) искомые функции в уравне-
ниях – напряженность поля, плотность частиц,
энергия электронов, скорость – являются макро-
скопическими, т.е. усредненными; (ii) коэффи-
циенты α, μe и De являются макроскопическими
функциями локального поля/средней энергии
электронов; (iii) наведенные внешним полем из-
менения в среде протекают медленнее характер-
ных времен релаксации частиц. Соответственно,
принятые допущения налагают ограничения на
область применения модели в целом. Так, напри-
мер, к сильно разреженным газам, в которых
столкновения частиц редки и определение мак-
роскопических характеристик затруднено, при-
менение модели проблематично. Кроме того, к
газовым системам, размеры которых сравнимы
или меньше характерных длин релаксации ча-
стиц, приложение модели также необоснованно.
На практике модель применяется главным обра-
зом в диапазоне малых и умеренных величин

 Тд для оценок развития стримеров в
газах при давлении порядка атмосферного. В на-
стоящей работе рассматриваются ее решения в
диапазоне до ≈4 × 103 Тд с учетом следующих со-
ображений.

а) Модель предполагает медленность возму-
щений, наведенных в среде внешним воздействи-

<0 500nE
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ем, по сравнению со скоростью релаксации элек-
тронов, как во времени, так и в пространстве. Для
оценки условия медленности возмущений необ-
ходимы сведения о толщине ФВИ, скорости его
движения и энергии электронов, которые опре-
деляются только в результате моделирования. Ес-
ли искомые данные для азота можно найти в
опубликованных работах, то аналогичных дан-
ных для инертных газов недостаточно.

б) Коэффициенты α, μe и De электронов долж-
ны удовлетворять условию локального равнове-
сия, и диапазон их обоснованного применения
принципиально важен. Физические основания
их использования подтверждены моделировани-
ем динамики поведения облака электронов в диа-
пазонах  1.4–5.6 × 103 Тд (Ne) [20], 56–5.66 ×
× 103 Тд (Ar) [21], 14–3 × 103 Тд (N2) [19], 100–3.5 ×
× 103 Тд (N2) [28], а также при более высоких ве-
личинах напряженности вплоть до появления ре-
лятивистских электронов (He, Ne, Ar, Kr, Xe, N2)
(см. [15–17, 29, 30] и ссылки в них). Таким обра-
зом, коэффициенты α, μe и De сохраняют физиче-
ский смысл в широком диапазоне напряженно-
сти поля, по крайней мере, до 4 × 103 Тд, в кото-
ром проводилось наше моделирование динамики
ФВИ.

в) 1D модели более высокого порядка, гибрид-
ные и на основе методов динамики частиц, при
применении к неону и азоту показывают отличие
плотности электронов, создаваемой волной, и
скорости ее движения в пределах 10–15% от ана-
логичных величин, оцениваемых, следуя обсуж-
даемой модели, в диапазоне  до 103 Тд [6, 9–
12, 31]. Внимательный анализ профиля ФВИ в
этих же работах показывает, что толщина ФВИ в
разных моделях почти одинакова даже в том слу-
чае, когда в передней части фронта зарождаются
высокоэнергетичные электроны [8, 9, 31]. Хотя
количество таких электронов растет при увеличе-
нии , оно, тем не менее, составляет лишь ма-
лую часть от общего числа свободных электронов
во фронте и позади него, что следует из теорети-
ческих оценок (см. [32, 33] и ссылки в них) и экс-
периментов, ориентированных на достижение
максимальной плотности таких электронов [34].
Таким образом, высокоэнергетичные электроны
можно рассматривать в качестве источника на-
чальных электронов впереди ФВИ, а для описа-
ния основной массы электронов во фронте, так
называемых “bulk electrons”, применять модель
сплошной среды [35].

г) Никакие дополнительные источники сво-
бодных электронов в газе впереди ФВИ, как, на-
пример, его фотоионизация или ионизация воз-
действием космических лучей, естественной ра-
диоактивности и т.д. в настоящей работе не
рассматриваются по следующим причинам. Фи-

0/nE

0/nE

0/nE

зический механизм фотоионизации газа был
предложен и обсуждается на протяжении десят-
ков лет применительно к воздуху и смесям N2–O2
с различным соотношением компонентов [36–
40]. В сравнительных исследованиях с альтерна-
тивными источниками фотоионизации отво-
дится преобладающая роль, хотя возникают и
сомнения относительно ее эффективности при
высокой напряженности поля [41]. Плотность
электронов  см–3 от альтернативных
источников расценивается как недостаточная для
развития ФВИ [40, 42]. Но к чистым однокомпо-
нентным газам, например, инертным или азоту,
механизм фотоионизации трудно применим и
для них вопрос о свободных электронах впереди
ФВИ остается открытым.

Для моделирования динамики ФВИ восполь-
зуемся системой уравнений, представленной в
[12] в виде

(1)

где E обозначает напряженность электрического
поля; r и t – пространственная координата и вре-
мя; ne(r,t) и n+(r,t) – плотности электронов и
ионов; ε0 –диэлектрическая постоянная; ε –
средняя энергия электронов; f – функция иони-
зации газа, определяемая коэффициентом удар-
ной ионизации газа α как ; α0 – па-
раметр, характеризующий зависимость α от ε; e –
абсолютная величина заряда электрона. Слагае-
мое  в третьем уравнении (1) представ-
ляет собой скорость потерь энергии свободными
электронами при столкновениях, выраженную
произведением плотности электронов на ско-
рость потери энергии одним электроном ,
просуммированную по всем типам столкновений
электрона с атомами, упругим и неупругим. Здесь
kc – частота столкновений типа “с” и εc – энер-
гия, теряемая электроном при одном столкнове-
нии данного типа. Последнее уравнение в (1)
устанавливает взаимосвязь между средней энер-
гией электронов и напряженностью поля , ко-
торая рассчитывается для каждого газа индивиду-
ально, например, методом динамики частиц [15–
17] или решением уравнения Больцмана [11, 12].
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Газ находится под действием внешнего одно-
родного электростатического поля напряженно-
стью E+. Коэффициенты α, μe, De электронов, а
также f, выражены в (1) как функции локальной
энергии электронов ε и индивидуальны для каж-
дого газа.

В частном случае одномерной задачи система
уравнений (1) упрощается и по аналогии с [4] мо-
жет быть преобразована в безразмерное представ-
ление

(2)

Здесь x, τ обозначают безразмерные координату и
время; σ, Y и ε* – безразмерные плотность элек-
тронов, скалярная напряженность поля вдоль оси
x и средняя энергия электронов соответственно;
DII – безразмерный коэффициент продольной
диффузии электронов; fбр – безразмерная функ-
ция ионизации; M – безразмерная подвижность
электронов, определяемая соотношением

(3)

как подвижность, нормированная к своей вели-
чине при |E| = E0. При преобразовании (1) в (2) ис-
пользованы введенные ранее в [4] соотношения
связи размерных и безразмерных единиц

(4)

но, в отличие от [4], параметр t0 получил новое
определение  и введено до-
полнительное соотношение связи ε* = εα0/eE0,
где E0 – параметр зависимости α от напряженно-
сти поля (смотри раздел 2.2), а параметр 
имеет размерность энергии и является характери-
стикой конкретного газа.

Важной особенностью системы уравнений (2)
является ее полная безразмерность как по коор-
динатам и учитываемым в ней коэффициентам,
так и по искомым функциям. Ниже в разделах
2.2–2.5 будет показано, что в условиях локально-
го равновесия все входящие в уравнения (2) ко-
эффициенты можно аппроксимировать функ-
циями только безразмерной приведенной на-
пряженности поля  или, с учетом
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последнего уравнения в (2), средней энергии ε*. В
таком случае, 1D решения (1) для плотности
электронов позади ФВИ, его толщины и ско-
рости движения должны зависеть только от

(или средней энергии электронов ε). Но та-
кое утверждение допустимо только в рамках рас-
сматриваемой модели, которая ограничена допу-
щениями и приближениями при выводе ее урав-
нений.

Для инициирования развития ФВИ в произ-
вольной точке x0 необходимо задать небольшое
начальное количество локально расположенных
электронов, например, в виде [4]

(5)

Поскольку поиск решений (2) проводился в ши-
роком диапазоне вариации напряженности Y,
предэкспоненциальный множитель в (5) варьи-
ровался в процессе вычислений с целью оптими-
зации и проверки устойчивости решений относи-
тельно начального условия. В итоге, в расчетах
применялось такое количество начальных элек-
тронов, которое не оказывало никакого влияния
на динамику ФВИ.

Таким образом, для моделирования динамики
ФВИ в рамках одномерных уравнений (2) необ-
ходимы сведения о зависимости безразмерных
коэффициентов M, DII, fбр, ,  и функции Φ от
напряженности поля (средней энергии электро-
нов) для конкретного газа. Решение этой части
задачи в отношении первых трех коэффициентов
рассматривается ниже путем численных оценок и
аппроксимаций аналитическими функциями в
широком диапазоне их зависимости от напря-
женности поля/энергии электронов, построен-
ных путем объединения массивов известных экс-
периментальных и теоретических данных. Ана-
литическое представление наиболее удобно для
интеграции в расчетную схему. Коэффициенты

,  рассчитаны, по аналогии с [11, 12], исходя
из имеющихся данных о сечениях столкновений
электронов с атомами, включая ионизацию, и со-
ответствующих этим столкновениям величин по-
тери энергии электроном [16, 17]. Функции Φ
приняты в том виде, в каком они были ранее рас-
считаны для рассматриваемых газов методом ди-
намики частиц и решением уравнения Больцма-
на [11, 12, 16, 17, 30].

В отношении предлагаемых ниже оценок и ап-
проксимаций коэффициентов M, DII и fбр следует
заметить следующее. На практике применяются
различные методы экспериментального измере-
ния и теоретического расчета транспортных ха-
рактеристик электронов в газах. Так, в [43] систе-
матизированы результаты измерений с указанием
конкретных методов их получения, среди кото-
рых измерения в стационарном и импульсном

0nE
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поле, в скрещенных полях, по времени пролета
частиц и др. Методы расчета также разнообразны
в зависимости от поставленной задачи. Напри-
мер, в [22, 23] на примере Ar показаны сравни-
тельные результаты расчета μe, De и α путем реше-
ния уравнения Больцмана и методом Монте-
Карло для стационарного и импульсного таун-
сендовского развития электронной лавины, а
также по времени пролета электронами заданно-
го промежутка. Показано хорошее совпадение
результатов при относительно низких величинах

 Тд и их заметное расхождение (до
30%) с ростом  до умеренных 566 Тд, когда
на результат расчета влияет рождение новых
электронов благодаря растущей ионизации ато-
мов. Исходя из вышесказанного, ниже в своих
оценках транспортных коэффициентов мы опи-
рались на данные экспериментов в диапазоне
низких/умеренных величин  и расчетные
данные при более высоких величинах методами
динамики частиц и решением уравнения Больц-
мана. Именно динамические методы расчета
наиболее подходят для рассматриваемой неста-
ционарной задачи.

2.2. Аппроксимация коэффициента
ударной ионизации

Аппроксимации коэффициента ионизации
атомов Ne и Ar построены на основе эксперимен-
тальных измерений [43, 44] и теоретических рас-
четов [16, 17, 29, 30] методом динамики частиц, по
сути близким к методу Монте-Карло.

Немонотонный характер зависимости α от
 отмечался еще в [45]. Нисходящая ветвь за-

висимости при высоких  объясняется
уменьшением сечений электронных столкнове-
ний всех типов с ростом напряженности. Для He
и Ne уменьшение  при высоких напря-
женностях, а также насыщение аналогичной за-
висимости у Ar были впервые численно рассчи-
таны методом Монте-Карло в [20] и [21] в диа-
пазонах 10–5.6 × 103 и 56–5.66 × 103 Тд
соответственно. Эти же расчеты показали, что ис-
комые величины соответствуют условию локаль-
ного равновесия в этих газах во всем диапазоне
вычислений. В [15–17, 29, 30] немонотонные за-
висимости были рассчитаны методом динамики
частиц и аналогичные выводы распространены
на еще более широкий диапазон . Очень
важный результат авторов гласил, что при соот-
ветствующей табуляции макроскопические ко-
эффициенты ударной ионизации, подвижности и
диффузии электронов сохраняют физический
смысл и соответствуют условию локального рав-
новесия вплоть до величин , при которых
образуются релятивистские электроны. Такое за-

≤0/ 250nE
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0/nE

0/nE

α 0( / )nE
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ключение дает основания для применения ре-
зультатов [16, 17, 20, 21, 29, 30] в (1) и (2) при рас-
четах в рамках рассматриваемой модели сплош-
ной среды.

Ранее, коэффициент α в Ne было предложено
аппроксимировать функциями

 (6а)

 (6б)

 (6в)

где p – давление газа; A, B, s, b – константы. Из
этих функций только (6б) уменьшается при высо-
ких напряженностях, а (6в) наиболее точно ап-
проксимирует экспериментальные данные в диа-
пазоне 5.5–1.13 × 103 Тд [25]. Для расширенного
диапазона 5.5–1.5 × 104 Тд функция (6а) в [16, 29]
была трансформирована в

(7)

где C – константа. Эта функция хорошо соответ-
ствует результатам расчета этой же работы при
высоких значениях , но в диапазоне ≤30 Тд
она, как и (6а), занижает коэффициент иониза-
ции вплоть до 9 раз при  Тд относи-
тельно экспериментальных величин [43]. По ана-
логии с (7) мы изменили функцию (6в) на

(8)

которая наиболее близко аппроксимирует экспе-
риментальные и расчетные данные Ne в расши-
ренном диапазоне  Тд. Имен-
но эта функция при значениях констант A =
= 10.3 × 10–16 см2, B = 7.87 × 103 Тд и C = 3.3 ×
× 10‒4 1/Тд для комнатной температуры приме-
нялась в численных расчетах ниже. Константы A
и B связаны с ранее введенными параметрами α0
и E0 соотношениями A = α0/n0 и B = E0/n0.

Приведенный коэффициент ударной иониза-
ции Ar [17, 30, 43, 44] хорошо аппроксимируется
функцией (7), которая после замены p на n0 при-
обретает вид

(9)

и применялась далее в расчетах динамики ФВИ в
Ar при величинах констант A = 10.4 × 10–16 см2,
B = 2.14 × 103 Тд и C = 8 × 10–5 1/Тд для комнат-

 α = − 
 

[46,47],exp ,pA B
p E

( )−
 α =  
 

ln /

, [48],
s b p

A
p p

EE

 α = − 
 

03

0

[49],exp ,nA B
n E

 α = − − 
 

exp ,pA B C
p p

E
E

0/nE

=0 5.5nE

 α = − − 
 

03

0 0

exp ,nA B С
n n

E
E

= − × 4
0 5.5 1.5 10nE

 α = − − 
 

0

0 0

exp nA B C
n n

E
E



60

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 48  № 1  2022

ТРУСОВ

ной температуры. Аппроксимации (8) и (9) иллю-
стрируются на рис. 1.

2.3. Аппроксимация безразмерной
подвижности электронов

2.3.1. Ne. Результаты экспериментальных из-
мерений скорости дрейфа электронов |Vдр| в Ne в

диапазоне  Тд приведены в [20,
43, 44], а теоретических расчетов величин μen0 пу-
тем решения уравнения Больцмана – в [12]. Для
более высоких значений  известны только
теоретические расчеты |Vдр| методом динамики
частиц [16, 29, 30]. Совокупность этих данных,
используя соотношение |Vдр| = μe|E| и определение
(3), позволяет оценить величины M в диапазоне

 Тд и построить аппроксима-
цию

(10)
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Соответствие этой аппроксимации имеющим-
ся данным литературы показано на рис. 2. Увели-
чение подвижности M в области высоких ,
вытекающее из расчетов [16, 29, 30], объясняется
уменьшением сечений столкновений электрона
всех типов с атомами в области >103 Тд. В диапа-
зоне умеренных величин , где расчетные и
экспериментальные данные перекрываются, от-
мечается их удовлетворительное соответствие
друг другу.

2.3.2. Ar. Для этого газа аппроксимация M по-
строена на объединении экспериментальных [21,
43] и теоретических [17, 30] данных о |Vдр|, полу-
ченных методом динамики частиц. Оба массива
данных дополняют друг друга, удовлетворитель-
но согласуются в области перекрытия и приводят
к аппроксимации M функцией

(11)
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Рис. 1. Аппроксимации (8) и (9) зависимости приве-
денного коэффициента ударной ионизации газов от

 при комнатной температуре. Сплошная кривая –
Ne, штриховая – Ar.
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Рис. 2. Зависимость безразмерной подвижности
электронов M в Ne от  при комнатной темпера-
туре. Сплошная линия – аппроксимация (10); пунк-
тирная – расчет по теоретическим данным о |Vдр| [16,
29, 30]; штрихпунктирная – расчет по теоретическим
данным о μen0 [12]; кружки – расчет по эксперимен-
тальным данным о |Vдр| [20, 43, 44].
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соответствие которой данным литературы пока-
зано на рис. 3. Аналогично Ne, увеличение M в
области >103 Тд у Ar объясняется также уменьше-
нием сечений.

Суммируя приведенные выше данные о α/n0 и
M двух газов, можно отметить, что авторы [16, 17,
20, 21, 29, 30, 48] показали:

– во-первых, значительное уменьшение коэф-
фициента ударной ионизации и одновременное
увеличение подвижности электронов в области
высоких величин . Такая тенденция не вы-
является непосредственно из результатов экспе-
риментов, но не противоречит им и вытекает из
теоретических расчетов методами Монте-Карло
и динамики частиц, т.е. с учетом стохастических
эффектов;

0/nE

– во-вторых, то, что эти макроскопические
коэффициенты сохраняют физический смысл и
соответствуют условию локального равновесия в
области напряженностей, значительно превыша-
ющих 103 Тд;

– в-третьих, допустимость применения мак-
роскопических коэффициентов α и μe в уравне-
ниях модели сплошной среды (1) и (2) как функ-
ций локального электрического поля (средней
энергии электронов).

2.4. Аппроксимация безразмерного 
коэффициента диффузии электронов

2.4.1. Ne. Зависимость продольной компонен-
ты безразмерного тензора диффузии электронов

 была вычислена в [25] на основании
теоретического расчета Den0 и μen0 в [12] путем
решения уравнения Больцмана в диапазоне

 Тд. А результаты эксперимен-
тальных измерений по методу времени пролета
электронов (time-of-flight) взяты из [20]. Для рас-
сматриваемой одномерной задачи важно то, что в
[12, 20, 25] приведены результаты именно для
продольной компоненты тензора диффузии. Мо-
нотонный рост DII в области 103–104 Тд поддер-
живается монотонным увеличением средней
энергии электронов в этой же области, рассчи-
танным в [16, 29, 30] методом динамики частиц.
Хотя средняя энергия электронов ассоциируется
с поперечной компонентой тензора диффузии
следуя соотношению Нернста–Эйнштейна–Та-
унсенда, трудно ожидать, чтобы две компоненты
тензора изменялись в противоположных направ-
лениях с увеличением  в этом диапазоне.
Как будет видно далее, у Ar монотонный рост DII
поддерживается экспериментальными данными.
Принимая во внимание, что рассчитанная в [12]
зависимость μen0 показала очень хорошее соот-
ветствие экспериментам (рис. 2), мы далее опира-
емся на результат расчета Den0 этой же работы.
Полученная таким путем аппроксимация DII в Ne
функцией

( )II 0D nE
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E

и ее соответствие данным экспериментов [20] по-
казаны на рис. 4.

2.4.2. Ar. Наиболее детальные измерения про-
дольной компоненты тензора De/μe в Ar в диапа-

зоне  Тд и их сравнение с−= × − ×4 3
0/ 2 10 6 10nE

результатами других работ представлены в [43,
50]. Измерения в [50] при высоких напряженно-
стях выполнены в статическом поле в сочетании с
высокочастотным. Данные указанных двух ис-
точников легли в основу аппроксимации
DII(|E|/n0) для Ar функцией

Рис. 3. Зависимость безразмерной подвижности
электронов M в Ar от  при комнатной темпера-
туре. Сплошная линия – аппроксимация (11); штри-
ховая – расчет по теоретическим данным о |Vдр| [17,
30]; кружки – расчет по экспериментальным данным
о |Vдр| [21, 43].
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которая показана на рис. 5.

2.5. Оценка суммарной частоты столкновений 

электрона с атомами  и скорости потери 

энергии электроном 

2.5.1. Ne. Оценка частоты неупругих столкно-
вений каждого типа “с” электрона с атомами про-
водилась по формуле [51]

(14)

где me – масса электрона; σc(ε) – сечение столк-
новения типа “c”;  – функция распределения
электронов по энергии. В качестве справочных
использовались систематизированные в [16] дан-
ные литературы по структуре уровней атома Ne,
энергиям и сечениям возбуждения его 4 наиболее
значимых уровней, а также ионизации. Для срав-
нения, в [12] учитывались 7 уровней атома Ne, из
которых три наиболее слабых привносят лишь
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незначительный вклад в суммарную частоту
столкновений.

Величина энергии, теряемой электроном при
ионизации атома, оценивалась исходя из резуль-
татов измерений энергетического спектра элек-
тронов, рожденных при ионизации [52], по мето-
дике [9], согласно которым энергия рожденного
электрона ε2 оценивается как

(15)

где ε1 – энергия налетающего электрона; p – слу-
чайное число, равномерно распределенное в ин-
тервале 0–1; I = 21.6 эВ – потенциал ионизации
атома Ne; B = 13 эВ [52]. В таком случае, средняя
величина энергии, теряемой ионизующим атом
электроном, равна  с последующим
усреднением по параметру p. Потеря энергии
электрона εc при его неупругом возбуждающем
столкновении типа “c” с атомом принималась
равной энергии возбуждения данного атомного
уровня.

ε − ε =
  

1
2 tan arctan ,

2
IB p

B

ε = ε +ион 2 I

Рис. 4. Зависимость продольной компоненты безраз-
мерного тензора диффузии электронов DII от  в
Ne при комнатной температуре. Сплошная линия –
аппроксимация (12); пунктирная линия – расчет по
данным [12]: кружки – расчет по экспериментальным
данным [20]. Константы A и B из (8) для Ne примене-
ны в расчетах.
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Рис. 5. Зависимость продольной компоненты безраз-
мерного тензора диффузии электронов DII от  в
Ar при комнатной температуре. Сплошная линия –
аппроксимация (13); кружки – расчет по экспери-
ментальным данным [50]; крестики – расчет по экс-
периментальным данным [43]. Константы A и B из (9)
для Ar применены в расчетах.
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Вклад упругих столкновений в суммарные

 и  оценивался не расчетом, как в
(14), а по аналогии с [11, 12, 24, 53, 54] (см. также
ссылки в этих работах), опираясь на частоты пе-
редачи импульса  и энергии 

 электроном в приближении me ≪
≪ mNe, где mNe – масса атома Ne. Последнее при-

ближение оправдано тем, что .
Поскольку сечение упругих столкновений элек-
трона с атомом Ne в диапазоне  Тд пре-
вышает сечения неупругих столкновений, то
вклад упругих столкновений в суммарную часто-
ту значителен. По сути, νm характеризует “эффек-
тивную” частоту столкновений электронов с
атомом с учетом их анизотропии, которая, как
показано на примере азота в [55], приводит к
значительному различию между сечениями
столкновений и передачи импульса. Вклад упру-
гих столкновений в суммарную потерю энергии
электроном незначителен, так как при столкно-
вении такого типа коэффициент передачи энер-
гии электрона атому мал и пропорционален

 5.4 × 10–5 [47], что проявляется в разни-
це между νm и νe. Скорость потери энергии элек-
троном при упругих столкновениях оценивалась
как , где k и T0 – постоянная Больц-

 cc
*k ε c сc

* *k

ν = μm e ee m ν =e

= νm Ne2 em m

−≈ × 5
Ne2 5.4 10em m

≤ 4
0/ 10nE

≈2 e Nem m

( )ν ε − 03 /2e kT

мана и температура газа соответственно [11, 12,
53, 54]. Результаты оценки безразмерных  и
суммарной частоты неупругих столкновений

, включая ударную ионизацию, а также
скорости потери энергии электроном при упру-
гих и неупругих столкновениях с атомом Ne пока-
заны на рис. 6, 7. Для сравнения, на рис. 6 приве-
дены аналогичные данные расчета [12], переве-
денные в безразмерное представление, и можно
отметить удовлетворительное соответствие дан-
ных друг другу. Из рис. 7 хорошо видно, что ско-
рость потери энергии электроном определяется
преимущественно неупругими столкновениями
всех типов, а упругие играют лишь незначитель-
ную роль.

2.5.2. Ar. Оценка суммарной частоты столкно-
вений и скорости потери энергии электроном для
этого газа выполнены аналогично Ne на основе
систематизированных в [17] данных литературы
по структуре уровней атома Ar, энергиям и сече-
ниям возбуждения 5 наиболее значимых групп
уровней, а также ионизации. Величина потери
энергии электроном при ионизации также оце-
нивалась следуя (15) при B = 10 эВ, однако авторы
[52] констатировали более низкую точность своей
оценки параметра B для Ar по сравнению с Ne. Ре-
зультаты оценки частоты столкновений и скоро-
сти передачи энергии в Ar приведены на рис. 8, 9.

νm*

 cc
*k

Рис. 6. Зависимость безразмерных суммарной часто-
ты неупругих столкновений  и частоты переда-

чи импульса  электронов от их средней энергии ε в
Ne при комнатной температуре. Сплошная и штрихо-
вая линии –  по данным настоящей работы и

[12]. Штрихпунктирная и пунктирная линии –  по
данным настоящей работы и [12].
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Рис. 7. Зависимость безразмерной скорости потери
энергии электроном  при его
упругих и  при неупругих столкновениях с
атомом Ne от средней энергии электронов ε при ком-
натной температуре. Сплошная линия – неупругие
столкновения, штриховая – упругие.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
3.1. Результаты моделирования динамики ФВИ

Уравнения (2) решались каждый раз при фик-
сированной величине напряженности внешнего
электростатического поля , которая
затем варьировалась в широком диапазоне. Диа-
пазон вариации Y+ простирался от ,
ниже которой ФВИ не развивался вообще, до ве-
личины, соответствующей  Тд, хотя
диапазон аппроксимаций коэффициентов значи-
тельно шире. Ограничение диапазона сверху обу-
словлено тем, что при некоторых, оцененных ни-
же, величинах Y+ нарушается одно из основных
требований применяемой модели, а именно мед-
ленности наведенных изменений в среде по срав-
нению со скоростью релаксации среды.

Как уже отмечалось в разделе 2.1, получаемые
решения для плотности электронов за ФВИ ва-
рьировались в пределах нескольких порядков при
изменении Y+. Поэтому начальная плотность
электронов (5) также варьировалась путем изме-
нения предэкспоненциального множителя. На-
чальная точка x0 инициирования ФВИ располага-
лась в середине пространственного домена вы-
числений, вдали от его границ. Необходимо
заметить, что начальная плотность (5) задавалась
лишь как точечный источник небольшого коли-
чества стартовых электронов в точке x0. При до-

+ += 0Y EE

+ =пор пор 0Y E E

= × 3
0 4 10nE

статочно малом количестве таких электронов они
не влияют на динамику развития и движения
ФВИ вдали от x0. Путем вариации в расчетах
предэкспоненциального множителя в (5) оцени-
валось максимальное количество стартовых элек-
тронов, меньше которого они никак не влияли на
искомые решения для ФВИ.

В расчетах применялся сравнительно широ-
кий пространственно-временной домен модели-
рования. Размер пространственной части домена
обычно составлял x = 6 × 103 при шаге сетки до
Δx = 0.01–0.02. Размер временной части домена
достигал τ = 105 при шаге сетки до Δτ = 0.05. Наи-
больший временной домен применялся при ве-
личинах Y+, близких к порогу возбуждения ФВИ,
когда время развития ФВИ максимально. Наи-
меньший шаг пространственной сетки использо-
вался вблизи максимальных величин Y +, когда
глубина ФВИ близка к минимальной.

Общая картина развития и формирования
ФВИ в условиях локального равновесия известна
по многочисленным работам: с момента τ = 0 на-
чинается рост плотности облака электронов в
точке x0, по мере ее роста напряженность поля
постепенно экранируется нарастающим про-
странственным зарядом и начинает формиро-
ваться ФВИ. Этот начальный период представля-
ет собой переходной процесс, в течение которого
меняются все пространственные и временные ха-

Рис. 8. Зависимость безразмерных суммарной часто-
ты неупругих столкновений  (сплошная линия)

и частоты передачи импульса  (штриховая линия)
электронов от их средней энергии ε в Ar при комнат-
ной температуре.
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Рис. 9. Зависимость безразмерной скорости потери
энергии электроном  при его
упругих и  при неупругих столкновениях с
атомом Ar от средней энергии электронов ε при ком-
натной температуре. Сплошная линия – неупругие
столкновения, штриховая – упругие.
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рактеристики плотности электронов, напряжен-
ности поля, средней энергии электронов. Интен-
сивность и скорость изменений зависят от вели-
чины приложенного поля и характеристик газа. В
результате формируется устойчивый ФВИ со ста-
бильным пространственным профилем, движу-
щийся с постоянной скоростью, и его параметры
фиксируются и обсуждаются. Полученные реше-
ния для плотности электронов за установившим-
ся ФВИ и скорости его движения в обоих газах
приведены на рис. 10, 11 для наглядности в обыч-
ном, размерном представлении как  и 
соответственно. Для сравнения, на рис. 11 тре-
угольниками показаны результаты расчета скоро-
сти волны в Ne [12] при атмосферном давлении и
можно отметить хорошее совпадение результа-
тов. Также, на этом рисунке линиями показаны
результаты аналитической оценки скорости от-
рицательного фронта следуя соотношению

(16)

полученному в [4] в приближении локального по-
ля модели сплошной среды при фиксированных
коэффициентах диффузии и подвижности элек-
тронов, не зависящих от напряженности поля/их
средней энергии. Для преобразования результата
оценки (16) в обычное, размерное представление
на рис. 11 применялись соотношения связи (3),

2
0/en n ФВИV

( )+ += +vФВИ II бр2 ,Y D f Y

(4). На рис. 10, 11 приведены также результаты
оценки плотности электронов и скорости движе-
ния ФВИ в рамках классической модели сплош-
ной среды. На рис. 12, 13 показаны примеры про-
странственного распределения σ и Y в установив-
шемся фронте волны (вдоль оси движения
фронта x) для Ne и Ar, полученные в рамках при-
ближения локальной энергии и классической мо-
дели сплошной среды. На обоих рисунках фронт
движется справа налево. Каждый из представлен-
ных параметров нормирован по амплитуде к 1 для
удобства сопоставления.

В решениях (2) фиксировались также толщина
ФВИ , определяемая по уровню 0.1–0.9 от
максимальной напряженности поля перед фрон-
том, и разница между максимальной энергией
электронов  в передней части фронта и энер-
гией  позади него, до которой энергия элек-
трона релаксирует в результате прохождения
фронта. По этим параметрам оценивалось соблю-
дение двух необходимых условий правомерности
применения модели сплошной среды. Во-пер-
вых, одним из допущений при выводе уравнений
сплошной среды из уравнения Больцмана явля-
ется требование медленности наведенных внеш-
ним полем возмущений по сравнению со време-
нем релаксации 1/νm [11, 12, 24, 53, 54]. В [56] при

Δ ФВИx

εмакс*
εмин*

Рис. 10. Зависимость плотности электронов  по-
зади ФВИ отрицательной полярности от  в Ne
и Ar при комнатной температуре. Квадраты – Ne,
приближение локальной энергии; наклонные кре-
стики – Ne, классическая модель; кружки – Ar, при-
ближение локальной энергии; прямые крестики – Ar,
классическая модель.
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Рис. 11. Зависимость скорости  ФВИ отрица-
тельной полярности от  в Ne и Ar при комнат-
ной температуре. Квадраты – Ne, приближение ло-
кальной энергии; треугольники – по данным расчета
для Ne в [12], приближение локальной энергии; на-
клонные крестики – Ne, классическая модель; круж-
ки – Ar, приближение локальной энергии; прямые
крестики – Ar, классическая модель; сплошная и
штриховая линии – оценка следуя (16) для Ne и Ar со-
ответственно.
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рассмотрении модели сплошной среды четверто-
го порядка, учитывающей в уравнениях плот-
ность и поток электронов, а также плотность и
поток их энергии, было показано, что такая мо-
дель допускает упрощение до модели второго по-
рядка, опирающейся только на плотность и энер-
гию электронов, без заметной потери точности,
если соблюдается то же условие медленности.
Поскольку показателем частоты изменения поля
во фронте может служить величина ,
обратная его длительности, где  – безразмер-
ная скорость движения фронта, то отмеченное
выше условие принимает вид

(17)

Во-вторых, если максимальная энергия электро-
на во фронте волны равна , а средняя энер-
гия, отдаваемая им при одном столкновении, со-
ставляет , то для релаксации к энергии  та-
кой электрон в течение промежутка времени,
равного длительности фронта, должен испытать
не менее  столкновений c атома-
ми. На самом деле последнее отношение энергий
внутри фронта не постоянно, а уменьшается с
максимального почти до нуля, и его усредненное
значение по толщине фронта примерно в два раза

ΔvФВИ ФВИ/ x
vФВИ

= v v @m ФВИ ФВИ*Δ / 1.Q x

εмакс*

ε* εмин*

ε − ε εмакс мин* *( )/ *

меньше. Среднюю по всем типам неупругих
столкновений энергию, отдаваемую электроном,

можно оценить как , и тогда
искомое требование принимает вид

(18)

С увеличением приложенного внешнего поля оба
параметра Q и S уменьшаются и накладывают
ограничение сверху на область применения рас-
сматриваемой модели. Результаты оценки этих
параметров для двух газов приведены на рис. 14,
15 в зависимости от приложенного поля .
Видно, что из двух условий (17) и (18), именно
условие (18) наиболее сильно ограничивает свер-
ху диапазон применения модели. Хотя зависимо-
сти Q и S от напряженности поля заметно отлича-
ются в двух газах, удивительно то, что условная
граница S = 10 в обоих газах соответствует

 Тд.

3.2. Обсуждение результатов
Безразмерное представление уравнений моде-

ли сплошной среды в приближении локального

ε = ε c c cc c
* * ** /k k

ε
Δ=

ε − ε


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@
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Рис. 12. Распределение безразмерных плотности
электронов σ и напряженности поля Y во фронте вол-
ны вдоль оси x в момент времени τ = 14000 в Ne.
Сплошная и штрихпунктирная линии – σ в прибли-
жении локальной энергии и классической модели со-
ответственно; штриховая и пунктирная линии – Y в
приближении локальной энергии и классической мо-
дели соответственно. ФВИ движется справа налево.

Кривые нормированы по амплитуде к 1,  =
= 950 Тд.
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Рис. 13. Распределение безразмерных плотности
электронов σ и напряженности поля Y во фронте вол-
ны вдоль оси x в момент времени τ = 2500 в Ar.
Сплошная и штрихпунктирная линии – σ в прибли-
жении локальной энергии и классической модели,
соответственно; штриховая и пунктирная линии – Y в
приближении локальной энергии и классической мо-
дели, соответственно. ФВИ движется справа налево.

Кривые нормированы по амплитуде к 1,  =
= 900 Тд.
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поля, при фиксированных величинах подвижно-
сти и коэффициента диффузии электронов, было
предложено в [4]. Его можно расширить и приме-
нить к модели в приближении локальной энер-
гии, определив дополнительно два параметра –
безразмерную подвижность электронов M в соот-
ветствии с (3) и энергию eE0/α0. Величина
последней постоянна для конкретного газа и оце-
нивается как 76.3 и 20.5 эВ для Ne и Ar при ком-
натной температуре соответственно. Как показы-
вают аппроксимации входящих в уравнения ко-
эффициентов (разделы 2.2–2.5), они все в
условиях локального равновесия могут быть
представлены функциями только Y или ε*. Следо-
вательно, решения уравнений для искомых пара-
метров ФВИ должны иметь ту же функциональ-
ную зависимость. Однако безразмерный подход
не расширяет диапазон применения модели без-
гранично, например, путем вариации плотности
частиц газа при постоянной напряженности по-
ля, или наоборот. Его применение ограничено
допущениями, принятыми при формулировке
модели (1) из уравнения Больцмана ([6, 7, 11, 12,
24, 53, 54] и ссылки в них), наиболее важные из
которых отмечены в разделе 2.1 и отражены, в
частности, в безразмерных параметрах Q и S
(рис. 14, 15). Безразмерное представление, с од-
ной стороны, предлагает удобную шкалу для со-
поставления результатов различных работ и, с
другой стороны, позволяет применять результаты
моделирования к газоразрядным системам раз-
личного масштаба, не выходя, однако, за рамки
допущений и предположений самой модели.

Сочетание экспериментальных и теоретиче-
ских данных, рассчитанных методами Монте-

Карло, динамики частиц и решением уравнения
Больцмана, о транспортных и ионизационных
коэффициентах исследуемых газов показало их
взаимодополняемость и близкое соответствие
друг другу. Важно то, что оба массива данных удо-
влетворяют условию локального равновесия, за-
висят от локальных величин поля/средней энер-
гии электрона и их применение в уравнениях
сплошной среды (1), (2) оправдано. Коэффици-
енты α/n0, M и DII изменяются на несколько по-
рядков величин в пределах диапазона моделиро-
вания ФВИ. Объединение данных позволило
предложить аналитические аппроксимации этих
коэффициентов в широком диапазоне вплоть до

 Тд. Выбор несколько гро-
моздких функций (10)–(13) обусловлен желанием
поточнее представить каждую кривую во всем
диапазоне одной функцией, однако даже в таком
виде они, если и замедляют вычислительный
процесс, то незначительно. На рис. 2–5 заметны
локальные отклонения аппроксимаций от рефе-
ренсных величин в сравнительно узких интерва-
лах . Но в задаче настоящей работы такие от-
клонения не оказывают значимого влияния на
результат моделирования ФВИ, поскольку в пре-
делах толщины фронта напряженность поля из-
меняется от максимальной до нуля, т.е. весь
спектр величин напряженности поля и, соответ-
ственно, транспортных и ионизационных коэф-
фициентов участвует в развитии и движении
ФВИ. Это показали отдельные тестовые вычисле-
ния при локально варьируемых коэффициентах.
Более важным видится общий характер зависи-

−= − ×4 4
0/ 10 5 10nE

0nE

Рис. 14. Зависимость параметров Q и S от  в Ne.
Квадраты – Q, кружки – S.

103

102

101

10−1

100

102 103

Q
, S

|E+|/n0, Tд

+
0| |/nE Рис. 15. Зависимость параметров Q и S от  в Ar.

Квадраты – Q, кружки – S.

102

103

101

100

102 103

Q
, S

|E+|/n0, Tд

+
0| |/nE



68

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 48  № 1  2022

ТРУСОВ

мости коэффициентов от  – форма и изгиб
кривых, диапазон величин коэффициентов.

Характер зависимости α/n0, M и DII от 
качественно различен. Так, коэффициент удар-
ной ионизации и подвижность электронов изме-
няются немонотонно с ростом  в области
выше 103 Тд (рис. 1–3), что объясняется уменьше-
нием сечений столкновений электронов с атома-
ми в сильном поле. Напротив, коэффициент
диффузии DII монотонно растет с увеличением

, что коррелирует с монотонным увеличени-
ем средней энергии электронов в Ne, Ar и других
инертных газах [12, 16, 17, 29, 30].

Формальные численные решения уравнений
(2) на рис. 10–13 показывают монотонную зави-
симость параметров волны от  приложен-
ного поля во всем диапазоне моделирования,
хотя два из трех коэффициентов немонотонны.
Монотонный рост скорости ФВИ можно каче-
ственно объяснить, опираясь на (16): несмотря на
немонотонность α/n0 и M, скорость дрейфа элек-
тронов и произведение DIIfбр остаются монотонно

растущими функциями . В каждом из двух
газов наклон зависимости VФВИ от  (рис. 11),
удовлетворительно коррелирован с оценочным
следуя (16), но количественно величины скоро-
сти различаются в зависимости от используемой
модели. При этом результат численного модели-
рования VФВИ в Ne в рамках приближения локаль-
ной энергии настоящей работы и [12] хорошо со-
ответствуют друг другу (рис. 11). Различие VФВИ
между газами, достигающее 4.5–10 раз в пределах
диапазона моделирования, объясняется совокуп-
ной разницей индивидуальных коэффициентов
α/n0, M и DII газов.

В отношении плотности электронов позади
ФВИ следует отметить, что, в отличие от скоро-
сти фронта и, как видно из рис. 10, она в каждом
газе практически одинакова в приближениях ло-
кального поля и энергии модели сплошной сре-
ды. Ее значения в разных газах тоже достаточно
близки друг к другу при том, что атомы Ne и Ar
значительно различаются по размеру, массе,
структуре атомных уровней и сечениям/энергиям
их возбуждения. Существенные различия между
газами видны также в транспортных свойствах
электронов (рис. 1–5). Как следствие различий,
частота столкновений и скорость потери энергии
электроном в Ar почти в 6.5–7 раз выше, чем в Ne
(рис. 6–9). Тем не менее, плотность электронов
позади ФВИ в обоих газах близка при слабом по-
ле и разница между ними плавно возрастает всего
до 2 раз при  Тд (рис. 10). Отмечен-
ная особенность решений для плотности элек-
тронов есть результат сочетания параметров каж-
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дого из двух газов, в котором коэффициент иони-
зации, по-видимому, играет наиболее важную
роль. Так, в [4] для приближения локального поля
в частном случае фиксированной подвижности
электронов и De = 0 была предложена аналитиче-
ская оценка плотности электронов позади ФВИ в
виде

в которой плотность электронов зависит только
от интеграла коэффициента ионизации по всему
спектру от 0 до |E+|. Здесь ε0 и e – диэлектрическая
постоянная и абсолютная величина заряда элек-
трона соответственно. Хотя данную оценку нель-
зя применить непосредственно к рассматривае-
мому приближению локальной энергии, на каче-
ственном уровне роль коэффициента ионизации
она показывает.

Толщина ФВИ (рис. 12, 13), с одной стороны,
в каждом газе слабо зависит от применяемой мо-
дели вычислений (локального поля или энергии),
а, с другой стороны, в несколько раз различается
между газами. В пункте в) раздела 2.1 уже отмеча-
лось со ссылками на опубликованные работы, что
близкие друг другу профили и толщина ФВИ в
азоте регистрируются не только в моделях сплош-
ной среды, но также и в моделях более высокого
порядка: гибридных и динамики частиц, даже
при зарождении высокоэнергетичных электро-
нов внутри и вблизи ФВИ. Таким образом, тол-
щина ФВИ мало чувствительна к используемой
модели вычислений. Но при близких величинах
толщины ФВИ в разных моделях, профиль фрон-
та в них все же не идентичен, что заметно в ре-
зультатах упомянутых работ и на рис. 12, 13. Раз-
личие толщины ФВИ между газами не поддается
точной аналитической оценке, но качественно
может быть обосновано следующим образом: в [9]
отмечалось, что в передней области ФВИ, где

, плотность электронов зависит от про-
странственной координаты z примерно как

, где в приближении фиксированных
величин транспортных коэффициентов

а из рис. 1–5 можно оценить, что при 
≈ 900–950 Тд величина l в Ar в примерно в 2.3 раза
меньше, чем в Ne, т.е. инкремент экспоненциаль-
ного роста ne в Ar значительно больше. Но, по-
скольку максимальная плотность электронов по-
зади ФВИ в обоих газах различается менее чем в
2.1 раза, в Ar следует ожидать меньшую толщину
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ФВИ, что качественно согласуется с результата-
ми моделирования ФВИ на рис. 12, 13.

В разделе 3.1 предложены два безразмерных
параметра, Q и S, выражающие отношения “эф-
фективной” частоты столкновений электронов с
атомами и частоты релаксации энергии электро-
нов в столкновениях к частоте наведенных возму-
щений (обратной длительности ФВИ) в газе.
Условие Q, S ≫ 1, т.е. быстрая релаксация элек-
тронов по двум параметрам, является необходи-
мым условием локальности процессов при выво-
де уравнений сплошной среды из кинетического
уравнения Больцмана и от кратности превы-
шения единицы этими параметрами зависит сте-
пень корректности модели. Результат численной
оценки Q и S для двух газов в зависимости от

 на рис. 14, 15 показывает в первом прибли-
жении те области, в которых рассматриваемое
приближение заведомо неприменимо. Так, фор-
мальные решения (2), по крайней мере в области

 Тд, нельзя считать физически обос-
нованными, поскольку здесь уже S < 5. На рис. 14,
15 видно также, что параметр S резко снижается и
в области  Тд (примерно соответству-

ет ε < 8–10 эВ), где  и  крайне малы
(рис. 6–9). Таким образом, диапазон применения
модели ограничен параметрами Q и S как сверху,
так и снизу. Более точно количественную оценку
пограничных величин Q и S может предложить
моделирование с учетом нелокальных эффектов.
Если же границу определить условием Q, S = 10,
то сверху для обоих газов она близка к 
≈ 1180 Тд (рис. 14, 15).

Здесь уместно упомянуть еще один безразмер-
ный параметр , количественно оце-
ненный для Ne в [25] и отмеченный во Введении.
Наряду с Q и S, параметр K накладывает свое
ограничение на диапазон применения модели.
Но ограничение диапазона  по этому пара-
метру оказалось менее строгим, чем по Q и S, и
его можно не принимать во внимание.

Резюмируя, можно сказать следующее. Во-
первых, модель сплошной среды в приближении
локальной энергии для оценки динамики ФВИ
принята нами как компромиссный, между точно-
стью получаемых результатов и сложностью рас-
четов, подход к сравнительному анализу разных
газов. Безразмерное представление ее уравнений
(2) и решений предлагает удобную основу для со-
поставления результатов разных работ с разными
газами в единой шкале. Несомненно, что привле-
чение более развитых моделей к расчетам повы-
сит точность результатов, если потребуется. Во-
вторых, ионизационные и транспортные коэф-
фициенты электронов в Ar и Ne удовлетворяют

+
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условию локального равновесия, сохраняют фи-
зический смысл во всем диапазоне моделирова-
ния динамики ФВИ и поэтому их применение в
модельных уравнениях (1) и (2) оправдано. В-тре-
тьих, сравнение решения (2) для ФВИ в Ne с по-
лученными ранее в [12] по доступным для этого
параметрам приводят к выводу, что принятая ме-
тодика и алгоритм численного моделирования
ФВИ, предложенные для этого аппроксимации и
оценки необходимых коэффициентов показыва-
ют удовлетворительный результат моделирова-
ния. В-четвертых, на основе полученных реше-
ний для Ar и Ne оценены величины и зависимость
от  двух предложенных безразмерных па-
раметров Q и S, характеризующих отношение
скорости релаксации электронов к скорости на-
веденных внешним полем изменений. Требова-
ние Q, S ≫ 1 является необходимым условием,
ограничивающим область применения модели
сплошной среды в приближении локальной энер-
гии для моделирования динамики ФВИ стриме-
ра. В частности, применительно к Ar и Ne, Q, S >
> 10 при  Тд.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Применительно к развитию стримера в газах,
проведена численная оценка характеристик ФВИ
отрицательной полярности в Ne и Ar на основе
1D диффузионно-дрейфовых уравнений сплош-
ной среды в приближении локальной энергии.
Для этого система уравнений представлена в
безразмерном виде, построены аппроксимации
коэффициентов ударной ионизации газов, без-
размерных подвижности и продольной ком-
поненты тензора диффузии электронов анали-
тическими функциями в диапазоне вплоть до

 Тд, основанные на извест-
ных экспериментальных и теоретических дан-
ных. Численным решением уравнений получены
оценки плотности электронов позади фронта
ионизации, скорости движения и толщины
фронта в диапазоне  Тд. Оценкой
двух безразмерных параметров, характеризую-
щих необходимое условие медленности наведен-
ных возмущений в газе по сравнению со скоро-
стью релаксации электронов, показаны огра-
ничения на диапазон применения уравнений
сплошной среды в моделировании, обусловлен-
ные этими параметрами.
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