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1. ВВЕДЕНИЕ
Электронный циклотронный резонансный

нагрев (ЭЦРН) используется в современных то-
роидальных устройствах магнитного удержания
плазмы. Этот метод дополнительного нагрева
рассматривается в настоящее время как наиболее
надежный способ обеспечить локальный нагрев
электронов и генерацию токов увлечения. Со-
гласно современным представлениям, локаль-
ный нагрев электронов в магнитном острове поз-
воляет эффективно контролировать развитие
неоклассической тиринг-неустойчивости. По
этой причине ЭЦРН планируется использовать в
токамаке ITER. Кроме того, обсуждается исполь-
зование этого метода дополнительного нагрева и
в термоядерной установке следующего поколе-
ния ДЕМО. Современные СВЧ-генераторы – ги-
ротроны – имеют выходную мощность излучения
до 1 МВт. Уже сейчас начата разработка стацио-
нарных СВЧ-генераторов со значительно боль-
шей выходной мощностью – до 5 МВт [1]. По-
скольку приближается время окончательной до-
стройки и физического пуска токамака ITER,
актуальной задачей в настоящее время является
исследование всех аспектов поведения столь
мощных пучков СВЧ-волн обыкновенной поля-
ризации в высокотемпературной плазме. В част-
ности, представляет интерес анализ возможности
возбуждения паразитных физических эффектов,
которые могут сопровождать распространение

обыкновенных волн и значительно ухудшать эф-
фективность и локальность дополнительного на-
грева электронов. Наиболее опасным из них
является параметрическая распадная неустойчи-
вость (ПРН) электромагнитной волны, приводя-
щая к ее нелинейной трансформации в пару до-
черних продольных колебаний. Эффективность
этого нелинейного явления определяется, в том
числе, и эффективностью нелинейной связи трех
волн, участвующих во взаимодействии. Коэффи-
циент нелинейной связи адекватно описывается
функцией отклика плазмы второго порядка (по
амплитудам взаимодействующих волн), т.е. квад-
ратичной восприимчивостью или проводимо-
стью плазмы.

Выражения для функции отклика замагничен-
ной плазмы были впервые получены более полу-
века назад в рамках гидродинамической модели
плазмы [2] и с тех пор часто используются для
анализа различных нелинейных явлений [3–7]. В
частности, гидродинамическая модель холодной
плазмы использовалась в течение последнего де-
сятилетия для определения коэффициентов не-
линейной связи необыкновенной волны с двумя
дочерними верхнегибридными (ВГ) волнами, ко-
торые были необходимы для описания возбужде-
ния низкопороговой двухплазмонной ПРН [8–
13]. Однако, строго говоря, гидродинамическое
приближение при описании двухплазмонного
распада необыкновенной волны справедливо
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только в случае возбуждения длинноволновых
(быстрых) дочерних волн, для которых эффект
пространственной дисперсии среды пренебрежи-
мо мал. Для описания двухплазмонной ПРН не-
обыкновенной волны, приводящей к возбужде-
нию медленных (электронных бернштейновских)
волн, и вторичных неустойчивостей дочерних
ВГ-волн, сопровождающихся возбуждением ко-
ротковолновых (медленных) ионных бернштей-
новских (ИБ) волн и ВГ-волн, необходимо было
использовать полное (кинетическое) выражение
для нелинейной восприимчивости, не ограни-
ченное приближениями гидродинамической мо-
дели. Интегральное представление для билиней-
ной восприимчивости, описывающей нелиней-
ную связь необыкновенной волны с двумя
продольными колебаниями, было получено в ра-
боте [14]. Показано, что если для описания распа-
да необыкновенной волны, приводящей к воз-
буждению двух ВГ-волн, гидродинамическое
описание дает разумную точность, то при пара-
метрическом распаде, приводящем к возбужде-
нию коротковолновых ионных и электронных
бернштейновских волн, требуется кинетическое
описание квадратичной восприимчивости плаз-
мы [15, 16].

В свою очередь, для описания наиболее веро-
ятного сценария распада обыкновенной волны,
при котором возбуждаются продольные волны,
например, ВГ и нижнегибридная (НГ), обычно
используется выражение нелинейной восприим-
чивости, полученное в дипольном приближении
[17]. С его помощью, оказалось возможным опи-
сать ПРН пучка волн обыкновенной поляриза-
ции в современных тороидальных установках
[18–21]. Однако в высокотемпературной плазме
токамака ITER пренебрежение пространствен-
ной структурой обыкновенной волны, т.е. ис-
пользование дипольного приближения, может
оказаться не вполне корректным.

В данной работе мы анализируем нелинейную
связь обыкновенной СВЧ-волны и двух электро-
статических волн в однородной горячей замаг-
ниченной плазме. Мы начнем с анализа кине-
тического уравнения и получим формальное
интегральное представление для квадратичной
электронной восприимчивости, описывающее
это нелинейное явление. Окончательные выра-
жения для коэффициентов связи получены в
удобном для численного анализа виде, который
позволяет показать, что они подчиняются сим-
метрии Мэнли–Роу. Их можно использовать для
описания параметрических распадных неустой-
чивостей обыкновенной волны, приводящих к
возбуждению продольных колебаний в высоко-
температурной термоядерной, космической и
астрофизической плазме.

2. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ, 
УЧАСТВУЮЩИЕ В НЕЛИНЕЙНОМ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИИ

Рассмотрим обыкновенную волну, которая
распространяется квазипоперечно по отноше-
нию к внешнему магнитному полю, имеющему
вектор индукции , в однородной плазме.
Электрическое поле такой волны можно предста-
вить в следующем виде:

(1)

Компоненты электрического поля волны 
, где , определяются систе-

мой уравнений Максвелла, которая при подста-
новке решения (1) имеет вид

(2)

В системе уравнений (2) мы использовали следу-

ющие обозначения , 

,  – компоненты
высокочастотного, т.е. без учета ионного вклада,
тензора диэлектрической проницаемости холод-
ной плазмы; , где  – элек-
тронная циклотронная (ЭЦ) частота; 

– электронная плазменная частота;
 – фоновая плотность плазмы;  –

компоненты коэффициента преломления 

. Определитель системы уравне-
ний (2) равен

(3)

При квазипоперечном распространении волны,
т.е. при , мы можем представить решение
уравнения (3) в виде суммы двух слагаемых

(4)

первое из которых – это решение дисперсионно-
го уравнения при поперечном распространении
обыкновенной волны, а второе – поправка, свя-
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занная с конечностью . Из второго уравне-
ния системы (2) мы можем выразить y компонен-
ту поля через ее  компоненту

(5)

Подставляя , выраженное через  согласно (5),
в первое и третье уравнение, мы находим следую-
щее соотношение компонент поля:

(6)

где мы удержали только члены первого порядка
малости по параметру . Учитывая выраже-
ния (5) и (6), мы можем представить вектор поля-
ризации, использованный в представлении (1), в
следующем виде:

(7)

где ,  – компоненты единичного
вектора декартовой системы координат, ,

 – сдвиг фазы соответствующих компо-
нент поля по отношению к ее доминирующей z-
компоненте. Далее, используя уравнения Макс-
велла, получим компоненты магнитного поля
волны

(8)

В выржении (8) мы опустили члены первого по-
рядка малости и выше по параметру .

Далее, рассмотрим две продольные волны,
электрическое поле которых выражается через их
потенциал  и . Потенциал
первой из них может быть представлен в виде

(9)
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В выражениях (9) и (10) частоты и волновые век-
тора отвечают распадным резонансным условиям

(11)

3. КВАДРАТИЧНАЯ ЭЛЕКТРОННАЯ 
ВОСПРИИМЧИВОСТЬ

Рассмотрим уравнение Власова для бесстолк-
новительной однородной замагниченной плаз-
мы, которое описывает функцию распределения
электронов

(12)

где  – полностью антисимметричный единич-
ный тензор и . Будем искать реше-
ние уравнения (12), используя процедуру теории
возмущений

(13)

где ,  – равновесная плотность,  –
максвелловская функция распределения, ,

– поправки к равновесной функции распре-
деления первого и второго порядка по амплитуде
взаимодействующих волн. Подставим разложе-
ние (13) в уравнение (12) и, выделяя члены перво-
го и второго порядка, получим уравнения для ли-
нейных поправок к функции распределения

(14)

где , , ,
,  и θ – азимутальный

угол цилиндрической системы координат в про-
странстве скоростей. Используя функцию Грина
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найдем линейные поправки к равновесной функ-
ции распределения на частоте 

(16)

и на частоте 

(17)

где , . В выраже-
ниях (16) и (17) мы использовали обозначения:

 – тепловая скорость электронов, 
и  – электронная температура и масса. Первый,
второй и третий члены во второй строке выраже-
ния (16) – результат действия интегрального опе-
ратора (15) на функции ,  и единицу
соответственно. Правая часть выражения (17) –
результат действия интегрального оператора (15)
на функцию . Отметим, что процедура вы-
вода линейных поправок к равновесной функции
распределения, вызванных присутствием возму-
щений – волн на частотах  и  – аналогична
процедуре, которая использовалась в ставшей
классической монографии [24] и в широко рас-
пространенном учебнике [25]. Кроме того, имеет
смысл акцентировать внимание, что как линей-
ная поправка к функции распределения (16), так
и поправка (17) являются функциями азимуталь-
ного угла гировращения электрона в однородном
магнитном поле. Этот факт будет существенным
при выводе поправки второго порядка к функции
распределения частиц.

Билинейную поправку к равновесной функ-
ции распределения на частоте второй дочерней
волны можно найти, решив следующее уравне-
ние
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где ,  и компонен-
ты скорости , 
зависят от поперечной скорости  и азимуталь-
ного угла θ гировращения частицы. Используя
функцию Грина (15), мы получим решение урав-
нения (18) в интегральном виде

(19)

Стоит обратить внимание, что выражение в
квадратных скобках, на которое действует ин-
тегральный оператор (15), зависит от переменной

. Однако компоненты скорости , зави-
сящие от переменной интегрирования , свя-
заны с компонентами скорости , завися-
щими от текущего значения азимутального угла
θ, преобразованием поворота по азимутальному
углу  и

.
Умножим выражение (19) на заряд электрона
 и, далее, выполним интегрирование по скоро-

стям, что приводит к выражению для нелинейной
плотности заряда на частоте второй электроста-
тической НГ-волны

(20)

где функция  имеет вид

и является периодической. Последнее свойство
позволяет разложить ее в ряд
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Подставим представление (21) в выражение (20),
выполним в последнем интегрирование по ча-
стям и получим 

(22)

где  – поправка (16), в которой . Подста-
вим выражения (16) и (17) в выражение (22) и вы-
пишем первый вклад в него

(23)

Возьмем в выражении (23) интеграл по перемен-
ной  и, в итоге, получим

(24)

Если положить в выражении (24) , то оно
совпадает с выражением для нелинейной плотно-
сти заряда, полученной в Приложении работы
[15] и описывающей нелинейное взаимодействие
трех продольных колебаний. В выражении (24)
осталось выполнить интегрирование по про-
дольным скоростям. Используя определение

плазменной дисперсионной функции 

, получим

(25)

где ,  и .

Учитывая выражения (25) в выражении (24), мы
приходим к следующему представлению для
плотности заряда :
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(26)

Второй вклад в выражение (22) имеет вид

(27)

Воспользуемся выражением (25) для упрощения выражения (27) и получим

(28)

Сумма выражений (24) и (28) при  совпадает
с представлением для нелинейной плотности за-
ряда, полученной в работе [15] и описывающей
распад поперечной (необыкновенной) электро-
магнитной волны на два продольных колебания.

Вклад в выражение (22) имеется также вклад,
связанный с линейным возмущением (16) в
присутствии только продольного электрического
поля  (поправка (16), в которой )

(29)

Кроме того, мы еще не учли последний член в вы-
ражении (21). Его учет приводит к следующему
вкладу в нелинейную плотность заряда
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(30)

При поперечном распространении волны 
выражения (29) и (30) равны нулю. Далее, введем
нелинейную электронную восприимчивость
плазмы согласно определению

(31)

где  – 3-х индексный тензор проводимости
плазмы. Анализируя (31), можно отметить, что
выражение (31) обладает симметрией относи-
тельно перестановки  , т.е. под-
чиняется симметрии Мэнли–Роу.

Следует отметить, что в рамках подхода, осно-
ванного на теории возмущения и использовании
последовательных итераций для определения бо-
лее высоких поправок к равновесной функции
распределения по амплитуде полей, который по-
дробно описан в работах [23–25], компоненты
волновых векторов нелинейно взаимодействую-
щих волн считаются заданными. Они могут быть

определены в результате решения линейных дис-
персионных уравнений соответствующих волн.

Выражение (31) позволяет описать любой па-
раметрический распад обыкновенной волны, в
результате которого возбуждаются два продоль-
ных колебания. В частности, его можно исполь-
зовать при описании параметрического распада
обыкновенной волны на периферии плазмы в
присутствии блобов, в результате которого воз-
буждаются дочерние верхнегибридная и нижне-
гибридная волны. Это один из возможных сцена-
риев, которые исследуются в настоящее время в
контексте анализа влияния паразитных нелиней-
ных явлений на распространение пучка СВЧ-
волн при ЭЦРН в токамаке ITER. Пример анали-
за одного из сценариев распада обыкновенной
волны, при котором возбуждаются две косые
ленгмюровские волны, может быть найден в ра-
боте [26].

4. ПРЕДЕЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ

Рассмотрим нелинейную восприимчивость
(31) в случае однородной накачки, т.е. высокоча-
стотных колебаний, для описания которых необ-
ходимо положить   в выражении (1).
При этом, будем считать компоненты поля этих
колебаний независимыми величинами. В этом
случае ,  и выражение (31) све-
дется к следующему виду:

(32)

Удерживая в выражении, стоящем в фигурных
скобках, члены первого порядка малости по пара-
метру , мы получим

(33)

Выражение (33) совпадает с выражением (А.5),
полученным в дипольном приближении.

5. ВЫВОДЫ
Впервые в явном виде получено выражение

для нелинейной (квадратичной) высокочастот-
ной восприимчивости магнитоактивной плазмы
в кинетическом приближении, которое описыва-
ет нелинейную связь СВЧ-волны обыкновенной
поляризации с двумя электростатическими коле-
баниями. В предельном случае длинноволновых
дочерних колебаний полученное выражение (31)
воспроизводит выражения, выведенные в рамках
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дипольного приближения (А.5). Полученные ре-
зультаты могут быть полезны при анализе нели-
нейных эффектов при ЭЦРН-нагреве при рас-
пространении обыкновенной волны на перифе-
рии плазмы.

Расчеты выполнены в рамках государственно-
го контракта ФТИ им. А.Ф. Иоффе 0040-2019-
0023, а Приложения подготовлены в рамках госу-
дарственного контракта ФТИ им. А.Ф. Иоффе
0034-2021-0003.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

В этом Приложении мы выпишем нелинейные
коэффициенты связи в дипольном приближении,
базируясь на результатах работы [27]. Поле коле-
баний накачки и потенциалов дочерних волн в
этом случае определяются выражениями (1), (9) и
(10), где , за исключением компонент
вектора поляризации (7). Согласно Приложению
I в работе [27] нелинейные плотности заряда име-
ют вид

(A.1)

где функция  дается следующим выраже-
нием:

(A.2)

В выражении (А.2)  – фазы компонент поля
колебаний накачки (см. (7)). Используя вектор
поляризации (7) в выражении (А.2), получим

(A.3)

В выражении (А.3) мы учли, что выполняется не-
равенство , которое немедленно при-

водит к приближенному выражению .
Поскольку для низкочастотных колебаний
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 и , мы пе-
репишем выражение (А.1) в следующем виде:

(A.4)

где мы использовали новое обозначение

(A.5)
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