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Установленная М. Планком [1] спектральная
плотность энергии термодинамически-равно-
весного излучения (в дальнейшем именуемого
СПЭРИ) соответствует идеализированной моде-
ли абсолютно черного тела, которая существует в
полости, заполненной излучением и ограничен-
ной абсолютно поглощающим веществом. Пред-
полагается, что излучение находится в термоди-
намическом равновесии с веществом, хотя эф-
фекты взаимодействия фотонов с веществом,
ограничивающим полость, в явном виде не учи-
тываются [2]. В пренебрежении вкладом нулевых
колебаний электромагнитного поля распределе-
ние Планка в объеме V имеет вид

(1)

Обычно такой вид СПЭРИ связан с рассмотрени-
ем макроскопического тела, находящегося в теп-
ловом равновесии с окружающим его излучением
черного тела (подробности и ссылки см. в [3, 4]).
В выражении (1) T – температура окружающей
этот объем среды (в энергетических единицах),
c – скорость света в вакууме. Отметим, что до
настоящего времени большое внимание уделя-
лось изучению оптических свойств различных
плазменных систем [5–8], но не исследованию
СПЭРИ.

Вместе с тем, как было показано в [9–12], в об-
щем случае неупорядоченной системы зарядов,

взаимодействующих по закону Кулона, для
произвольно сильного взаимодействия суще-
ствует непосредственная связь между учитываю-
щей частотную и пространственную дисперсию
поперечной диэлектрической проницаемостью

 (ПДП) и СПЭРИ. Эта связь в наиболее
общем виде, который учитывает взаимодействие
собственного векторного потенциала поля с ин-
дуцированным им током, выражается соотноше-
нием [13]

(2)

Поскольку СПЭРИ является равновесной флук-
туационной характеристикой системы частиц и
фотонов, вывод соотношения (2) не требует вве-
дения внешних полей и токов [10, 11] и произво-
дится, опираясь на усреднение Гамильтониана 
фотонов, взаимодействующих с нерелятивист-
ской квантовой плазмой (см., например, [14])

(3)

Здесь  является Гамильтонианом нереляти-
вистских частиц, взаимодействующих между со-
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бой по закону Кулона и находящихся в кванто-
ванном электромагнитном поле,

(4)

Величины  и  представляют собой опе-
раторы рождения и уничтожения для нереляти-
вистских частиц типа a с зарядом , массой ,
собственным моментом ; 
является оператором полного числа частиц сорта
a, а оператор  описывает кулоновское взаи-
модействие частиц

(5)

Здесь  это потенциал Кулона для
частиц сортов a и b, а  является Гамильтониа-
ном свободного электромагнитного поля

(6)

Операторы  и  описывают рождение и
уничтожение квантов электромагнитного поля с
импульсом  и поляризацией λ и удовлетворяют
коммутационным соотношениям 

. Оператор  описывает векторный
потенциал квантованного электромагнитного
поля

(7)

с векторами поляризации , подчиняющимся
соотношениям [14]

(8)

Поясним теперь вывод соотношения (2). Усред-
няя Гамильтониан  (3) можно выделить все чле-
ны квадратичные по операторам  и . Легко
видеть, что кроме среднего от оператора (6) име-
ется еще один квадратичный по этим операторам
член в , связанный с взаимодействием соб-
ственного тока в системе, вызванного собствен-
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ным векторным потенциалом электромагнитного
поля , с этим полем. Оба этих члена при
усреднении Гамильтониана  выражаются через
функцию распределения 

 квантов электромагнитного поля в
плазменной среде (явное выражение получено в
[13]). В свою очередь функция  выражается
через фотонную функцию Грина 

 [15]

(9)

Скобки  в определении  означают усред-
нение в большом каноническом ансамбле для си-
стемы частиц и фотонов с химическим потенциа-
лом фотонов равным нулю [2]. При этом фотон-
ная функция Грина в плазме выражается через
ПДП, в которой в принципе полностью учтены
эффекты кулоновского взаимодействия частиц
[11, 15]

(10)

Очевидно, что выражение (2) является всегда по-
ложительным благодаря явному включению в не-
го нулевых колебаний поля.

Используемый подход позволяет наиболее
полно описывать эффекты, относящиеся к ча-
стотной и пространственной дисперсии плазмен-
ной среды с учетом кулоновского взаимодействия
частиц. Как следует из (2) СПЭРИ в плазме, нахо-
дящейся в термодинамическом равновесии с из-
лучением, отличается от Планковского распреде-
ления, которое соответствует идеальному фотон-
ному газу. Для получения распределения Планка
в (2) следует положить , пренебре-
гая наличием среды. При этом СПЭРИ (2) содер-
жит и нулевые колебания электромагнитного по-
ля , как будет очевидно
из следующих выражений.

Основные усилия последних двух десятилетий
были посвящены проблеме влияния простран-
ственной дисперсии свойств плазменной среды
(наряду с частотной дисперсией) на вид СПЭРИ
[9, 11]. Решение задачи о виде СПЭРИ в плазмен-
ной среде существенно, в частности, для астро-
физических приложений (см. работы [16, 17], где
пространственной дисперсией в нерелятивист-
ской плазме пренебрегалось). Роль простран-
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ственной дисперсии в диэлектрической прони-
цаемости особенно существенна для реляти-
вистского случая [18]. Однако общего решения
проблемы расчета СПЭРИ в плазме до сих пор
нет, и разные подходы приводят к разным резуль-
татам. Трудности прежде всего связаны с отсут-
ствием надежных выражений для ПДП даже в
слабостолкновительной плазме и тем более в
плазме, где существенны одновременно и столк-
новения и пространственная дисперсия.

В данной работе будет исследовано влияние
столкновений на вид СПЭРИ в плазме с умерен-
ной кулоновской неидеальностью в пренебреже-
нии диссипацией, т.е. предполагается, что мни-
мая часть  мала (“резонансное прибли-
жение”). В этом случае интегрирование по
волновому вектору k может быть произведено
благодаря возникающей -
функции. Как было показано в [16, 17], такое при-
ближение в пренебрежении пространственной
дисперсией ПДП приводит к возникновению
“щели” в СПЭРИ в бесстолкновительной плазме
при частотах , где  – плазменная часто-
та электронов. Ниже определяется влияние учета
столкновений в слабонеидеальной плазме на по-
ложение этой границы.

При этом можно опираться на зависимость
проводимости неидеальной плазмы от частоты,
весьма хорошо описывающую имеющиеся экспе-
риментальные данные по оптическим свойствам
в широком интервале частот, а также и статиче-
скую проводимость [19]. Для произвольного вы-
рождения электронов частотно-зависящая про-
водимость  (и связанная с ней диэлектриче-
ская проницаемость ) имеет вид

(11)

Здесь  является эффективной частотой
электрон-ионных столкновений, а нормирован-
ная на плотность электронов  функция распре-
деления имеет вид

(12)

где для электронов спин . Интересуясь да-
лее невырожденными электронами c отрицатель-
ным химическим потенциалом , переходя
к функции распределения Максвелла в (11), (12) и
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где  фактор учитывающий электрон-
электронные столкновения по Спитцеру, а заряд
ионов для простоты выбран . Из (11) на-
ходим

(14)

Здесь введена безразмерная частота .

Величина  как функция  при различных
значениях Γ изображена на рис. 1. Значения кор-
ней уравнения  равны:  при

;  при ;  при
. Таким образом, частота отсечки уменьша-

ется с ростом . Аналитически из (14) легко полу-
чить корень  при .

Интегрирование (2) с  с

диэлектрической функцией 
функцией в пренебрежении пространственной
дисперсией и столкновениями приводит к План-
ковскому распределению с перенормированны-
ми нулевыми колебаниями [13]
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Рис. 1. Функция  при разных значениях 
(1 – сплошная кривая),  (2 – пунктир), 
(3 – штрихпунктир с двумя точками).
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где  – единичная ступенчатая функция Хе-
висайда. Два слагаемых в (15) отвечают ис-
пользованию в соотношении (2) тождества

. Выражение (15) со-
ответствует классическому результату Бриллюэна
(см., например, [15]). Очевидно, что при переходе
к случаю высоких частот, когда , в (15)
основной вклад вносит первое слагаемое, соответ-
ствующее перенормированным (зависящим от
плотности частиц) нулевым колебаниям. При
этом зависящее от температуры второе слагаемое
в (15), ведущее к модифицированному распреде-
лению Планка, оказывается при высоких частотах
экспоненциально малым по сравнению с завися-
щей от плотности поправкой  к

вакуумным нулевым колебаниям .
Интегрирование (2) в пренебрежении про-

странственной дисперсией с диэлектрической
функцией  (14) приводит к СПЭРИ в виде

(16)

Введем переменную W, определяемую соотношени-
ем 

, где  и 
– длина волны Де-Бройля. Переходя к безразмер-
ной форме СПЭРИ  полу-
чаем

(17)

При  величина . Если
 и  имеем , что захватывает

широкую область левее максимума 
Планковского излучения, но находится правее
границы щели в .

На рис. 2 показаны кривые для  в рассмат-
риваемом приближении при разных параметрах Γ
(кривые 3, 4, 5). Очевидно, что граница щели при
учете электрон-ионных столкновений сдвигается
в сторону больших W. Полученные численные
значения для границы щели при использовании
переменной W и значении  равны:

 при ;  при ;
 при .

Для сравнения на этом же рисунке показано
 (кривая 1) и Планковское СПЭРИ с уче-
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том нулевых вакуумных колебаний e(W) = ePl +
 (кривая 2).

В настоящей статье на основе использования
частотно-зависящей проводимости в Лоренцев-
ском приближении численно получен сдвиг по-
ложения границы щели в СПЭРИ. Этот результат
обобщает подход развитый для применения к из-
лучению в плазме ранней Вселенной в [16, 17], где
рассматривалась СПЭРИ в резонансном прибли-
жении без учета пространственной дисперсии.
Учет столкновений в рассмотренной форме при-
меним лишь для области частот , когда
эффективная частота столкновений  не зависит
от . Нужно отметить, что при учете даже слабых
столкновений, когда параметр неидеальности
плазмы , правило для отделения в СПЭРИ
нулевых колебаний отсутствует. Как было пока-
зано при рассмотрении СПЭРИ с зависящей от
частоты и волнового вектора ПДП [13, 20] полное
СПЭРИ в области прилегающей к максимуму на-
ходится в хорошем согласии с Планковской кри-
вой, отличаясь от нее при низких и высоких ча-
стотах. Такое отличие могло иметь место в горя-
чей плазме ранней Вселенной, влияя на ее
эволюцию.

Однако проблема отделения нулевых флуктуа-
ций и их перенормировка подобная (15), (16) в
бесстолкновительной плазме требует дальнейше-
го анализа, так как эта проблема возникает толь-
ко для конкретных моделей ПДП. Это не значит,
что проблема существует для всех моделей ПДП.

+ 3/2W

ω ≤� / 1T
ν*

ω

Γ < 1

Рис. 2. Функции  (1 –

штрихпунктир),  (2 – штриховая кри-
вая) и функция  для  и разных параметров

 (3 – сплошная кривая),  (4 – пунк-
тир),  (5 – штрихпунктир с двумя точками).
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Попытки найти модели ПДП, позволяющие со-
хранить нулевые флуктуации вакуума в традици-
онной форме являются предметом дальнейшего
анализа. Вместе с тем, можно надеяться, что во-
прос о видоизменении вида нулевых колебаний
может быть решен экспериментально на основе
измеримых эффектов (например, эффекта Кази-
мира).

Авторы благодарны А.Г. Храпаку и С.А. Храпа-
ку за обсуждения лоренцевской модели проводи-
мости умеренно неидеальной плазмы и кулонов-
ского логарифма. Работа выполнена в рамках
гранта РНФ 22-29-00348.
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