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Электродинамическая теорема взаимности используется для построения теории рассеяния микро-
волновых пучков с конечной апертурой на флуктуациях плотности в неоднородной магнитоактив-
ной плазме. Основным результатом работы является представление спектральной плотности мощ-
ности детектируемого антенной рассеянного излучения в виде свертки функций Вигнера, характе-
ризующих произвольные неоднородные в пространстве распределения зондирующего поля и поля
приемной антенны, со спектром автокорреляционной функции флуктуаций плотности плазмы.
Проанализированы эффекты неоднородности волнового поля и среды в различных предельных
случаях. Приведен пример расчета эффективного уширения спектра рассеяния за счет неоднород-
ности в планируемом эксперименте по коллективному рассеянию на установке ГДЛ.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Коллективное томсоновское рассеяние мощ-

ного миллиметрового излучения на флуктуациях
плотности магнитоактивной плазмы позволяет
получать информацию о распределении ионов
плазмы по скоростям [1, 2], исследовать ионный
состав [3–5], скорость вращения плазмы [6], ин-
дуцированные плазменные неустойчивости [3,
7–11] и спектры турбулентных флуктуаций плаз-
мы [12–15]. Возможности анализа спектров рас-
сеянного сигнала для диагностики функции рас-
пределения ионов были продемонстрированы
экспериментально на токамаках TFTR, JET,
TEXTOR, ASDEX-U, стеллараторах L2M, W7AS,
LHD, TJII, W7X. Коллективное рассеяние мил-
лиметрового излучения рассматривается как ос-
новной способ диагностики термоядерных аль-
фа-частиц в токамаке-реакторе ИТЭР [16]. Не-
давно такая диагностика была предложена для
определения функции распределения энергич-
ных ионов в крупномасштабной открытой маг-
нитной ловушке ГДЛ [17, 18].

В отличие от рассеяния лазерного излучения,
использование более длинноволнового СВЧ-из-
лучения для диагностики лабораторной плазмы
ставит перед исследователями задачу корректно-

го учета эффектов рефракции и дифракции ква-
зиоптических волновых пучков в неоднородной
магнитоактивной плазме. Эти эффекты, как пра-
вило, учитываются при расчете распространения
внешнего зондирующего излучения от антенны
до области рассеяния и, соответственно, транс-
порта детектируемого в соответствии с диаграм-
мой направленности приемной антенны рассеян-
ного излучения от области перекрытия пучков.
Такая задача обсуждалась в работах [19–21]; при
этом обращалось внимание в основном на иска-
жение формы квазиоптических волновых пучков
и проблему верного расчета интеграла их пере-
крытия.

В настоящей работе мы обсуждаем другой
фундаментальный аспект этой проблемы, связан-
ный с неоднородностью СВЧ-поля и плазмы
внутри области рассеяния. Отметим, что вопрос о
том, как в формулу для эффективности рассеяния
волн на флуктуациях плазмы, изначально полу-
ченную для плоских волн [22], корректно ввести
конечную ширину спектра падающего пучка ра-
нее, поднимался в [19, 23–25]. Однако долгое вре-
мя такого рода вопросы не имели практического
смысла из-за отсутствия адекватных средств мо-
делирования распространения излучения в плаз-
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ме больших установок. Используемый стандарт-
ный геометрооптический метод трассировки лу-
чей не обладает достаточной точностью, чтобы
корректно описывать эффекты дифракции. Став-
шие естественным развитием лучевого подхода
методы безабберационной квазиоптики предпо-
лагают навязывание пучкам гауссовой структуры
[26–28]. Для этого случая довольно подробно бы-
ло исследовано поведение интеграла простран-
ственного перекрытия пучков в задаче рассеяния
[20, 29]; при этом влияние конечной ширины
спектра волновых пучков обсуждалось лишь на
качественном уровне с привлечением более или
менее обоснованных оценок [23].

В последнее время активно развиваются мето-
ды полноволнового моделирования СВЧ-поля в
плазменных установках [30–32]; достигнут зна-
чительный прогресс в ускорении таких расчетов с
использованием параллельных вычислений [31].
Кроме того, реализовано несколько подходов,
позволяющих без ресурсоемкого полноволнового
моделирования рассчитывать распределение по-
ля с учетом рефракции, дифракции и простран-
ственной дисперсии среды. Это, например, абер-
рационный квазиоптический подход [33–36] и
подход, основанный на решении кинетического
уравнения для функций Вигнера [37–39]. Новые
методы дают возможность учесть электродина-
мику задачи рассеяния микроволнового излуче-
ния более точно. Это ставит вопрос о том, как
применять стандартные формулы задачи рассея-
ния, полученные в приближении плоских волн в
однородной среде, к более сложным распределе-
ниям волнового поля в неоднородных средах.

В данной статье излагается метод расчета
спектральной мощности рассеянного излучения,
основанный на использовании теоремы взаимно-
сти для магнитоактивной плазмы. Сама по себе
техника, основанная на теореме взаимности, не
является новой. Общие её основы можно найти в
учебниках [40–42], конкретные примеры приме-
нения для задач приема излучения из магнитоак-
тивной плазмы, в том числе, для задачи рассея-
ния на флуктуациях плазмы, развиты в работах
[19, 24, 25]. Тем не менее, мы считаем, что доста-
точно подробное формальное обоснование этого
подхода для задачи рассеяния не является лиш-
ним. В разд. 2 и 3 мы повторяем стандартный вы-
вод теоремы взаимности и обсуждаем ее приме-
нение для определения попадающей на антенну
мощности излучения для заданных монохрома-
тических токов и в случае рассеяния монохрома-
тического излучения на монохроматических
флуктуациях проводимости среды. В разд. 4 при-
водится один из возможных вариантов вывода
максимально общего выражения для спектраль-
ной плотности мощности детектируемого антен-
ной рассеянного излучения в виде свертки функ-
ций Вигнера, характеризующих произвольно не-

однородные распределения зондирующего поля
и поля приемной антенны, со спектром автокор-
реляционной функции флуктуаций плазмы. Да-
лее общие формулы анализируются для случая
квазиоптических волновых пучков в плавнонеод-
нородной магнитоактивной плазме, имеющего
большое практическое значение. В разд. 5 рас-
сматривается еще более простой и допускающий
аналитические оценки случай, в котором учи-
тывается только неоднородность (конечность
спектра) волнового поля, а среда и спектр флук-
туаций в области рассеяния считаются однород-
ными. В разд. 6 на примере анализа планируемого
на установке ГДЛ (ИЯФ СО РАН) эксперимента
по регистрации коллективного рассеяния микро-
волнового излучения показано, как развитая в
работе теория может быть применена для интер-
претации результатов квазиоптического или пол-
новолнового расчета распределения полей в об-
ласти рассеяния для волн электронного-цикло-
тронного диапазона частот.

2. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ВЗАИМНОСТИ 
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОПАДАЮЩЕЙ

НА АНТЕННУ МОЩНОСТИ ИЗЛУЧЕНИЯ 
ЗАДАННЫХ ТОКОВ

Рассмотрим два локализованных распределе-
ния гармонически меняющихся во времени токов

 в двух разных стационарных и, в общем
случае, неоднородных средах, заданных тензора-
ми электрической и магнитной проницаемости

 и . Данные токи порождают поля

 и . Запишем уравнения Макс-
велла для комплексных амплитуд введенных ве-
личин

В наиболее общем случае операторы  и  описы-
вают линейную анизотропную среду с простран-
ственной дисперсией, т. е. для каждой из сред

где индексы  обозначают проекции на коор-
динатные оси, по повторяющемуся индексу j
подразумевается суммирование, интеграл берет-
ся по некоторому объему V, занятому полем. В
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среде без пространственной дисперсии инте-
гральные свертки вырождаются в умножение век-
тора E на числовую матрицу. Несмотря на то, что
уравнения Максвелла отвечают разным источни-
кам и разным средам, они записаны в одном и
том же координатном пространстве r. Поэтому
для решений этих уравнений можно сформули-
ровать формальное тождество

(1)

Проинтегрируем полученное равенство по объе-
му V. При этом учтем два обстоятельства. Во-пер-
вых, в левой части равенства (1) стоит в точности
дивергенция поля . Во-вторых,
интеграл от слагаемого в фигурных скобках даст
нулевой вклад, если

или, более кратко,

Таким образом, в этой статье под “транспониро-
ванием” мы понимаем не только перестановку
индексов соответствующих тензоров, но и пере-
становку аргументов интегральной свертки по
пространству в средах с пространственной дис-
персией. В случае магнитоактивной плазмы это
эквивалентно тому, что среда 2 получается из
среды 1 сменой направления внешнего магнит-
ного поля на противоположное [43].

С учетом сделанных замечаний после интегри-
рования (1) по конечному объему  получается
равенство, известное в радиофизике как лемма
Лоренца [40, 44]

(2)

где под  подразумевается граница области V.
Поля на большом расстоянии от локализованных
источников  должны иметь форму сфериче-
ской волны, поэтому подынтегральное выраже-
ние в левой части спадает быстрее, чем  при

. Устремив область интегрирования в бес-
конечность, мы можем обратить в ноль левую
часть равенства (2). Полученное равенство
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связывающее комплексные амплитуды полей и
токов в “прямой” и “транспонированной” сре-
дах, обычно и называется “теоремой взаимности”
[40–43].

Пусть теперь  описывает некоторый на-
бор сторонних токов, возбужденных в магнитоак-
тивной плазме, а  описывает токи в неко-
торой антенне, работающей в режиме излучения.
При этом в правой части (3) получается свертка
поля, наводимого на антенну в режиме приема, с
токами в антенне в режиме излучения. Вычислим
квадрат модуля этой величины

(4)

где  и  – напряжение, наводимое на антен-
ну в режиме приема, и детектируемая мощность в
случае, когда поле создается токами ,  и  –
ток в антенне и мощность в режиме работы на из-
лучение, R – активная часть сопротивления излу-
чения антенны. При определении детектируемой
мощности мы учли, что в режиме согласованного
приема сопротивление детектирующего элемента
равно сопротивлению излучения антенны. С уче-
том (3) получаем универсальное соотношение,
связывающее мощность излучения, принимае-
мого антенной, и излучающий ток

(5)

Таким образом, общая схема расчета принимае-
мой антенной мощности выглядит следующим
образом: рассчитывается поле , создаваемое
антенной в транспонированной среде в режиме
на излучение, затем это поле сворачивается с за-
данными токами в плазме  и нормируется на
полную излученную антенной мощность .

Заметим, что при выводе формулы (5) мы не
требовали малость размеров антенны по сравне-
нию с длиной волны, более того, наше утвержде-
ние не зависит от конкретной модели антенны.
Например, в работе [25] полагалось, что антенна
представляет собой рупор с волноводным выхо-
дом. В этой задаче формальные источники поля
антенны находятся на бесконечности, а внутри
объема V источники отсутствуют ( ). Поэто-
му вместо (4) мы должны рассчитать ненулевую
левую часть выражения (2), считая, что интегри-
рование ведется по некоторому поперечному се-
чению волновода . Для этого разложим поля в
волноводе по собственным модам, считая, что
поле  состоит только из мод, бегущих от антен-
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ны в сторону среды, а поле  представляет собой
сумму встречных собственных мод, распро-
страняющихся от антенны к среде и от среды к
антенне:

Для собственных мод волновода выполнены
соотношения ортогональности [40]

где  – полная мощность, переносимая модой
через поперечное сечение волновода. Комбини-
руя эти соотношения, для левой части выражения
(2) получим

В режиме согласованного приема антенна на-
строена на прием/излучение одной выделенной
моды, поэтому сумма в правой части состоит из
одного слагаемого .
Учитывая также, что в правой части (2) стоит

, для принимаемой антенной мощно-
сти мы опять приходим к соотношению (5).

3. РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО 
ИЗЛУЧЕНИЯ НА МОНОХРОМАТИЧЕСКИХ 

ФЛУКТУАЦИЯХ ПЛОТНОСТИ ПЛАЗМЫ

В этом разделе мы рассмотрим излучение
флуктуирующих токов, возбуждаемых в плазме
внешним полем. Допустим, что монохроматиче-
ский ток  на заданной частоте ω есть результат
взаимодействия монохроматической флуктуации
плотности плазмы  на частоте Ω и внешнего
монохроматического поля , которое возбужда-
ется источником с мощностью  на частоте

. Отметим, что поскольку внешнее по-
ле осциллирует на смещенной частоте, то токи,
его создающие, не входят в теорему взаимности
для частоты ω. Усредненное по реализациям
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флуктуаций равенство (5) можно представить в
виде

(6)

Здесь  и  комплексные амплитуды внешнего
поля и флуктуаций плотности плазмы, а  – тен-
зор проводимости среды на частоте рассеянного
поля ω; все величины в круглых скобках должны
вычисляться в “прямой” среде, а поле антенны

 – в “транспонированной”. Поскольку от-
клик среды линеен по концентрации плазмы, в
дальнейшем удобно использовать тензор поляри-
зуемости , который от концентрации
плазмы не зависит. При этом

Дальнейшие преобразования выражения (6)
связаны с тем, что обычно нам не известно кон-
кретное распределение величины , а известны
только ее усредненные спектральные свойства,
заданные автокореляционной функцией флукту-
аций

Введем по аналогии величины

которые можно интерпретировать как функции
Вигнера для распределений комплексных ампли-
туд электрического поля, нормированные на
мощность источников этих полей. Учитывая “об-
ратные” соотношения
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левую часть (6) можно выразить через введенные
выше корреляторы:

Здесь штрихи обозначают величины, зависящие
от координат  и ; в последнем интеграле мы
перешли к ,  и учли, что
якобиан преобразования от  к  равен
единице; по повторяющимся индексам i и j в тен-

зорах  берется суммирование. В результате
взятия интеграла по  формируется дельта-

функция , выражающая усло-
вие трехволнового синхронизма. В итоге выраже-
ние для принимаемой мощности (6) приводится
к виду

(7)

Обратим внимание еще раз на то, что при вычис-

лении  излучаемое антенной поле должно
определяться для транспонированной среды.

4. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ 
МОЩНОСТИ ИЗЛУЧЕНИЯ, РАССЕЯННОГО 
НА ФЛУКТУАЦИЯХ ПЛОТНОСТИ ПЛАЗМЫ

Важное практическое значение имеет обобще-
ние формулы (7) на случай немонохроматических
полей в стационарной фоновой среде с завися-
щими от времени флуктуациями. В этом случае
мы можем ввести дополнительное усреднение по
интервалу времени T, который предполагается
много больше всех характерных времен рассмат-
риваемой задачи. При этом спектральные харак-
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теристики флуктуаций описываются “стационар-
ной” автокорреляционной функцией

где интеграл по t берется по интервалу времени T,
а индекс Ω указывает на то, что величина от-
носится к единичному интервалу частот .
Введенная величина связана с общепринятой
спектральной функцией рассеяния соотношени-
ем [22]

(8)

зависимость S от пространственной координаты
в магнитоактивной плазме может появляться
из-за неоднородности магнитного поля. Для ста-
ционарных флуктуаций средняя автокорреляци-
онная функция не зависит от центрального вре-

мени t, поэтому верно .
То есть при решении задач рассеяния электро-
магнитного излучения на стационарных флуктуа-
циях плазмы в (7) следует подставлять величину

. При этом падающее электромагнитное поле
можно без ограничения общности считать моно-
хроматическим с частотой , а мощность рассе-
янного на флуктуациях излучения должна быть
отнесена к единичному интервалу частот, причем

 в силу связи . В результате
соотношение (7) можно переписать для спек-
тральной мощности излучения, приходящего на
антенну, как

(9)

Рассмотрим более подробно случай рассеяния
в плавнонеоднородной плазме. В рамках прибли-
жения геометрической оптики есть быстроменя-
ющаяся в пространстве фаза поля, а остальные
величины меняются в пространстве плавно на
масштабах длины волны. В этих условиях можно
выделить нормальные моды , которые ха-
рактеризуются комплексным вектором поляри-
зации  и комплексной скалярной амплиту-
дой  [43, 45]. В магнитоактивной плазме это
обыкновенная и необыкновенная волны. При
решении задачи рассеяния в плавнонеоднород-
ной среде мы будем считать, что падающее и рас-
сеянное поля отвечают определенным (не обяза-
тельно одинаковым) нормальным волнам. На
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практике выбор моды рассеянного излучения
определяется тем, на прием какой волны настро-
ена антенна.

Можно показать, что в первом неисчезающем
приближении по малому параметру геометриче-
ской оптики “тензорная” часть функции Вигнера
определяется тензорным произведением векторов
поляризации, а “скалярная” часть функция Виг-
нера берется как свертка скалярных комплексных
амплитуд [38]. В нашем случае получаем

где

(10)

многоточие означает “ant” для излучения антен-
ны и “in” для падающего излучения. Заметим, что
именно в рамках геометрооптического прибли-
жения свойства среды ( ) перестали входить в
скалярную функцию Вигнера . Прямым вы-
числением нетрудно убедиться, что

и ввести интеграл пересечения волновых пучков

Умножим и поделим на это соотношение правую
часть (9) и возьмем интеграл по k. В результате
получим выражение для спектральной мощности
рассеянного излучения в плавнонеоднородной
среде в виде
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где усреднение  вводится как

=ant ant ant ant( , ) ( ) ( ) ( , ),ij
i jW Wr k e e r k

= χ χin in in in*ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) ( , ),ij
i jW Wr k e e r k

( )
( ) ( ) Δ

= ×
π

× − Δ + Δ Δ

... 3
...

3
... ...

1( , )
2

*/2 /2 d ,i

W
P

E E e k r

r k

r r r r r

χ̂
inW

=
3 2

... ... ...( , )d | ( )| ,P W Er k k r

= =

=




2 2 3
b ant ant

3 3 3
ant in ant 1 in 2 1 2

| | | | d

( , ) ( , )d d d .

I E E

P P W W

r

r k r k k k r

Ω

ω= ×
ω π

× ⋅χ Γ δ + +

2
rec in b

2

2 3
ant 1 in 2 1 2

d
d (16 )

ˆ| ( , ) ( , )| ( , ) ( ) d ,

P P I

e r k e r k r k k k k k

...

= 


3 3 3
1 2 ant 1 in 2 1 2

3 3 3
ant 1 in 2 1 2

( , , ) ( , ) ( , )d d d
.

( , ) ( , )d d d

F W W
F

W W

r k k r k r k k k r

r k r k k k r

Здесь функции Вигнера определяют вес при
усреднении геометрооптической, по сути, эф-
фективности рассеяния; однако сами функции
Вигнера должны находиться вне рамок геометро-
оптического приближения. Эта иерархия пред-
ставляется нам наиболее удобной формой для ка-
чественного физического анализа, а также для
применения в полноволновых расчетах, результа-
том которых является пространственное распре-
деление комплексных амплитуд полей . Фор-
мула (11) позволяет решить задачу рассеяния не-
посредственно для поля  без привлечения
какого-либо дополнительного способа введения
волнового вектора в неоднородной среде. Отме-
тим, что для квазиоптических волновых пучков
скалярные функции Вигнера, как правило, плав-
ные функции координат (нет быстро осциллиру-
ющих по пространственной координате гармо-
ник) и узкие локализованные функции в про-
странстве волновых векторов.

В квазиоптическом приближении скалярная
амплитуда поля наиболее естественно нормиру-
ется на интенсивность излучения J в пучке, опре-
деленную как плотность потока энергии в на-
правлении локальной групповой скорости [46]. В
геометрической оптике эта величина связана со
скалярной амплитудой поля стандартным соот-
ношением

где  – эрмитова часть тензора диэлектрической
проницаемости, N – показатель преломления за-
данной нормальной волны, θ – угол между вол-
новым вектором и групповой скоростью в ани-
зотропной среде (в изотропной среде ). За-
висимость коэффициента κ от координаты
определяется только фоновой средой, но не по-
лем и флуктуациями. В неоднородной магнито-
активной плазме вариация коэффициента κ в об-
ласти рассеяния может быть существенной. По-
этому удобно с самого начала ввести этот
коэффициент в нормировку функций Вигнера,
определив

Это позволяет определить стандартный интеграл
перекрытия пучков по интенсивности, традици-
онно используемый в теории рассеяния,
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и переписать формулу (11), введя операцию
усреднения с новой весовой функцией

(12)

Как и прежде, операция усреднения содержит
информацию о пространственном распределе-
нии интенсивностей полей и о ширине их спек-
тров, кроме того она учитывает зависимость по-
ляризационного фактора рассеяния от волновых
векторов волн. В результате для спектральной
плотности рассеянной мощности получим

(13)

где  ≈ 2.8 × 10–13 см–3 – классический
радиус электрона,  – длина волны пада-
ющего и рассеянного излучения, G – поляриза-
ционный форм-фактор, определяемый из соот-
ношения

Множитель  введен для совместимости с
наиболее распространенным выражением для
спектра рассеянной мощности, введенного в [22]
и [29]. После несложных подстановок получим

(14)

где  определяет плазменную ча-
стоту. Напомним, что индекс “ant” относится к
полю антенны, излучающей в транспонирован-
ной среде, все геометрооптические величины с
этим индексом зависят от волнового вектора ,
частоты ω и пространственных координат. Поля-
ризуемость  и связанный с ней тензор  тоже вы-
числяются на частоте ω, но в прямой среде. Ин-
декс “in” относится к падающему полю в прямой
среде, геометрооптические величины с этим ин-
дексом зависят от волнового вектора , частоты

 и пространственных координат.
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5. РАССЕЯНИЕ НА ЛОКАЛЬНО 
ОДНОРОДНЫХ ФЛУКТУАЦИЯХ

В ЛОКАЛЬНО ОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

Прежде всего покажем, что формулы (12)–(14)
могут привести к стандартному выражению для
спектральной плотности рассеиваемой мощно-
сти плоских волн в однородной плазме. Для этого
достаточно положить, что спектр волновых чисел
в пучке бесконечно узкий, то есть

(15)

Здесь мы ввели новый индекс “sc”, характеризу-
ющий поле рассеянного излучения, принимае-
мого антенной. Заметим, что волновой вектор
принимаемого излучения  противоположен
волновому вектору  излучающей антенны. Под-
ставляя указанные распределения в (12) и (13) по-
лучим, что операция усреднения по волновому
полю сводится к подстановке  и ,
а рассеиваемая мощность равна

(16)

Для того, чтобы получить стандартный ответ [29],
осталось избавиться от транспонированной
среды в поляризационном факторе. Для этого
вспомним, что рассеянное поле распространяет-
ся в той же (не транспонированной) среде, что и
падающее излучение, то есть . В про-
странственно однородной плазме “транспониро-
вание”, то есть смена направления внешнего маг-
нитного поля, не меняет распределения скаляр-
ных амплитуд нормальных мод, при этом вектора
поляризации заменяются на комплексно-сопря-
женные величины [43]. В наших обозначениях
это означает, что

Все эти величины четны по k, поэтому могут
подсчитываться как при , так и при

. В результате поляризационный
фактор (14) записывается в виде
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Это выражение полностью совпадает со стан-
дартным форм-фактором в теории рассеяния
плоских волн в однородной среде [29, 47].

Рассмотрим теперь более общий случай, в ко-
тором волновые пучки падающего и рассеянного
излучения характеризуются конечным спектром
по волновым числам, но неоднородностью среды
и спектра флуктуаций в области перекрытия пуч-
ков можно пренебречь. В этом случае усредняе-
мые в формуле (13) величины не зависят от коор-
динат, поэтому само усреднение становится бо-
лее простым. Интегрирование по пространству
можно выполнить непосредственно в (12), в ре-
зультате получим

(18)

где

(19)

По условию, поляризационный фактор  не зави-
сит от координат, поэтому вместо  мы можем
вернуться к W. В результате выражение для рассе-
иваемой мощности (13) можно представить как
усреднение формулы (16)

(20)

где  определяется геометрооптиче-
скими формулами (16) и (17), а весовая формула
нормирована на единицу .

= 
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Интуиция подсказывает, что  должно
быть близко к (или точно равно) произведению
спектров интенсивности падающего и рассеян-
ного излучения. В этом случае выражение (20)
для рассеяния тривиально – для того, чтобы по-
лучить ответ для пучков с конечным спектром до-
статочно сложить геометрооптические вклады
для каждой из k-гармоник с весом, пропорцио-
нальным их спектральной мощности. Ниже мы
показываем, что это феноменологическое рас-
суждение не всегда справедливо – и это есть ос-
новной физический результат данной работы!
Формальной причиной является то, что интеграл
по пространству от каждой функции Вигнера по
отдельности дает спектр в соответствующей нор-
мировке, однако при вычислении рассеянной
мощности с помощью теоремы взаимности
свертка двух функций Вигнера по координатам
производится не независимо. В результате “ком-
бинированный” спектр (19) может существенно
отличаться от произведения спектров отдельных
пучков.

Для определенности рассмотрим волновые
пучки, пересекающиеся под углом  в плоскости

, см. рис. 1. Каждый из пучков распространя-
ется вдоль координаты ξ и имеет в поперечной
плоскости  круглое (без астигматизма) гаус-
совское распределение с шириной a и кривизной
волнового фронта R

где , а индексы  и 2 относятся к рас-
сеянному (“ant”) и падающему (“in”) полю, соот-
ветственно. Локальные координаты вводятся от-
дельно для каждого пучка в соответствии с рис. 1

1 2( , )w k k

2θ
( , )x y

ζ( , )z

   κ= κ ξ + −   π    

2
2

1 1 1exp ,
2

i
i i i i

ii i

iE i r
Ra a
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ξ = ± θ − θ ζ = ± θ + θ1,2 1,2cos sin , sin cos .x y x y

Рис. 1. Локальные координаты для описания полей двух пучков, пересекающихся под углом . Ось , направленная
перпендикулярно плоскости рисунка, общая для обоих пучков.
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Отвечающие этим полям функции Вигнера (10)
будут иметь вид

где

проекции волновых векторов на соответствую-
щие орты.

На этом простом примере видно, что разброс
волновых векторов в пучках связан с двумя физи-
чески разными факторами – конечной шириной
распределения интенсивности и кривизной фа-
зового фронта. Первый разброс характеризуется
величиной , он отвечает за среднюю по
пространству дисперсию волновых векторов в
каждой отдельной точке. Второй разброс характе-
ризуется величиной , он отвечаетза
дисперсию распределения по пространству сред-
них значений волновых векторов. Чтобы пояс-
нить это, рассмотрим функцию Вигнера как
функцию распределения по волновым векторам и
координатам и определим операции усреднения

(21)

здесь предполагается, что весовые функции нор-
мированы на единицу, ; переход к 
справедлив, только если усредняемая функция не
зависит от k. Интенсивность и спектр “прожек-
торного” пучка вдоль направления его распро-
странения не меняется, поэтому при усреднении
по пространству координату ξ можно не учиты-

( )
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ξ
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π
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вать. Тогда введенные выше величины и полный
разброс спектра выражаются как

(22)

В случае плоских фазовых фронтов ( ,
) функции Вигнера представляют собой

произведение распределения интенсивности на
спектр, поэтому после свертки по пространству
мы получим обсуждавшийся выше тривиальный
результат – результатом (19) является простое
произведение спектров пучков. Если же радиусы
кривизны не равны бесконечности, то ответ будет
выглядеть сложнее.

При вычислении комбинированного спектра
w для пучков с фокусировкой в интеграле (19)
удобно перейти к новым пространственным пе-
ременным  с якобианом

После этого удается получить ответ в аналитиче-
ском виде: интеграл перекрытия равен

а нормированный на единицу комбинированный
спектр –

(23)
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Распределение по волновым векторам  в
плоскости пересечения пучков представляет со-
бой произведение спектров отдельных пучков, а
вот проинтегрированное по пространству распре-
деление компонент волновых векторов  вдоль
направления, ортогонального плоскости пересе-
чения, может существенно отличаться от произ-
ведения спектров. Выражения упрощаются, ко-
гда параметры падающего и рассеянного пучков
одинаковы:   . В этом слу-
чае , ,  и

Множитель в фигурных скобках описывает отли-
чие комбинированного спектра от произведения
спектров отдельных пучков. Видно, что комбини-
рованный спектр в направлении  всегда более
узкий, чем произведение спектров, причем эф-

фект обужения становится заметным при .

Для сильно сфокусированных пучков основной
вклад в рассеяние дают гармоники с .

Особенностью приведенного примера являет-
ся то, что спектры пучков мы считаем одинако-
выми во всех точках в области перекрытия пуч-
ков, при этом мы пренебрегаем дифракцией,
рефракцией и диссипацией излучения. Такое
приближение можно назвать приближением
“прожекторных” пучков. Это приближение име-
ет право на существование, поскольку обычно ха-
рактерная длина дифракции много больше попе-
речных размеров пучков, поэтому при достаточно
больших углах пересечения мы можем считать
поперечную структуру пучков неизменной в об-
ласти пересечения. Для “прожекторных” волно-
вых пучков учет конечности спектра в плоскости
пересечения полностью сводится к замене дель-
та-функций в выражении (15) на нормированные
спектры пучков в этой плоскости, произведение
этих спектров определяет весовые функции в
(20). В ортогональном направлении подобная
процедура возможна, только если

то есть для пучков с плоским фазовым фронтом.
В тех случаях, когда на ширину спектра суще-
ственно влияет кривизна фазового фронта или
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сам спектр перестраивается из-за дифракции и
рефракции, следует честно вычислять комбини-
рованный спектр (19) или его приближение для
гауссовских пучков (23).

6. ПРИМЕР: УЧЕТ ЭФФЕКТОВ 
НЕОДНОРОДНОСТИ ДЛЯ ДИАГНОСТИКИ 

КОЛЛЕКТИВНОГО РАССЕЯНИЯ 
НА УСТАНОВКЕ ГДЛ

В качестве примера использования предло-
женной теории рассмотрим анализ условий рас-
сеяния микроволнового излучения на флуктуа-
циях плотности плазмы, удерживаемой в новоси-
бирской ловушке ГДЛ. Для этой установки
разрабатывается диагностика функции распреде-
ления энергичных ионов методом регистрации
спектров коллективного томсоновского рассея-
ния излучения на частоте 54.5 ГГц [17, 18]. Приве-
денный далее анализ не следует рассматривать
как исследование, направленное на совершен-
ствование диагностики для ГДЛ (это тема отдель-
ной публикации), здесь мы хотим проиллюстри-
ровать общие моменты, возникающие при прак-
тическом применении теории, на удобном для
нас примере. Для целей нашей работы важно, что
волновые поля в области рассеяния были рас-
считаны не только с помощью лучевого моде-
лирования [17], но и с помощью квазиоптиче-
ского кода QOOT [35, 36], дающего информацию
о пространственном распределении комплекс-
ной амплитуды  в падающем и рассеянном
СВЧ-пучках. Результаты таких расчетов и общее
описание геометрии рассеяния можно найти в
[18], мы будем опираться на содержание этой ра-
боты. Важно отметить, что из-за рефракции в не-
однородной магнитоактивной плазме квазиопти-
ческие пучки имеют в области рассеяния суще-
ственно негауссову форму и заметный разброс
волновых векторов по поперечному сечению
пучков.

Во-первых, заметим, что вдали от областей
поглощения и линейного взаимодействия для
волн электронно-циклотронного диапазона ча-
стот смена направления магнитного поля во всей
установке на противоположное не влияет на рас-
пределение скалярной амплитуды. Это означает,
что в пространственно неоднородной задаче мы
можем поступить в точности также как в одно-
родной задаче – заменить расчет поля излучаю-
щей антенны в транспонированной среде на рас-
чет поля в исходной среде, учитывая при этом
комплексное сопряжение векторов нормальной
поляризации в формулах для рассеяния (как это
было описано в предыдущем разделе). Эта ситуа-
ция полностью отвечает рассматриваемому нами
примеру для ГДЛ. Для более низких частот или
вблизи областей с сильной пространственной
дисперсией такой прием может не сработать – на

( )iE r
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распространение волн в магнитоактивной плазме
начинает влиять взаимное направление градиен-
тов параметров среды и магнитного поля, поэто-
му поле антенны в области рассеяния оказывает-
ся зависящим от знака магнитного поля.

Во-вторых, распределения полей в области
рассеяния в условиях ГДЛ сильно отличаются от
гауссовских. Однако это не мешает нам ввести
величины  и  в соответствии с общей про-
цедурой (21)–(22) и использовать их для каче-
ственного анализа. Для удобства читателя вы-
ведем формулы, связывающие искомые вели-
чины непосредственно с результатами расчета

. Вычислим локальный средний
волновой вектор

При усреднении по пространству мы ограничим
объем интегрирования областью пересечения
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пучков , для компактности записи нормируем
весовую функцию на единицу, то есть

После из (22) можно получить, что для проекций
волнового вектора вдоль и поперек внешнего
магнитного поля (различаются индексом α, ко-
торый принимает значения “||” или “ ”) спра-
ведливо

Аналогично можно определить

Из этих определений мы снова можем заключить,
что  отражает кривизну фазового фронта Φ, а
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Таблица 1. Параметры зондирующего и рассеянного волновых пучков и поляризационный форм-фактор для
двух базовых геометрий рассеяния на установке ГДЛ [18]. Рассеяние обыкновенной волны в обыкновенную. В
силу симметрии геометрии расчетные параметры для падающего и рассеянного пучков с высокой точностью
совпадают. Индекс “ ” и “ ” относятся к компонентам волнового вектора вдоль и поперек магнитного поля ло-
вушки, соответственно

Геометрия рассеяния по классификации [18] CTS-I CTS-II

Вакуумное волновое число  [см–1] 11.5 11.5

Среднее по пучку продольное волновое число  [см–1] 8.1 ±8.1

Среднее по пучку поперечное волновое число  [см–1] 4.7 5.0

Средний разброс продольных волновых чисел [см–1] 0.14 0.14

Средний разброс поперечных волновых чисел [см–1] 0.22 0.22

Разброс средних продольных волновых чисел [см–1] 0.11 0.11

Разброс средних поперечных волновых чисел [см–1] 0.33 0.18

Усредненный поляризационный фактор  и его среднеквадратичное 
отклонение

0.507 ± 0.056 0.51 ± 0.06

Поляризационный фактор G, вычисленный в точке пересечения цен-
тральных лучей

0.537 0.535

|| ⊥

0k

||k

⊥k

Δ ||k

⊥Δk

δ ||k
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 возникает из-за неоднородности амплитуды
поля U.

В табл. 1 представлены результаты расчетов
этих величин для двух геометрий рассеяния на
ГДЛ, описанных в [18]. Заметим, что здесь мы не
различаем падающий и рассеянный пучки, по-
скольку в условиях ГДЛ они симметричны и ха-
рактеризуются одинаковыми статистиками для
волнового вектора. Видно, что для реального рас-
пределения полей разбросы  и  одного по-
рядка, то есть могут проявиться описанные выше
тонкие эффекты усреднения, связанные с “не-
факторизуемой” весовой функцией .

При усреднении спектральной плотности рас-
сеянной мощности в соответствии с формулой
(13) основная неоднородность возникает из-за
достаточно резкой зависимости поляризацион-
ного форм-фактора  от всех трех аргу-
ментов, в то время как неоднородность спек-
тральной функции флуктуаций в области пересе-
чения пучков дает несущественную поправку.
Поэтому в анализируемом случае формулу (13)
можно представить в виде свертки по волновым
векторам флуктуаций 

(24)

где

αΔk

αδk αΔk

1 2( , )w k k

1 2( , , )G r k k

= − − = −1 2 sc ink k k k k

⊥ ⊥ ⊥ ⊥

= λ λ ×
ω

× 

2rec
e in sc e in b

|| || ||

d
d
( , ) ( , ) d d ,

P r n P O

g k k S k k k k k

⊥ = δ + +|| 1 2 1 2( , ) ( , , ) ( )g k k G r k k k k k

– эффективная плотность поляризационного
фактора, в которой закодирована вся информа-
ция о неоднородности волнового поля и среды в
области рассеяния. Эта форма кажется нам наи-
более удобной для визуализации эффекта неод-
нородности. В геометрической оптике плотность
поляризационного фактора сингулярна

Здесь  и  представляют собой проекции
“разностного” вектора  и определяют-
ся только геометрией рассеяния. В нашей теории
эта функция приобретает конечную ширину, ха-
рактерные масштабы которой определяются ве-
личинами ,  и отвечающим им разбросом

. На рис. 2 приведена итоговая карта
, полученная в результате квазиоптиче-

ского расчета для геометрий рассеяния CTS I и
CTS II на установке ГДЛ. Обратим внимание, что
пространственные спектры пучков в CTS I и CTS
II одинаковые, поэтому наивный подход к усред-
нению привел бы к одинаковым распределениям

 в виде произведения двух спектров. Су-
щественное различие двух случаев, изображен-
ных на рисунке 2, возникает только в рамках на-
шей полной теории за счет эффекта кривизны
фазовых фронтов пучков. В CTS I зондирующий
и антенный пучки распространяются навстречу
друг другу, поэтому их фазовые фронты выгнуты
в противоположные стороны, а в CTS II эти пуч-
ки распространяются в одну сторону, поэтому их
фазовые фронты выгнуты в одну сторону. Рису-
нок 2 дает некоторое качественное представление
о масштабе эффектов неоднородности, однако

( ) ( )⊥ ⊥= δ − δ −|| || .g G k k k k

⊥k ||k
= −sc ink k k

αδk αΔk
1 2( , )G k k
⊥ ||( , )g k k

⊥ ||( , )g k k

Рис. 2. Карта плотности поляризационного фактора  для геометрии рассеяния CTS I и CTS II на ГДЛ. Точками
отмечены значения ,  см–1 для CTS I и  см–1,  см–1 для CTS II, полученные в гео-
метрооптическом приближении в точке пересечения центральных лучей падающего и рассеянного пучков.
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ожидаемые сигналы рассеяния определяются в
результате конволюции (24) со спектральной
плотностью флуктуаций , которая в свою оче-
редь сильно зависит от ионного состава плазмы.
Мы оставим анализ этих вопросов для отдельной
публикации.

В рассмотренном для установки ГДЛ примере
эффекты неоднородности проявляются не слиш-
ком заметно. Например, как это видно из табли-
цы 1, корректно усредненный в соответствии с
нашей теорией поляризационный фактор отли-
чается от геометрооптического аналога, вычис-
ленного в точке пересечения центральных лучей
падающего и рассеянного пучков, всего на 6%.
Дело в том, что при проектировании диагностики
базовые геометрии рассеяния CTS I и CTS II бы-
ли специально оптимизированы с целью умень-
шить дисперсию поляризационного фактора (за
счет поворота на 30° зондирующей антенны отно-
сительно приемной вокруг оси ловушки) и эф-
фекты рефракции зондирующего и рассеянного
пучков (выбор поляризации обыкновенных нор-
мальных волн) [11]. В неоптимизированных сце-
нариях рассеяния эффекты неоднородности су-
щественно выше. В частности, при использова-
нии пучков с необыкновенной поляризацией
возможно отражение излучения (формирование
каустик) непосредственно в области рассеяния.
При этом мы ожидаем, что разброс волнового
вектора из-за кривизны фазового фронта будет
доминировать, , и учитываемые нами
эффекты перестанут быть “тонкими”.

Отметим еще раз, что рассмотренный пример
носит методический характер: мы последователь-
но описываем ряд общих, как нам кажется, доста-
точно универсальных вопросов, с которыми мы
столкнулись при применении общей техники к
конкретной задаче расчета рассеяния волн элек-
тронно-циклотронного диапазона. В этом смыс-
ле этот раздел нужно рассматривать как продол-
жение построения общего подхода к задаче рас-
сеяния.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основным результатом данной работы являет-
ся представление спектральной плотности мощ-
ности детектируемого антенной рассеянного
излучения в виде свертки функций Вигнера, ха-
рактеризующих неоднородные в пространстве
распределения зондирующего поля и поля при-
емной антенны, со спектром автокорреляцион-
ной функции флуктуаций плазмы. Формула (9)
определяет это представление в случае произ-
вольной неоднородности, в нее входят тензорные
функции Вигнера, характеризующие распределе-
ния векторного поля . Эта форма наиболее
удобна для обработки результатов полноволново-

( )S k

α αδ Δ@k k

( )E r

го моделирования. Формулы (11) и (13) определя-
ют наш ответ для плавнонеоднородных сред,
допускающих описание поля скалярной ампли-
тудой и скалярной функцией Вигнера. Это пред-
ставление наиболее удобно для использования в
квазиоптических моделях или для расчетов, ос-
нованных на решениях кинетического уравнения
непосредственно для скалярной функции Вигне-
ра. Наконец, при анализе задач зондирования
плазмы мм-излучением часто можно пренебречь
пространственной вариацией спектра флуктуа-
ций плазмы в области рассеяния; в этом случае
наиболее удобное и наглядное представление на-
шего ответа дается формулой (24).

На модельном примере в работе показано, что
уширение спектра волнового пучка, связанное с
неоднородностью амплитуды и с кривизной фа-
зового фронта падающего и рассеянного излуче-
ния, по-разному влияет на “уширение” эффек-
тивного разностного спектра, определяющего
взаимодействие с флуктуациями среды. В итоге
сформулирован критерий, при выполнении кото-
рого учет конечного разброса волновых векторов
в квазиоптических пучках не может быть сведен к
усреднению эффективности рассеяния, рассчи-
танной в приближении плоских волн, или, что
тоже самое, к сложению вкладов отдельных про-
странственных гармоник. В заключительной ча-
сти работы показано, что этот критерий может
выполниться в экспериментах по коллективному
рассеянию на установке ГДЛ.

Работа выполнена в рамках государственного
задания ИПФ РАН (тема № 0035-2019-0002) и
ФТИ РАН (по договору между ФТИ РАН и ИПФ
РАН № ОК44-2-21 от 06.08. 2021); моделирование
для ГДЛ, описанное в разделе 6, выполнено при
поддержке Российского научного фонда (проект
№ 19-72-20139).
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