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Теоретически исследуется нелинейная стадия апериодических неустойчивостей однослойного
плазменного кристалла с треугольной решеткой. В зависимости от параметров окружающей плазмы
теряют устойчивость либо поперечные, либо продольные волны. Показано, что в случае попе-
речных волн влияние нелинейности приводит к ускорению развития неустойчивости, и кристалл
распадается на отдельные слои. В случае продольных волн неустойчивость насыщается на слабоне-
линейной стадии, и происходит структурный переход в фазу с двумя частицами в элементарной
ячейке.

Ключевые слова: пылевая плазма, плазменный кристалл
DOI: 10.31857/S0367292122030076

1. ВВЕДЕНИЕ
Пылевая плазма представляет собой смесь

электронов, ионов разных сортов и макроскопи-
ческих частиц. В наземных лабораторных услови-
ях пылинки левитируют в приэлектродной обла-
сти газоразрядной плазмы и несут значительный
отрицательный заряд. Благодаря этому пылинки
часто образуют различные сильно скоррелиро-
ванные структуры и, в частности, могут выстраи-
ваться в двумерную кристаллическую решетку.
Различные аспекты физики пылевой плазмы об-
суждается в многочисленных обзорах и моногра-
фиях (например, [1–4]).

Благодаря тому, что в приэлектродном слое
присутствует направленный поток ионов, силы
между пылинками оказываются невзаимными,
т.е. для них нарушается третий закон Ньютона.
Для описания динамики ансамбля частиц в этих
условиях часто используются различные модель-
ные потенциалы взаимодействия. В работе [5] для
исследования устойчивости двумерного плазмен-
ного кристалла использовался потенциал взаи-
модействия для заряженных частиц в плазме, со-
стоящей из направленного потока холодных
ионов и больцмановских электронов. Было обна-
ружено несколько различных каналов потери
устойчивости кристалла, и настоящая статья по-
священа нелинейной динамике двух апериодиче-
ских неустойчивостей.

Статья организована следующим образом. В
разделе 2 кратко описана используемая модель, а

в разделе 3 приведены необходимые данные ли-
нейной теории [5]. Далее (раздел 4) выводятся не-
линейные уравнения, описывающие динамику
поперечных и продольных волн вблизи порога
развития неустойчивости для произвольного по-
тенциала взаимодействия, и исследуются их об-
щие свойства (раздел 5). Наконец, в разделе 6 об-
суждаются результаты численных расчетов.

2. МОДЕЛЬ
Используется модель, подробно описанная в

[5]. Предполагается, что в равновесии пылинки
расположены на одной высоте  и фор-
мируют треугольную решетку. Горизонтальные
координаты частиц  равны 

, где a – межчастичное расстояние,
а m и n – целые числа. В качестве базисных
выбираются единичные векторы ,

.
Частицы имеют одинаковые постоянные заря-

ды Q и расположены в плазме, состоящей из на-
правленного вдоль оси z потока холодных ионов
(скорость ) и больцмановских электронов с
температурой . Используются безразмерные
переменные с масштабом длины , где
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ни для частиц с массой  равен . В
этих переменных электрический потенциал, со-
здаваемый точечным зарядом, имеет вид

(1)

где диэлектрическая проницаемость плазмы рав-
на  и величина

 пропорциональна числу Маха
ионного потока.

Общие уравнения движения для частицы с ин-
дексами  записываются в виде

(2)

где  – частота колебаний отдельной частицы во
внешнем удерживающем потенциале,  – еди-
ничный вектор вдоль оси z, а суммирование про-
водится по ближайшим соседям. В выражении (2)
сила  считается потенциальной, .

Уравнения движения (2) разлагаются по ма-
лым отклонениям от положения равновесия
( ), при этом коэффициенты раз-
ложения выражаются через производные потен-
циала взаимодействия

(3)

В общем случае межчастичные силы считают-
ся невзаимными, т.е. , поэтому
величины (3) с нечетным индексом j отличны от
нуля. В дальнейшем все выражения выписывают-
ся для произвольного потенциала взаимодей-
ствия, а для построения графиков используется
потенциал (1). Метод расчета коэффициентов (3)
описан в работе [6].

3. ЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ
Спектр линейных колебаний плазменного

кристалла с потенциалом взаимодействия (1), по-
лученный при помощи линеаризованных уравне-
ний (2), был исследован в работе [5]. При измене-
нии внешних управляющих параметров a, M и 
возникает довольно много различных каналов
потери устойчивости кристалла. В настоящей ра-
боте обсуждается нелинейная динамика развития
двух апериодических неустойчивостей.

На рис. 1 показана исследованная область па-
раметров a, M. В области 1 развивается неустой-
чивость, условно называемая плавлением, в кото-
рой модуль упругого сдвига кристалла меняет
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знак. При пересечении границы области 2  теряют
устойчивость продольные колебания, причем это
происходит лишь для достаточно большой вели-
чины межчастичного расстояния . В об-
ласти 3 для достаточно большого значения часто-
ты внешнего удерживающего потенциала  кри-
сталл устойчив, однако при уменьшении этой
величины до некоторого критического значения

 развивается осцилляционная не-
устойчивость связанных волн, нелинейная дина-
мика которой обсуждалась в [7].

В линейной теории считается, что смещение
частицы с индексами m, n пропорционально

, где k – волновой вектор.
Пример дисперсионной зависимости для ветви
колебаний с минимальной частотой внутри обла-
сти 1 (рис. 1) изображен на рис. 2, где границы
первой зоны Бриллюэна показаны сплошным
шестиугольником. Зависимость  периодична,

, где векторы обратной
решетки равны , .
Частоты колебаний также инвариантны относи-
тельно поворота вектора k на угол .

Белые полосы на рис. 2 соответствуют областям
неустойчивости, в которых . Области не-
устойчивости расположены вдоль полос, парал-
лельных векторам  и соединяющих центры со-
седних зон Бриллюэна. Векторы  лежат на гра-

нице зоны Бриллюэна, причем , а
остальные векторы получаются последователь-
ным поворотом на угол . Смещения частиц
для этой ветви колебаний перпендикулярны век-
торам .
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Рис. 1. Область 1 – неустойчивость поперечных волн,
область 2 – неустойчивость продольных волн, в обла-
стях 3 может развиваться неустойчивость связанных
колебаний.
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Для поперечной волны, распространяющейся,
например, вдоль вектора , закон дисперсии
имеет вид , где

(4)

Область неустойчивости 1 на рис. 1 определя-
ется условием . При изменении знака вели-
чины  теряют устойчивость колебания с волно-
выми векторами, лежащими в некоторых полосах
(рис. 2), а максимум инкремента достигается на
границе зоны Бриллюэна при .

При переходе в область 2 на рис. 1 устойчи-
вость теряют продольные колебания с теми же
волновыми векторами . Характерный при-
мер дисперсионной зависимости показан на
рис. 3, где белыми пятнами показаны области не-
устойчивости . Смещения частиц для ко-
лебаний этого типа параллельны волновым век-
торам .

Явное выражение для частоты продольных ко-
лебаний оказывается довольно громоздким и
здесь не выписывается. Пример дисперсионных
зависимостей для низкочастотных ветвей колеба-
ний показан на рис. 4. Кривой 1 на этом рисунке
показана дисперсия продольно-вертикальной
волны, в которой смещения частиц лежат в плос-
кости , а кривой 2 – дисперсия поперечной
волны со смещениями частиц вдоль оси x. Обе

2q
ω ω2 2 2( ) = ( 3/4 )sintr yk k

ω +2
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6= 2 .tr u u
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ω2 < 0tr

ω2
tr

± 1,2,3=k q
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кривые пересекаются в некоторой точке , одна-
ко вследствие различия поляризаций волн гибри-
дизации при этом не происходит.

На границе зоны Бриллюэна ( ) сме-
щения частиц в волне 1 на рис. 4 параллельны оси

, а частота равна

(5)

Область 2 на рис. 1 определяется условием .
Таким образом, при пересечении границы 2 на
рис. 1 неустойчивость развивается в небольших
окрестностях волновых векторов .

4. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ
В этом разделе обсуждается вывод нелиней-

ных уравнений, описывающих динамику разви-
тия неустойчивости. Заметим прежде всего, что
при пересечении границ областей 1 или 2 на
рис. 1 одновременно теряют устойчивость шесть
волн с векторами . Поскольку все эти векто-
ры лежат на границе зоны Бриллюэна, простран-
ственные конфигурации смещений для волновых
векторов с противоположными знаками совпада-
ют. Поэтому достаточно рассмотреть динамику
трех волн с векторами .

Обозначим через  смещения частиц для
волны с волновым вектором  ( ). Эти
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Рис. 2. Контурный график  для низкочастотной ветви колебаний вблизи границы области 1 на рис. 1. Сплошны-
ми стрелками показаны векторы , штриховыми – их различные суммы; , .
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смещения пропорциональны ,

, . На рис. 1, 2 штрихо-
выми стрелками обозначены суммы векторов ,
соответствующие квадратичным членам в разло-
жении сил в общем уравнении движения (2). Оче-
видно, что квадратичные комбинации  либо
не зависят от индексов , либо выражаются в
виде степеней −1. Отметим также, что удвоенные

+δ −1, ( 1)m n
mnr ∼

δ −2, ( 1)n
mnr ∼ δ −3, ( 1)m

mnr ∼

iq

δ ,i mnr
( , )m n

векторы  на рис. 2, 3 попадают в центры сосед-
них зон Бриллюэна, и в этом смысле вторые про-
странственные гармоники совпадают с нулевыми
гармониками.

Эти обстоятельства существенно облегчают
вывод нелинейных уравнений вблизи границ не-
устойчивости. Начнем с обсуждения неустойчи-
вости поперечных волн.

4.1. Поперечные волны

Введем формальный малый параметр  и
вблизи границ области 1 на рис. 1 будем считать,
что частота поперечных колебаний (4) мала,

. Представим смещения частиц в виде

(6)

где  – медленное время. Амплитуды 
описывают медленную динамику колебаний с
волновыми векторами , при этом единичные
векторы поляризации  лежат в плоскости  и
перпендикулярны векторам . Поправки следу-
ющего порядка разложения по ε в (6) подлежат
определению.

Далее выражение (6) подставляется в уравне-
ния движения (2), а результат разлагается по сте-
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Рис. 3. Контурный график  для низкочастотной ветви колебаний вблизи границы области 2 на рис. 1; ,
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Рис. 4. Дисперсионные зависимости для двух низко-
частотных ветвей колебаний вблизи границы области
2 на рис. 1: сплошная линия – продольно-вертикаль-
ные колебания, штриховая – поперечные колебания.
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пеням ε. В первом порядке разложения уравне-
ния движения выполняются тождественно. Во
втором порядке разложения по  получаем выра-
жения для квадратичных поправок . При
этом горизонтальные компоненты смещений об-
ращаются в нуль, , а вертикаль-
ные смещения равны

(7)

где

(8)

Член, пропорциональный  в (7), описывает
вертикальное смещение решетки в целом и ведет
свое присхождение от возмущений на второй и
нулевой гармониках исходных волн. Заметим, что
в знаменателе выражения для  (8) стоит величи-
на , равная квадрату частоты вертикальных ко-
лебаний при . Член, пропорциональный ,
описывает возмущения с волновыми векторами

 и им эквивалентных, показанных на рис. 2,
3 штриховыми стрелками, при этом величина

 совпадает с квадратом частоты верти-
кальных колебаний при . Коэффици-
енты (8) возникают только благодаря невзаимно-
сти ( ) и обращаются в нуль в слу-
чае чисто двумерного движения при .

В третьем порядке разложения уравнений (2)
по степеням ε получается система линейных
уравнений для поправок  (6). Условие суще-
ствования решения этих уравнений записывается
в виде

(9)

где

(10)

а величина  задается выражением (8).
Соотношения (9) представляют собой укоро-

ченные уравнения для амплитуд  и имеют
простой физический смысл. Первые члены в пра-
вых частях описывают либо медленные осцилля-
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ции (при ), либо медленное нарастание
(при ) амплитуд . Члены, пропорцио-
нальные , приводят к зависимости частоты ко-
лебаний от амплитуды, а последние члены в (9)
описывают параметрическое взаимодействие ко-
лебаний с различными волновыми векторами.
Заметим, что величины (10) не зависят от коэф-
фициента  (8), т.е. смещение кристалла как
целого не влияет на динамику развития неустой-
чивости.

4.2. Продольные колебания

Поведение кристалла вблизи границы облас-
ти 2 на рис. 1 описывается практически таким же
образом, то есть смещения частиц записываются
в виде (6). Отличие заключается в том, что теперь
частота (5) считается малой, т.е. , а еди-
ничные векторы поляризации  в (6) параллель-
ны векторам . Выражения для вертикальных
смещений также совпадают с (7), а коэффициен-
ты  равны

(11)

Укороченные уравнения для амплитуд по-
прежнему имеют вид (9), однако коэффициенты

 изменяются

(12)

где коэффициент  определяется (11).
Как для поперечных, так и продольных коле-

баний динамика развития неустойчивости на не-
линейной стадии определяется коэффициентами

 (10), (12). Однако прежде, чем обсуждать зави-
симость этих коэффицентов от внешних пара-
метров, проведем качественное исследование
уравнений (9).

5. ЭФФЕКТИВНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ

Уравнения (9) удобно переписать в виде урав-
нений движения частицы единичной массы во
внешнем потенциальном поле
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где эффективный потенциал равен

(14)

и подразумевается, что .
Заметим, что учет малой диссипации в исход-

ных уравнениях движения (2) приводит к появле-
нию диссипативных членов в уравнениях (9),
(13). При этом решение (9), (13) релаксирует к ми-
нимумам потенциала (14), если они существуют.

Система уравнений (9), (13) имеет очевидный
интеграл движения , аналогич-

ный энергии. При  потенциал (14) имеет
локальный максимум при , и глобальная
динамика определяется знаком четвертой степе-
ни разложения потенциала (14) . Если
величина  для произвольных амплитуд ,
то, поскольку , любое решение (9), (13)
остается в конечной области пространства . В
этом случае неустойчивость насыщается на сла-
бонелинейной стадии.

Если же величина  может менять знак, то
условие  не запрещает неограниченно-
го роста амплитуд, и существует путь, по которо-
му решение уравнений (9), (13) может уходить на
бесконечность за конечное время. В этом случае
реализуется взрывной сценарий развития не-
устойчивости.

Вводя сферические координаты в простран-
стве амплитуд , легко убедиться, что член чет-
вертого порядка в (14) всегда положителен ,
если выполняются неравенства , .
При выполнении этих условий существуют
стационарные решения уравнений (9), (13)

, соответствующие экстремальным
точкам потенциала (14). Для первого решения
только одна из амплитуд  отлична от нуля, на-
пример,

(15)

Для другого стационарного решения все три ам-
плитуды равны

(16)

Линеаризуя уравнения (9), (13) в окрестности
экстремальных точек (15), (16), легко убедиться,
что решение (15) устойчиво при выполнении
условий

(17)
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При выполнении неравенств

(18)

устойчивым оказывается состояние с тремя оди-
наковыми амплитудами (16).

Если коэффиценты  лежат за пределами об-
ласти, определяемой неравенствами (17), (18), то
потенциал  оказывается незнакоопределенной
функцией , и неустойчивость носит взрывной
характер. В этом случае уравнения (13) описыва-
ют движение частицы в отталкивающем анизо-
тропном потенциале. Получить представление о
наиболее быстро удаляющихся от центра траекто-
риях можно, вычислив максимальную радиаль-
ную компоненту “силы” в (13). При выполнении
неравенств

(19)

минимум градиента потенциала достигается при
условии, что лишь одна из амплитуд отлична от
нуля, например, , . На границе не-
устойчивости , и в этом случае взрывное
решение имеет вид

(20)

где время  определяется начальными условиями.
При выполнении неравенств

(21)

максимум радиальной “силы” в (13) достигается в
случае равенства всех трех амплитуд, и на границе
неустойчивости взрывное решение записывается
как

Таким образом, в зависимости от соотноше-
ний между коэффициентами уравнений (9) на
нелинейной стадии возможны несколько различ-
ных сценариев развития апериодических не-
устойчивостей. Реализация того или иного сцена-
рия в конечном итоге определяется потенциалом
межчастичного взаимодействия.

6. ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ
Величины (3), определяющие коэффициенты

уравнений (9), рассчитывались численными ме-
тодами при помощи потенциала (1). Поскольку
выше речь шла о слабонелинейной стадии разви-
тия неустойчивостей, коэффициенты (9) доста-
точно вычислять на границах областей неустой-
чивости.

Для случая неустойчивости поперечных волн
обозначим через  минимальный корень
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уравнения  (4), определяющий нижнюю
границу области 1 на рис. 1. Пример зависимости
коэффициентов  (10) при условии, что

, от межчастичного расстояния пока-
зан на рис. 5. Аналогичным образом рассчитыва-
ются коэффициенты (10) на верхней границе об-
ласти 1 на рис. 1. Численное различие коэффици-
ентов на верхней и нижней границах оказывается
небольшим, менее 10%.

Поскольку зависимость коэффицентов нели-
нейности (10) от частоты  известна (8), легко
проанализировать выполнение неравенств (17)–
(19), (21) при произвольном значении параметра

. При условии, что неустойчивость связанных
волн не развивается ( ), во всей области
исследованных параметров выполняются нера-
венства (19). В этом случае неустойчивость носит
взрывной характер, причем наиболее быстро рас-
тет решение уравнений (13), для которого лишь
одна амплитуда отлична от нуля (20).

При распространении волны вдоль оси y сме-
щения частиц параллельны оси x, что показано
сплошными стрелками на рис. 5. В результате
развития неустойчивости поперечных волн тре-
угольная решетка распадается на отдельные слои,
причем соседние слои движутся в противополож-
ных направлениях. Выяснение вопроса о меха-
низме насыщения неустойчивости требует учета
следующих членов разложения уравнений (2) по
степеням отклонений от положения равновесия и
представляется достаточно сложной задачей.

Для выяснения характера развития неустойчи-
вости продольных волн вблизи границы области 2
на рис. 1 рассчитывались величины (12). Пример
зависимости коэффицентов  от межчастично-
го расстояния показан на рис. 7, где считается,
что параметры a и M лежат на границе области 2
(рис. 1). В отличие от поперечных волн для про-

ω2 = 0tr

γ1,2

1= ( )M M a

Ω0

Ω0

Ω Ω0 > cr

γ1,2 дольных волн коэффициент , т.е. неустой-
чивость насыщается на слабонелинейной стадии.
Анализ коэффициентов  для произвольной ча-

γ1 > 0

γ1,2

Рис. 5. Зависимость коэффициентов (10) от межча-
стичного расстояния на нижней границе области 1 на
рис. 1. Сплошная линия – , штриховая линия – ;

.
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Рис. 6. Сплошные стрелки показывают направления
смещений частиц при развитии взрывной неустойчи-
вости поперечных волн, штриховые стрелки – сме-
щения частиц при насыщении неустойчивости про-
дольных волн.

Рис. 7. Зависимость коэффициентов (12) от межча-
стичного расстояния на границе области 2 на рис. 1.
Сплошная линия – γ1, штриховая линия – γ2; Ω0 = 0.6.
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стоты  показывает, что всегда выпол-
няются неравенства (17), при этом устойчивому
стационарному состоянию соответствует реше-
ние (15), пропорциональное инкременту не-
устойчивости. Смещения отдельных частиц по-
казаны на рис. 6 штриховыми стрелками. В ре-
зультате развития неустойчивости происходит
структурный фазовый переход, и, как показано
на рис. 6, элементарные ячейки новой фазы со-
держат две частицы и могут быть представлены в
виде прямоугольников со сторонами ,

.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, апериодические неустойчиво-
сти продольных и поперечных колебаний плаз-
менного кристалла развиваются по двум принци-
пиально разным сценариям. В случае продольных
волн неустойчивость насыщается на слабонели-
нейной стадии, причем смещения частиц про-
порциональны инкременту неустойчивости. Та-
кое поведение типично для структурных фазовых
переходов второго рода, связанных с возникнове-
нием мягкой моды. При этом амплитуда неустой-
чивой волны играет роль параметра порядка. 

В случае поперечных волн нелинейные про-
цессы приводят к ускорению развития неустой-
чивости, которая приобретает взрывной харак-

тер. В рамках обсуждаемой модели трудно судить,
что произойдет в результате развития неустойчи-
вости. Возможно полное разрушение кристалла
или формирование новой структуры, однако этот
процесс аналогичен фазовому переходу первого
рода. Заметим, что при ударном воздействии на
кристалл [8] исходное состояние восстанавлива-
ется после снятия внешнего воздействия. В на-
стоящей работе подразумевалось адиабатически
медленное изменение параметров плазмы, поэто-
му аналогичное поведение должно наблюдаться и
в данном случае.
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