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Исследуется нелинейное распространение электронно-звуковых волн в многокомпонентной бес-
столкновительной замагниченной плазменной системе, состоящей из холодной подвижной элек-
тронной жидкости, горячих электронов и позитронов, характеризуемых неэкстенсивным распреде-
лением с индексом q, и неподвижных положительных ионов. Для сведения основной системы урав-
нений динамики жидкости к нелинейному уравнению Лидке–Шпачека используются методы
теории возмущений. С использованием интегрируемости по Пенлеве нелинейных уравнений
сплошных сред и преобразования Бэклунда получены некоторые аналитические решения уравне-
ния нелинейной динамики. Кроме того, на основе графиков обсуждается влияние различных пара-
метров плазмы на характеристики нелинейных волн, таких как одиночные солитоны, двугорбые со-
литоны, “бризеры”, а также периодические и “блуждающие” волновые структуры.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Нелинейные волновые структуры занимают

важное место среди самых захватывающих явле-
ний в физическом мире. При исследовании кос-
мической плазмы многочисленные наблюдения
предсказывают существование электронно-зву-
ковых волн (ЭЗВ) в областях аврорального уско-
рения, пограничных областях плазменных слоев,
в областях полярного каспа магнитосферы Зем-
ли, областях формирования головной ударной
волны в магнитосфере Земли, геомагнитного хво-
ста, и т.д. [1–5]. ЭЗВ также наблюдались в лабо-
раторных экспериментах, когда плазма состояла
из двух ансамблей электронов с разной темпера-
турой, называемых холодными и горячими элек-
тронами [6], а также при численном моделирова-
нии [7]. По сути, это волны акустического типа, в
которых инерциальные свойства определяются
холодной электронной жидкостью, а возвращаю-
щая сила возникает в результате теплового давле-
ния горячих электронов, тогда как ионы играют
роль нейтрализующего фона. ЭЗВ использова-
лись для объяснения нескольких видов волновых
излучений, наблюдавшихся в различных областях
магнитосферы Земли [8]. Впервые они использо-
вались для интерпретации “шипящих” шумов,

регистрируемых из области полярного каспа и ас-
социируемых с низкоэнергетическими (~100 эВ)
восходящими электронными пучками [9]. Кроме
того, ЭЗВ привлекались для объяснения генера-
ции широкополосных электростатических шу-
мов, регистрируемых из плазменной оболочки
[10] и авроральной зоны [8]. Отметим, что затуха-
ние ЭЗВ обычно является более сильным (по
сравнению с ионно-звуковыми волнами) вслед-
ствие большей подвижности холодных электро-
нов, чем ионов. Чтобы избежать возникновения
затухания Ландау, необходимо, чтобы температу-
ра холодных электронов ( ) была намного мень-
ше температуры горячих электронов ( ), и рав-
новесная плотность холодных электронов была
намного меньшей, чем горячих электронов [11]. С
точки зрения физики, при достаточно низкой
плотности холодных электронов по сравнению с
плотностью горячих электронов затухание ЭЗВ
сильно уменьшается, но при этом холодные элек-
троны все же обеспечивают распространение
волны. В течение последних нескольких десяти-
летий исследования ЭЗВ проводились с целью
изучения различных типов коллективных нели-
нейных структур и явлений, таких как солитоны,
ударные волны, двойные слои, турбулентность,
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волновые модуляции и т.д. [12–17]. В работе [18]
исследовалось нелинейное распространение ЭЗВ
в плазме, состоящей из холодной электронной
жидкости, горячих электронов, подчиняющихся
распределению типа ловушки/вихря, и стацио-
нарных ионов. В работе [19] было проведено тео-
ретическое исследование свойств трехмерных
(3D) уединенных ЭЗВ в замагниченной плазме,
состоящей из неподвижных ионов, замагничен-
ных холодных электронов, электронных пучков и
замагниченных горячих электронов, подчиняю-
щихся вихревому распределению. Большинство
этих нелинейных структур ЭЗВ было зарегистри-
ровано в нескольких миссиях космических аппа-
ратов [20, 21].

Нелинейные волны в плазме с дополнитель-
ной позитронной компонентой ведут себя иначе,
чем в обычной двухкомпонентной электронно-
ионной плазме [22]. Электрон-позитрон-ионная
(ЭПИ) плазма возникает в различных астрофизи-
ческих объектах, таких как солнечная атмосфера
[23], активные ядра галактик, магнитосферы
пульсаров, области вблизи полярного каспа пуль-
саров [24–26], а также такая плазма может быть
создана в лаборатории [27]. Таким образом, пред-
ставляет интерес исследовать характеристики
плазменных волн в ЭПИ-плазме. Часто отмеча-
ют, что электроны и позитроны являются высо-
коэнергетичными частицами, которые присут-
ствуют в астрофизической и космической плазме
и зачастую характеризуются немаксвелловским
распределением частиц. Соответственно, для
изучения электростатических волн в плазме в те-
чение длительного времени проводятся исследо-
вания в области неэкстенсивной статистической
механики, основанной на отклонении от стан-
дартной энтропии Больцмана–Гиббса–Шенно-
на (B–G–S). Обобщение энтропии B–G–S было
впервые признано Реньи [28], и впоследствии
Цаллис [29] распространил стандартную адди-
тивность энтропии на нелинейные, неэкстенсив-
ные случаи, причем энтропийный индекс  ха-
рактеризует степень неэкстенсивности системы.
Неэкстенсивные распределения с индексом  эф-
фективно использовались в различных приклад-
ных задачах, включая лобовое столкновение чер-
ных дыр, излучение гравитационных волн и про-
блему солнечных нейтрино [30, 31]. В течение
последних двух десятилетий было опубликовано
большое количество работ, посвященных иссле-
дованию разнообразных линейных и нелинейных
структур в рамках различных моделей плазмы с
использованием неэкстенсивных распределений
заряженных частиц с энтропийным индексом q
[32–35]. В работе [36] были исследованы свойства
полностью нелинейных удаленных ЭЗВ, распро-
страняющихся в незамагниченной и бесстолкно-
вительной ЭПИ-плазме с надтепловыми элек-
тронами и позитронами. В работе [37] изучались

q

q

цилиндрические и сферические электронно-зву-
ковые солитоны Гарднера, а также двойные слои
в плазме, характеризуемой двумя электронными
температурами и наличием нетепловых ионов.
Исследовалась также роль неэкстенсивных горя-
чих электронов и позитронов в распространении
неплоских ударных ЭЗВ в ЭПИ-плазме [38]. Ис-
следовались и ударные ЭЗВ неплоской геомет-
рии, распространяющиеся в незамагниченной
плазме с неэкстенсивными электронами [39].

Однако большая часть упомянутых выше ис-
следований нелинейных волн ограничивается их
распространением в незамагниченной плазме.
Наблюдения за космической и астрофизической
плазмой показывают, что внешнее магнитное по-
ле играет существенную роль в линейной и нели-
нейной плазменной динамике, а также влияет на
критерии устойчивости плазменных волн. В ра-
боте [40] была предложена модель для исследова-
ния распространения трехмерных нелинейных
волн в различных замагниченных плазменных
системах. Включение магнитного поля в плаз-
менную систему полностью меняет динамику
распространения нелинейных волн. Были иссле-
дованы трехмерные ЭЗВ в замагниченной плазме
с нетепловыми горячими электронами [41] и
изучено распространение линейных и нелиней-
ных электростатических волн в замагниченной
ЭПИ-плазме путем вывода уравнения Захарова–
Кузнецова (ЗК) [42]. В работе [43] представлены
решения в виде уединенных волн для нелинейно-
го трехмерного модифицированного уравнения
Кортевега–де Фриза–ЗК (КдФ–ЗК) для нели-
нейных ионно-звуковых волн в замагниченной
электрон-позитронной плазме, полученные с ис-
пользованием расширенных и частичных прямых
алгебраических методов. Теоретически исследо-
ваны основные особенности нелинейного рас-
пространения электростатических волн во внеш-
нем магнитном поле в ЭПИ-плазме в присут-
ствии тяжелых частиц [44]. Структуры ударных
ЭЗВ, возникающие в ЭПИ-плазме под влиянием
внешнего магнитного поля и надтепловых эф-
фектов, исследовались в [45]. Недавно различные
нелинейные структуры коллективной динамики
ионов (такие как солитоны, периодическая, ква-
зипериодическая и хаотическая структуры), воз-
никающие в присутствии внешнего магнитного
поля, были теоретически исследованы в [46] с по-
мощью анализа оригинального нелинейного
уравнения [47]. Совсем недавно в работе [48] бы-
ла исследована динамика распространения ЭЗВ в
присутствии слабого внешнего однородного маг-
нитного поля, получено обобщенное трехмерное
уравнение КдФ и представлено точное решение,
полученное с использованием преобразования
Бэклунда. Здесь можно упомянуть, что в присут-
ствии внешнего магнитного поля (меняющего
фазовую скорость волны), наличие неэкстенсив-
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ных электронов и позитронов качественно моди-
фицирует нелинейные когерентные структуры
ЭЗВ. Неэкстенсивные распределения частиц по-
лучают все большее распространение в физике
космической плазмы, поскольку они обеспечива-
ют эффективное моделирование наблюдаемых
распределений частиц. Изучение статистики си-
стем частиц, характеризуемых неэкстенсивными
распределениями с энтропийным индексом q,
может создать надежную и удобную основу для
анализа многих астрофизических и космологиче-
ских явлений, таких как планетные кольца, сол-
нечный ветер, хвосты комет [49], гало темной ма-
терии [50], адронная материя, кварк-глюонная
плазма [51], и тому подобных явлений. Таким об-
разом, ожидается, что присутствие неэкстенсив-
ных электронов и позитронов изменяет область
параметров, в которой могут существовать не-
линейные электронно-звуковые структуры. Ос-
новное внимание в данной статье уделяется ис-
следованию влияния горячих электронов и по-
зитронов, характеризуемых неэкстенсивными
рспределениями с энтропийным индексом q, а
также напряженности магнитного поля и кон-
центрации позитронов, на характеристики ЭЗВ,
что осуществляется посредством вывода уравне-
ния Лидке–Шпачека [47]. Структура настоящей
статьи выглядит следующим образом. Основные
исходные уравнения и вывод нелинейного эво-
люционного уравнения приведены в разд. 2. Про-
верка интегрируемости по Пенелеве и получение
аналитических решений нелинейного уравнения
динамики с использованием преобразования
Бэклунда приведены в разд. 3. Наконец, в разд. 4
приведены краткие выводы из полученных ре-
зультатов.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
И НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ, 

ОПИСЫВАЮЩЕЕ ЭВОЛЮЦИЮ СИСТЕМЫ

Рассмотрим однородную бесстолкновитель-
ную и неограниченную плазменную среду, состо-
ящую из инерционных холодных электронов, не-
экстенсивных горячих электронов и позитронов,
а также неподвижных положительных ионов, по-
мещенную во внешнее однородное магнитное
поле , где  − единичный вектор вдоль оси
z. Ионы, имеющие низкую энергию и большую
массу по сравнению с электронами, не успевают
реагировать на быстрые процессы, протекающие
на временных масштабах, характерных для элек-
тронов. Таким образом, условие равновесия име-
ет вид , где  − невозмущен-
ная плотность частиц сорта j (здесь индекс

 относится к холодным электронам, го-
рячим электронам, горячим позитронам и поло-
жительно заряженным ионам, соответственно).

= 0 ˆB zB ẑ

+ = +0 0 0 0c h p in n n n 0jn

= , , ,j c h p i

Для такой замагниченной плазменной среды
можно написать следующие основные уравнения:

(1)

(2)

(3)

где  − плотность частиц плазмы сорта j; вектор
, а также его компоненты , , , используе-

мые ниже, описывают скорости жидкости холод-
ных электронов в направлениях осей x, y, z; ϕ −
потенциал электростатической волны, и  −
масса (заряд) электрона.

Для моделирования неэкстенсивности компо-
нент плазмы (горячих электронов и позитронов)
будем использовать следующее неэкстенсивное
распределение с индексом q [32, 52]:

(4)

(5)

где индекс q характеризует степень неэкстенсив-
ности,  − постоянная Больцмана и  − темпе-
ратура горячих позитронов. Заметим, что в случае

, неэкстенсивное распределение с индек-
сом q не нормализуется. В предельном случае

 (экстенсивный случай) оно переходит в
хорошо известное распределение Максвелла –
Больцмана. Для случая распространения плоской
электростатической волны в бесстолкновитель-
ной плазме дисперсионное соотношение, за-
писанное в рамках формализма Цаллиса, очень
хорошо согласуется с экспериментальными дан-
ными при  [53]. В настоящей работе мы
рассматриваем значения индекса q, заключенные
в пределах очень ограниченного диапазона

, поскольку только они соответствуют
функциям распределения Цаллиса, которые с
физической точки зрения могут быть реализова-
ны [54].

Нелинейная динамика ЭЗВ может быть опи-
сана следующими нормализованными уравне-
ниями:

(6)

(7)
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(8)

где плотности частиц  и скорость жидкости хо-
лодных электронов  нормализованы на  и

, соответственно; ϕ нормализо-
ван на , а пространственная и временная
шкалы градуированы в единицах Дебаевской дли-
ны для горячих электронов 
и обратной плазменной частоты для холодных
электронов , соответственно.
Здесь , где  − циклотронная
частота холодных электронов, , 

,  и .

Для исследования нелинейной динамики ЭЗВ
в присутствии внешнего магнитного поля введем
следующие растянутые пространственно-вре-
менные координаты

(9)

где V − нормированная фазовая скорость ЭЗВ и ε
( ) представляет собой амплитуду слабо
нелинейной волны. Все зависимые переменные
раскладываются по степеням параметра  следу-
ющим образом:

(10)

Чтобы учесть влияние слабого магнитного поля
на нелинейную динамику ЭЗВ, мы используем
скейлинг . Подставляя (9) и (10) в урав-
нения (6)–(8), можно получить разные системы
уравнений, включающие члены разного порядка
по ε. В самом низком порядке разложения по 
получаем следующие соотношения:

(11)

где ,  и .

Комбинируя все члены более высокого по-
рядка по ε и используя соотношения (11), мы
получаем следующее нелинейное уравнение
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Лидке–Шпачека [46, 47] для ЭЗВ, распространя-
ющейся в неэкстенсивной замагниченной плазме

(12)

где , , при-

чем  и .
В зависимости от величины магнитного поля

данное уравнение описывает следующие различ-
ные физически интересные случаи. В отсутствие
магнитного поля  оно превращается в
уравнение Кадомцева–Петвиашвили (КП) [55], а
в случае одномерного движения ( ) − в
хорошо известное уравнение КдФ [56]. Если же
магнитное поле сильное , то можно полу-
чить уравнение схожее с уравнением ЗК [40].

3. ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ ПО ПЕНЕЛЕВЕ
И АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ

В этом разделе мы выполняем анализ Пенлеве,
чтобы изучить интегрируемость уравнения (12) и
получить некоторые интересные аналитические
решения. Для нелинейных уравнений в частных
производных (НУЧП) полная интегрируемость
обычно означает существование бесконечного
набора законов сохранения. Интегрируемость иг-
рает важную роль в поиске точных решений
НУЧП. Исследуя интегрируемость НУЧП, мож-
но получить важные сведения о нелинейной
структуре уравнения и природе его решений [57,
58]. Поскольку в реальных физических задачах
большинство динамических систем являются не-
линейными, большое внимание было уделено
интегрируемости нелинейных моделей. Между
интегрируемостью НУЧП и свойством Пенлеве
существует тесная связь. В работе [59] Weiss–Ta-
bor–Carnevale (WTC) предложили алгоритм, поз-
воляющий проводить анализ Пенлеве для НУЧП,
названный “методом WTC анализа Пенлеве”, ко-
торый является эффективным методом не только
для проверки интегрируемости по Пенлеве, но и
для построения точных решений НУЧП. Позже, в
работе [60] был предложен упрощенный вариант
метода WTC. НУЧП, обладающее свойством Пе-
нлеве, должно быть однозначным относительно
множества подвижных особых точек, а множе-
ство особых точек не должно быть характеристи-
ческим [60]. Проводя анализ Пенлеве в соответ-
ствии с методом WTC, можно предположить, что
функции  и  являются
аналитическими в окрестности точек, принадле-
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жащих множеству особых точек M, определяемо-
му следующим образом:

(13)

где  − аналитическая функция пере-
менных  в окрестности точек множества

. Кроме того, предположим, что

(14)

где p − целое число. Будем говорить, что уравне-
ние (12) обладает свойством Пенлеве, если его ре-
шения однозначны относительно множества по-
движных особых точек M. После подстановки
(14) в (12) и использования анализа членов выс-
шего порядка получаем, что  и

(15)
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гаемые, содержащие , находим, что
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Из (16) легко видеть, что  − это точки
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произвольному виду функции ψ, характеризу-
ющей сингулярную гиперповерхность. Чтобы
проверить, удовлетворяют ли точки резонанса

 условию совместимости (16), следуя ан-
зацу Крускала, использованному в методе WTC
[60], рассмотрим следующее преобразование:

(17)

где  − произвольная функция, и получим
следующее рекуррентное соотношение для 
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Подставляя  в указанное выше рекур-
рентное соотношение (18), получаем следующие
соотношения:

(19)

при этом , , и  являются произвольными.
Это показывает, что нелинейное уравнение (12),
описывающее эволюцию системы, обладает ин-
тегрируемостью по Пенлеве в рамках метода WTC
и следовательно может быть решено аналити-
чески.

3.1. Применение преобразования Бэклунда
для нахождения точных решений

Мы изучили свойство Пенлеве уравнения (12)
и показали, что укороченное разложение Пенле-
ве, предназначенное для определения точных
решений уравнения (12), имеет следующий вид
[48, 61]:

(20)

Подставив (20) в (12) и приравняв коэффициенты
при  и , получаем

(21)

а для  было найдено, что  удовлетворяет нели-
нейному уравнению (12), которое имеет тривиаль-
ное решение . Возьмем за отправную точку
это тривиальное решение , и запишем пре-
образование Бэклунда (ПБ) для уравнения (12)
в следующем виде:

(22)

Чтобы определить локализованные аналити-
ческие решения уравнения (12) с помощью выше-
упомянутого ПБ (22), введем плоскую волну

 на искривленной поверхности
ψ, такую что , где M − это число Маха. На
плоскости θ ПБ может быть записано в следую-
щем виде
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тегрирования уравнение (12) сводится к следую-
щему уравнению,

(24)

Для локализованного решения можно принять
постоянную интегрирования равной нулю. Под-
ставляя (23) в (24) и приравнивая коэффициенты
при разных степенях ψ, получаем систему обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ).
Для физически допустимых решений мы рас-
сматриваем ОДУ, соответствующие коэффици-
ентам при , что дает

(25)

Решение уравнения (25) может быть записано
следующим образом:

(26)

где  − произвольные константы ин-
тегрирования,  − собственное значе-
ние, а

(27)

Из приведенных выше выражений видно, что
собственное значение  всегда чисто мнимое,
поскольку , и мы положили , где λ яв-
ляется действительным. Более того, собственное
значение  всегда действительное в присутствии
внешнего магнитного поля. В итоге, подставив
(26) в уравнение (23), получаем общее решение
уравнения (12) в виде

(28)

( )

 Ω −+ + + + θ θ 

  Ω+ + − = . θ 

4 (1) 2 (1)2
(1)

4 2 2

2(1) 2 (1)
(1)

2
3 0
2

c c
c

c c
c

d n d nA V Mn
B Bd V d

dn nA An M
B d BV

−ψ 1

   Ω + Ω+ − − ψ = .  θ θ θ   

2 4 2 2 2

2 4 2 3 2 5
2 2 2 0d d M d M

d d V V d V

−λ θ λ θ −λ θ λ θ

ψ θ =
= + θ + + + + ,1 1 2 2

1 2 3 4 5 6

( )

k k k e k e k e k e

= , ,( 1 6)ik s i …
λ = φ1(2) 1(2)


 Ω +φ = − 
 


 Ω + Ω − + . 
  

∓

∓

2

1(2) 3 2

22 2

2 3 5

1 2 2
2

2 2 8

M
V V

M M
V V V

λ1

φ <1 0 φ = λ1 i

λ2

( )
−λ θ λ θ −λ θ λ θ

−λ θ λ θ −λ θ λ θ

−λ θ λ θ −λ θ λ θ

−λ θ λ θ −λ θ λ θ

ξ, ζ,η, τ = ×

 λ + + λ +× −
 + θ + + + +


 − λ − − λ −− . + θ + + + +  

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

(1)

2 2
1 3 4 2 5 6

1 2 3 4 5 6

2
2 1 3 4 2 5 6

1 2 3 4 5 6

12( )

( ) ( )

( ) ( )

c
Bn

A

k e k e k e k e
k k k e k e k e k e

k k e k e k e k e
k k k e k e k e k e

3.2. Решения в виде солитонов

Для получения решений в виде солитонов, по-
ложим в общем решении (28) 
и ; тогда после проведения простых алгеб-
раических преобразований мы получим

(29)

Таким образом, нелинейное уравнение (12),
описывающее эволюцию системы, имеет реше-
ние в виде одиночного солитона (29) с одним пи-
ком. Чтобы получить некоторую численную
оценку полученных результатов, возьмем типич-
ные значения параметров, соответствующие ав-
роральной зоне [8, 19]:  эВ,  эВ,

 см–3, и  см–3. Эти параметры со-
ответствуют . Кроме того, настоящий ана-
лиз ограничен следующим диапазоном значений
параметра неэкстенсивности :  [54].
На рис. 1 представлено влияние параметра неэкс-
тенсивности q и концентрации позитронов  на
вид решения в виде солитона. Видно, что солитон
сжимается, а его амплитуда увеличивается с уве-
личением q и , т.е. увеличивающиеся неэкстен-
сивность и концентрация позитронов могут сде-
лать солитон более острым. С физической точки
зрения, увеличение концентрации позитронов
приводит к уменьшению концентрации ионов
( ) вследствие условия квазинейтральности, и,
следовательно, амплитуда солитона увеличивает-
ся, в то время как его ширина уменьшается. Эту
особенность можно использовать в диагностиче-
ских целях в случаях, когда возможно введение
позитронной популяции в электронно-ионную
плазму.

Кроме того, положив в общем решении (28)
,  и , мы полу-

чим решение в виде M-образного солитона. На
рис. 2 представлены решения в виде M-образных
солитонов, полученные при различных значени-
ях напряженности магнитного поля Ω. Видно, что
амплитуда солитона возрастает с увеличением
магнитного поля Ω. Кроме того, протяженность
(ширина) M-образного солитона уменьшается с
увеличением внешнего магнитного поля. Следо-
вательно, увеличение магнитного поля приводит
к усилению нелинейности и уменьшению дис-
персии и, таким образом, локализованные струк-
туры становятся намного выше и уже. С физиче-
ской точки зрения, увеличение магнитного поля
увеличивает частоту колебаний электронов, что
приводит к увеличению фазовой скорости волн
при постоянной длине волны. Далее солитон рас-
пространяется с большей скоростью. Поскольку
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скорость солитона прямо пропорциональна его
амплитуде, то амплитуда солитона также увели-
чивается.

3.3. Периодическое решение
Из теории динамических систем известно, что

чисто мнимые собственные значения всегда со-
ответствуют периодическому решению нелиней-
ной системы уравнений. Поэтому для нахожде-
ния периодического решения из общего решения
(28) положим ,  и

, где P − положительная константа. Таким
= =1 3k k P = = =2 5 6 0k k k

= −4k P

образом, периодическое решение уравнения (12)
имеет вид

(30)

На рис. 3 приведены периодические решения
уравнения (12) для нескольких значений пара-
метра неэкстенсивности q и напряженности
внешнего магнитного поля . Из рис. 3а видно,
что амплитуда колебаний, а также число колеба-
ний уменьшается с ростом q, в то время как из
рис. 3б видно, что при увеличении напряженно-
сти магнитного поля возрастают число и ампли-
туда колебаний.

3.4. Решения типа “бризеров” 
и “блуждающих волн”

Название “бризер” отражает поведение про-
филя волны, в котором энергия локализована и
меняется колебательным образом. Выбирая пара-
метры ,  и , где
P − положительная константа, мы получаем ре-
шение типа “бризера”, которое выглядит следую-
щим образом:

(31)

Для иллюстрации поведения бризерных коле-
баний на рис. 4 изображено решение (31) для раз-
личных значений параметра неэкстенсивности q.
Видно, что колебания и их огибающая распро-
страняются с разными скоростями. Также видно,
что число колебаний в волновом пакете и их ам-
плитуда уменьшаются с увеличением q. Наблюда-

{ }
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Рис. 1. Решения уравнения (12) в виде солитонов, описываемые формулой (29) для различных значений (а) параметра
неэкстенсивности q (  (сплошная линия),  (пунктир) и  (штриховая линия)) при  и (б) кон-
центрации позитронов  (  (сплошная линия),  (пунктир) и  (штриховая линия)) при .
Остальные параметры имеют следующие значения: , , , and .
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 (пунктир) и  (штриховая линия)) при
, , , ,

. Остальные параметры имеют те же значе-
ния, что и на рис. 1.
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емые здесь бризерные структуры являются ре-
зультатом взаимодействия волн с различными фа-
зами. Таким образом, формирование бризера
является признаком фазового смешения волн. С
другой стороны, возможны решения в виде
“блуждающих волн” (“волн-убийц”), которые
представляют собой сильные вейвлеты, которые
могут “внезапно появиться из ниоткуда и бесслед-
но исчезнуть в никуда” [62]. На сегодняшний день
признано, что блуждающие волны по сути явля-
ются собственными нелинейными структурами.
Волны-убийцы – это короткоживущие явления, с

небольшой вероятностью возникающие внезапно
из обычных волн. Подставляя ,

 и  в общее решение (28), мы
получим решение типа волны-убийцы в следую-
щем виде:

(32)
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Рис. 3. Периодическое решение уравнения (12), описываемое формулой (30), для различных значений (а) параметра
неэкстенсивности (  (сплошная линия),  (пунктир) и  (штриховая линия)) при , 
и (б) напряженности магнитного поля (  (сплошная линия),  (пунктир) и  (штриховая линия))
при  и , , , . Остальные параметры имеют те же значения, что и на
рис. 1.
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Это решение описывает случай, когда энергия
волны конденсируется в относительно неболь-
шой области пространства, которая создается из-
за наличия нелинейных свойств плазменной сре-
ды, и такая волна может иметь структуру волны-
убийцы, как это показано на рис. 5а. Из рисунка

видно, что отсутствие экстенсивности снижает
амплитуду волны-убийцы. Чтобы получить дру-
гой тип решения типа волны-убийцы из соотно-
шения (28), возьмем  и

 и получим следующее выражение:

(33)

Профиль решения (33) показан на рис. 5б для
различных значений напряженности магнитного
поля Ω. Видно, что амплитуда волны-убийцы уве-
личивается с увеличением Ω. С физической точки
зрения, магнитное поле в плазменной системе
усиливает связь и генерирует новые возмущения
на электронных орбитах. Эта нелинейность, вно-
симая магнитным полем, создает новые гармони-
ки, и возникающие структуры типа волн-убийц
выявляют эти нелинейные явления. Как правило,
бризеры и структуры типа волн-убийц можно
описать, используя хорошо известное нелиней-
ное уравнение Шредингера [62, 63].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе исследовалось нелинейное

распространение ЭЗВ в замагниченной плазме,
состоящей из горячих электронов и позитронов,
характеризуемых неэкстенсивным распределени-
ем, подвижных холодных электронов и непо-
движных положительных ионов. Используя стан-
дартную методику теории возмущений, получено
уравнение Лидке–Шпачека, которое определяет
нелинейную динамику ЭЗВ малой амплитуды в
неэкстенсивной замагниченной плазме. Мы ис-

пользовали анализ Пенлеве, чтобы показать ин-
тегрируемость нелинейного уравнения, описыва-
ющего динамику системы. Путем применения
преобразования Бэклунда была получена серия
аналитических решений уравнения Лидке–Шпа-
чека. Решения показывают, что нелинейное урав-
нение, описывающее ЭЗВ, описывает различные
типы нелинейных структур, такие как одиночный
солитон, M-образный солитон, бризер и структу-
ры типа блуждающих волн (волн-убийц). Было
показано, что эти нелинейные структуры суще-
ственно определяются соответствующими пара-
метрами плазмы (энтропийным индексом q, на-
пряженностью магнитного поля, концентрацией
позитронов). Полученные аналитические резуль-
таты описывают широкий класс чрезвычайно ин-
тересных когерентных нелинейных явлений и
могут быть использованы в различных областях
физики [63, 64].
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