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Получено модифицированное уравнение Кадомцева–Петвиашвили, описывающее нелинейную
динамику почти одномерных волновых структур в пылевой плазме над освещенной частью Луны в
ситуации, когда локализация вдоль вектора магнитного поля, значительно сильнее, чем в других на-
правлениях. Полученное уравнение отличается от обычного уравнения Кадомцева–Петвиашвили
неаналитичностью в его нелинейном слагаемом. Полученное модифицированное уравнение Ка-
домцева–Петвиашвили отличается от обобщений уравнения Кадомцева–Петвиашвили, в которых
нелинейность остается такой же, как и в обычном уравнении Кадомцева–Петвиашвили, но учиты-
ваются дисперсионные поправки высшего порядка. Найдена аналитическая формула для одномер-
ного солитонного решения модифицированного уравнения Кадомцева–Петвиашвили. Данное ре-
шение отличается от хорошо известных одномерных солитонных решений уравнения Кортевега–
де Фриза и обычного уравнения Кадомцева–Петвиашвили. Проведен анализ устойчивости одно-
мерного солитонного решения, который показывает, что данное решение устойчиво. Обсуждаются
возможные применения рассмотренных солитонов, с точки зрения описания так называемых пере-
ходных лунных явлений, представляющих собой короткоживущий свет, цвет или изменение внеш-
него вида на поверхности Луны.

Ключевые слова: модифицированное уравнение Кадомцева–Петвиашвили, неаналитичность, соли-
тонное решение, устойчивость, переходные лунные явления
DOI: 10.31857/S0367292122040072

1. ВВЕДЕНИЕ
В последние годы во всем мире значительно

возрос интерес к исследованиям Луны с помо-
щью космических аппаратов. В России готовятся
лунные миссии “Луна-25”, “Луна-26”, “Луна-27”
(см., например, [1]). Существенный вклад в раз-
витие лунных программ вносят Китайская На-
родная Республика и Соединенные Штаты Аме-
рики (см., например, [2–4]) и др. Существенную
долю в исследованиях Луны занимают вопросы,
касающиеся пыли и пылевой плазмы в лунной
экзосфере [3, 5, 6]. Источником пыли на Луне
служит лунный реголит, на формирование кото-
рого существенное влияние оказала бомбарди-
ровка поверхности естественного спутника Зем-
ли метеороидами различных размеров на протя-
жении миллиардов лет. Обращенная к Солнцу
сторона Луны находится под действием солнеч-

ного ветра и излучения. Важную роль приобрета-
ет фотоэффект, за счет которого освещенная сол-
нечным светом поверхность Луны приобретает
положительный заряд [7].

При определенных условиях силы электроста-
тического отталкивания могут привести к подъ-
ему пылевых частиц субмикро- и микромасштаб-
ных размеров над лунной поверхностью [8–10]. В
этом случае можно говорить о “запыленной” эк-
зосфере Луны, в которой помимо электронов и
ионов солнечного ветра содержатся левитирую-
щие заряженные пылевые частицы, а также фото-
электроны, поступающие в экзосферу в результа-
те фотоэмиссии с лунной поверхности и с поверх-
ностей левитирующих пылевых частиц. Следует
подчеркнуть, что роль фотоэлектронов в процес-
се зарядки пылевых частиц оказывается опреде-
ляющей. На рис. 1 приведены параметры “запы-
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ленной” экзосферы Луны, полученные на основе
численных расчетов в модели, описанной в [9].

Существенное место в физике плазмы занима-
ют исследования линейных и нелинейных волно-
вых структур, например, солитонов (см., напри-
мер, [11–13]). Как и в любой плазменной системе,
в экзосфере Луны возможно существование ли-
нейных и нелинейных волн [14–18]. В работе [19]
приведено описание пылевых звуковых солито-
нов в плазме запыленной экзосферы Луны. При
этом использовалось упрощенное описание, в
котором лунная поверхность предполагалась
гладкой, не учитывалась анизотропия, связанная,
например, с присутствием магнитного поля, что
позволило использовать одномерные (в про-
странстве) уравнения. Вместе с тем, хорошо из-
вестно, что примерно четверть лунной орбиты
проходит через хвост магнитосферы Земли. Ти-
пичные магнитные поля в хвосте магнитосферы
порядка 10–5–10–4 Гс [20, 21]. Кроме того, имеют-
ся области магнитных полей коры Луны, извест-
ные как области магнитных аномалий. Поверх-
ностные поля, измеренные магнитометрами
Apollo-12, -14, -15 и -16, составили соответствен-
но 3.8 × 10–4, 1.03 × 10–3, 3 × 10–5 и 3.27 × 10–3 Гс
[22]. Следует отметить, что все места посадки ко-
раблей Аполлон находились на видимой стороне
Луны. Существуют спутниковые наблюдения
[23], которые показали, что самые большие и
сильные магнитные поля расположены на неви-
димой стороне Луны.

В условиях пылевой плазмы над освещенной
частью Луны основной вклад вносят фотоэлек-
троны и положительно заряженные пылевые ча-

стицы, выполняющие роль ионов в обычной
плазме. При этом гирочастота пылевых частиц

 настолько мала (  с–1), что можно
считать, что для частот пылевых звуковых волн ω
выполнено соотношение . В этом случае,
с одной стороны, влиянием магнитного поля
можно пренебречь, но с другой — существует
анизотропия, связанная с вектором магнитного
поля, которая может повлиять на структуру нели-
нейной волны. Так, например, если имеется по-
чти одномерный волновой пакет, в котором лока-
лизация вдоль вектора магнитного поля, значи-
тельно сильнее, чем в других направлениях, то
необходимо использовать двумерное описание,
схожее с тем, которое приводит к хорошо извест-
ному уравнению Кадомцева–Петвиашвили для
обычной плазмы (см., например, [24]). При этом
особенности окололунной пылевой плазмы по
сравнению с обычной плазмой весьма велики и
ограничиваются не просто заменой ионов на по-
ложительно заряженные пылевые частицы, по-
этому уравнение, описывающее в двумерном
случае пылевые звуковые солитоны, будет отли-
чаться от уравнения Кадомцева–Петвиашвили.
Целью настоящей работы является вывод этого
уравнения, нахождение его одномерных реше-
ний, а также исследование устойчивости этих ре-
шений.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

К образованию пылевых звуковых нелиней-
ных структур у освещенной стороны Луны может,
например, приводить пылевая звуковая неустой-

ωBd
−ω ∼

810Bd

ω ω@ Bd

Рис. 1. Параметры “запыленной” экзосферы Луны в зависимости от высоты h над лунной поверхностью (  и  –
концентрации электронов и пылевых частиц,  – зарядовое число пылевой частицы) для трех значений угла θ между
местной нормалью и направлением на Солнце.
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чивость, которая достаточно легко реализуется в
условиях плазмы в области взаимодействия хво-
ста магнитосферы с Луной [16, 17]. Если в резуль-
тате раскачки колебаний (или волны) вследствие
развития неустойчивости их амплитуды стано-
вятся достаточно большими, такими, что уже не-
возможно линейное рассмотрение, то в плазме
могут возникать пылевые звуковые нелинейные
волны, одним из видов которых являются солито-
ны.

Представим систему уравнений для двумерно-
го (в пространственных координатах) описания
пылевых звуковых нелинейных волновых струк-
тур в пылевой плазме над освещенной поверхно-
стью Луны. При этом полагаем, что основными
составляющими пылевой плазмы являются фото-
электроны и положительно заряженные пылевые
частицы (см., например, [3, 5, 6]). Заряженная
пыль описывается гидродинамически с помощью
уравнения непрерывности и уравнения движения
(Эйлера), записанного покомпонентно,

(1)

(2)

(3)

где ϕ — самосогласованный электростатический
потенциал в плазме, координаты x и y имеют го-

ризонтальное направление,  — концентрация

пылевых частиц,  — заряд электрона, 

и  — заряд и масса пылевой частицы,  — за-

рядовое число пылевой частицы,  — ее ско-
рость. Уравнения (1)–(3) справедливы, когда рас-
пространение солитонов горизонтально и, кроме
того, высоты h, на которых рассматривается рас-
пространение солитонов, значительно превосхо-
дят дебаевский радиус фотоэлектронов плазмы

. Здесь  — концентрация фото-

электронов,  – температура фотоэлектронов,
выраженная в энергетических единицах.

На временных масштабах, характерных для
пылевых звуковых колебаний, инертностью фо-
тоэлектронов можно пренебречь. Поэтому фото-
электроны успевают подчиниться статистическо-
му распределению. В таких условиях (когда пы-
левые частицы приобретают положительный
заряд в результате действия фотоэффекта) пыле-
вые звуковые солитоны создают положительный
электростатический потенциал [15, 19], который
представляет собой потенциальную яму для элек-
тронов. Электроны могут быть захвачены такой
потенциальной ямой, когда выполнено следую-
щее неравенство [25]:

(4)

( ) ( )∂ + ∂ + ∂v v, , = 0,t d x d d x y d d yn n n

∂ + ∂ + ∂ = − ∂ ϕv v v v, , , , , ,d
t d x d x x d x d y y d x x

d

Z e
v

m

∂ + ∂ + ∂ = − ∂ ϕv v v v v, , , , , ,d
t d y d y y d y d x x d y y

d

Z e

m

dn

−e =d dq Z e

dm dZ

vd

λ π 2
= /4De e eT n e en

eT

τ ≥ v/ ,S S Tel

где ,  – характерные пространственно-вре-

менные масштабы солитона,  – тепловая ско-

рость фотоэлектронов. Отметим, что ,

 – пылевая плазменная частота,

пространственный размер солитона  составляет
величину порядка нескольких дебаевских радиу-

сов электронов. Следовательно, , где

 – плазменная частота электро-

нов,  – масса электрона. Для пылевых звуковых
солитонов неравенство (4) справедливо практи-
чески всегда. Поэтому при описании электронов
следует учитывать их адиабатический захват [25]
потенциальной ямой, сформированной пылевым
звуковым солитоном, и в этом случае для распре-
деления электронов следует использовать фор-
мулу Гуревича

(5)

Систему уравнений (1)–(3) и (5) следует до-
полнить уравнением Пуассона для электростати-
ческого потенциала:

(6)

3. МОДИФИЦИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ 
КАДОМЦЕВА–ПЕТВИАШВИЛИ

Система уравнений (1)–(3), (5) и (6) использу-
ется для вывода уравнения, описывающого в дву-
мерном случае пылевые звуковые солитоны для
случая пылевой плазмы над освещенной частью
Луны. В линейном приближении данная система
уравнений позволяет получить линейный закон
дисперсии для пылевых звуковых волн:

(7)

где  — пылевая звуковая скорость.

Как уже отмечалось, уравнение Кадомцева–
Петвиашвили для обычной плазмы выводится
(см., например, [24]) для ситуации почти одно-
мерного волнового пакета, в котором локализа-
ция вдоль одной из осей значительно сильнее,
чем в других направлениях. Рассмотрим распро-
странение двумерного возмущения (в плоскости

) в ситуации, когда этой осью является ось x.
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Предположим также, что . Тогда в выра-

жении  допустимо разложение

(8)

Это соотношение в координатном простран-
стве соответствует параболическому приближе-
нию и приводит к уравнению

(9)

где .

Линейное уравнение (9) по форме совпадает с
аналогичным линейным уравнением, получен-
ным для ионно-звуковых волн в обычной плазме
(см., например, [24]). Оно характеризует движе-
ние волнового пакета вдоль оси x, испытывая
дисперсионное расплывание по x и дифракцию в
направлении y. Однако нелинейное уравнение,
полученное из системы уравнений (1)–(3), (5) и
(6) в тех же предположениях, что и (9), отличается
от нелинейного двумерного уравнения (см., на-
пример, [24]) для ионно-звуковых волн в обыч-
ной плазме. Вывод нелинейного уравнения в рас-
сматриваемой ситуации осуществляется по тео-
рии возмущений стандартным методом [26, 27]
разложения по малому параметру ε, использую-
щим вывод асимптотического представления на
основе классического анализа размерностей. При
этом вводятся новые переменные

(10)

(11)

(12)

и используются разложения

(13)

(14)

(15)

(16)

Полученное таким способом нелинейное
уравнение для пылевых звуковых возмущений у
освещенной стороны Луны с использованием за-

мены  имеет вид

(17)

В уравнении (17) учтено только нелинейное сла-
гаемое, соответствующее наименьшему порядку
малости. Это уравнение является модифициро-

λk !
2 2

1De
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x t ds e x ds De x
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c e T c

c

ванным уравнением Кадомцева–Петвиашвили,
отличающимся от обычного уравнения тем, что
во втором (нелинейном) слагаемом его левой ча-

сти содержится множитель , тогда как в анало-
гичном слагаемом обычного уравнения Кадомце-
ва–Петвиашвили содержится в качестве множи-
теля φ в первой степени. Отметим, что уравнение
(17) отличается от обобщений уравнения Кадом-
цева–Петвиашвили (см., например, [28–30]), в
которых нелинейность остается такой же, как и в
обычном уравнении Кадомцева–Петвиашвили,
но учитываются дисперсионные поправки выс-
шего порядка.

4. СОЛИТОННЫЕ РЕШЕНИЯ
И ИХ УСТОЙЧИВОСТЬ

Уравнение (17) имеет решение в виде одномер-
ных солитонов

(18)

где , , u — скорость
распространения солитона. Отметим, что ампли-
туда солитона положительна, т. е. использование
приближения, в котором следует учитывать адиа-
батический захват электронов потенциальной
ямой, сформированной пылевым звуковым соли-
тоном, оправдано.

На рис. 2 представлены характерные солитон-
ные решения (18) для параметров плазмы, соот-
ветствующих различным высотам h и одинако-

вым значениям скорости  см/с вдоль по-
верхности Луны для трех значений угловой

высоты Солнца , 82° и 87° (c). На рис. 3
приведены профили амплитуд солитонных реше-
ний (18) в зависимости от высоты h над лунной
поверхностью и скорости распространения соли-

тона u при  (а), 82° (б) и 87° (в). Использу-
емые в расчетах при получении рис. 2 и 3 парамет-
ры плазмы для различных высот и углов θ соот-
ветствуют данным, изображенным на рис. 1.

Для исследования устойчивости солитонных
решений в двумерном пространстве следует про-
вести линеаризацию уравнения ((17)) относи-

тельно малых возмущений  ( ) точного
решения ((18)). Это приводит к уравнению

(19)

Учитывая выражение для 

, ищем решение ((19)) в

виде

(20)

φ

( )φ
 − 

2

4

15 1
= ,

8 /4 ( )cosh

u

a u b x ut

π= ( / ) /ds ea c e T λ2
= /2ds Deb c

= 20u

θ °= 77

θ °= 77

δφ δφ φ!| |

(
( ) ) ( )

∂ ∂ δφ + π ∂ φδφ +

+ λ ∂ δφ = − ∂ δφ2 3 2

( / ) / ( )

/2 /2 .

x t ds e x

ds De x ds y

c e T

c c

( )φ ×= 15 /8u a

( ) × − 
2

1/ cosh /4 ( )u b x ut

δφ ψ ζ − ω += ( )exp( ),i t iky
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где . Подставляя (20) в (19), получаем

уравнение относительно 

(21)

ζ −= x ut

ψ ζ( )

( ) ( )(
( ) ) ( )
ζ

ζ ζ

 ∂ − + ζ + 

+ λ ∂ ψ = ω∂ ψ + ψ

2 2

2 2 2

15 /8 1/ cosh /4

/2 /2 .ds De ds

u u u b

c i c k

Уравнение (21) аналогично уравнению (2.17) из

[24]. Соответственно, для его решения использу-

ем методы, представленные в [24]. Ищем реше-

ние (21), ограничиваясь рассмотрением длинно-

волновых низкочастотных возмущений. Тогда

возможно представление ψ в виде ряда по степе-

ням малого параметра ω: .

Подставляя это разложение в (21) и приравнивая

члены одного порядка, получаем цепочку урав-

нений

(22)

(23)

(24)

Решение уравнения (22) имеет вид

(25)

Подставляя это решение в уравнение (23) и решая

его, находим

(26)

ψ ψ + ψ + ψ +…0 1 2=

( ) ( )(
( ) )

ζ

ζ

 ∂ − + ζ + 
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2 2

2 2

0

15 /8 1/ cosh /4

/2 = 0,ds De

u u u b

c

( ) ( )(
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ζ

ζ ζ
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2 2

2 2

1 0

15 /8 1/ cosh /4

/2 = ,ds De

u u u b

c i

( ) ( )(
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ζ
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2 2
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2 1 0
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2

0 = 15 /8 1/ /4 .coshu u b
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2

1 = 15 /8 / cosh /4 .ui u u b

Рис. 2. Характерные солитонные решения (18) для па-

раметров плазмы, соответствующих высотам ,
40, 60, 80, 100, 120, 140, 160, 180 и 200 см и скорости

 см/с для всех профилей.
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Рис. 3. Амплитуды солитонных решений (18) в зависимости от высоты h над поверхностью Луны и скорости u при

 (а), 82° (б) и 87° (в).
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КАССЕМ и др.

Наконец, с помощью (24)–(26) получаем

(27)

Это уравнение неоднородно и в общем случае
имеет конечные решения не при любой правой
части. Известно [24], что для наличия конечных
решений правая часть (27) должна быть ортого-
нальна решениям уравнения, сопряженного
уравнению (27) без правой части. Умножая (27) на

 и интегрируя по ζ, по-

лучаем, что левая часть обращается в нуль, а пра-
вая дает дисперсионное уравнение малых колеба-
ний солитона:

(28)

Таким образом, одномерный солитон (18) устой-
чив.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, получено нелинейное уравнение, опи-
сывающее динамику почти одномерных нели-
нейных волновых структур в пылевой плазме над
освещенной частью Луны в ситуации, когда лока-
лизация вдоль вектора магнитного поля, значи-
тельно сильнее, чем в других направлениях. Дан-
ное уравнение является модифицированным
уравнением Кадомцева–Петвиашвили. Получен-
ное уравнение отличается от обычного уравнения
Кадомцева–Петвиашвили тем, что в его нели-

нейном слагаемом содержится множитель , то-
гда как в аналогичном слагаемом обычного урав-
нения в качестве множителя содержится φ в пер-
вой степени. Полученное модифицированное
уравнение Кадомцева–Петвиашвили отличается
от обобщений уравнения Кадомцева–Петвиа-
швили, в которых нелинейность остается такой
же, как и в обычном уравнении Кадомцева–Пет-
виашвили, но учитываются дисперсионные по-
правки высшего порядка. Найдена аналитиче-
ская формула для одномерного солитонного ре-
шения. Данное решение отличается от хорошо
известных одномерных солитонных решений
уравнений Кортевега–де Фриза и Кадомцева–
Петвиашвили. Проведен анализ устойчивости
одномерного солитонного решения, который по-
казывает, что данное решение устойчиво.

( ) ( )(ζ  ∂ − + ζ + 
2 2

15 /8 1/ cosh /4u u u b

( ) )
( ) ( )
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2 2
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2

= ( /2)

ln 15 /8 1/ cosh /4

= 3 /2 > 0.

ds u
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c k

u u b d

c k u

φ

Неаналитичность нелинейного слагаемого за-
трудняет поиск двумерных решений модифици-
рованного уравнения Кадомцева–Петвиашвили,
которые возможно получить аналитически в слу-
чае обычного уравнения. В этой связи, для дву-
мерного анализа решений модифицированного
уравнения Кадомцева–Петвиашвили, по-види-
мому, следует использовать численные методы,
что является задачей будущих исследований.

Что касается возможных применений рас-
смотренных солитонов, интерес представляют
так называемые переходные лунные явления,
представляющие собой короткоживущий свет,
цвет или изменение внешнего вида на поверхно-
сти Луны [31–35]. Несмотря на то, что не суще-
ствует данных, которые однозначно подтвердили
бы переходные лунные явления (например, одно-
временных изображений и спектров с двух раз-
личных участков лунной поверхности), значи-
тельное количество исследователей Луны считает
переходные лунные явления реальными и вклю-
чает их в проявления активности лунной экзо-
сферы. Хотя и существует долгая (начиная, по
крайней мере, с 557 г. до н.э.) история наземных
наблюдений переходных лунных явлений, их
природа до сих пор не определена. Иногда такого
рода явления связывают со спорадическим выде-
лением газов на Луне. Однако можно предполо-
жить, что в случае распространения вдоль по-
верхности Луны электростатических солитонов,
возможно, возникновение свечения, связанного
с излучением плазмы из области локализации со-
литона, т. е. солитоны могут вносить вклад в объ-
яснение тех или иных переходных лунных явле-
ний.

Один из авторов (А.И. Кассем) благодарен
Министерству высшего образования Египта за
поддержку.
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