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Представлен метод для численного расчета профиля уединенной ионно-звуковой волны в плазме с
отрицательными ионами и, как частный случай, в электрон-ионной плазме. Предложены новые
формулы для аналитического описания профиля уединенной волны сжатия и профиля уединенной
волны разрежения при малых амплитудах. Проведено сравнение профилей уединенных волн, рас-
считанных по предложенным здесь и по известным формулам, как между собой, так и с соответ-
ствующими профилями, полученными с помощью решения полной системы уравнений, описыва-
ющей плазму. В большинстве случаев наименьшее отклонение от решения полной системы уравне-
ний имеет профиль, рассчитанный по предлагаемым формулам.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Распространение уединенных ионно-звуко-

вых волн в бесстолкновительной плазме исследу-
ется достаточно давно. Большинство исследо-
ваний было проведено для волн сравнительно
малых амплитуд, которые, в соответствии с уста-
новившейся терминологией [1], принято назы-
вать ионно-звуковыми солитонами. Для кратко-
сти ниже в названиях этих волн мы будем опус-
кать слова “ионно-звуковая”/“ионно-звуковой”.
Это не приведет к какой-либо неопределенности,
поскольку другие типы волн здесь не рассматри-
ваются.

Наиболее подробно изучены генерация и рас-
пространение солитонов в двухкомпонентной
электронно-ионной плазме (ЭИП). Исследова-
ния проводились как теоретически [1–24], так и
экспериментально [25–30]. Значительное число
работ посвящено изучению солитонов, распро-
страняющихся в трехкомпонентной плазме с от-
рицательными ионами (ПОИ), состоящей из
электронов, положительных ионов и отрицатель-
ных ионов. Теоретические аспекты обсуждаются
в работах [31–38], экспериментальные исследо-
вания представлены в работах [39–51]. ПОИ в
естественных условиях наблюдается в D-слое и в
нижней части E-слоя ионосферы. В лаборатор-
ных условиях плазма, содержащяя отрицатель-
ные ионы водорода  и дейтерия , может ис-

пользоваться для создания высокоэнергетичных
пучков нейтральных частиц для термоядерных
исследований [52]. ПОИ применяют для обработ-
ки материалов. В частности, в [51, 53] сообщалось
об использовании ПОИ для производства мате-
риалов, основанных на фуллеренах. ПОИ может
использоваться в устройствах для накачки газо-
вых лазеров [54]. ПОИ представляет значитель-
ный интерес как физический объект с необыч-
ными волновыми свойствами. В бесстолкно-
вительной ПОИ можно наблюдать солитоны и
бесстолкновительные ударные волны, причем не
только сжатия, но и разрежения. Цитируемые вы-
ше работы как раз посвящены исследованию не-
линейных явлений в ПОИ. Заметим, что даже ес-
ли реальная плазма состоит из нескольких сортов
ионов, во многих случаях доминирующими явля-
ются только один сорт положительных ионов и
только один сорт отрицательных ионов. В таких
случаях использование модели трехкомпонент-
ной плазмы может быть вполне приемлемым [40–
44, 48–50].

В настоящее время основное внимание ис-
следователей продолжает привлекать процесс
взаимодействия между уединенными волнами.
Встречные и обгонные столкновения уединен-
ных волн изучаются достаточно давно [1, 6, 9, 25,
26, 40–42, 46]. В современных исследованиях
уединенных волн и их взаимодействия между со-−H −D
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бой используются новые подходы [19, 24, 37], ис-
следуются случаи с немаксвелловским распреде-
лением электронов [16, 20] или рассматриваются
столкновения уединенных волн больших ампли-
туд [19, 22, 55–58].

Практически любая задача об уединенных
волнах в плазме начинается с решения уравне-
ний, определяющих форму волны, или с форми-
рования волны, имеющей определенную заранее
заданную форму, найденную из тех или иных
предположений. Форма является одним из глав-
ных элементов, характеризующих уединенную
волну. Как правило, она однозначно определяет-
ся амплитудой волны при заданных параметрах
плазмы. Форма волны, а также скорость ее рас-
пространения, при заданной амплитуде могут
быть определены из решения полной системы
уравнений, описывающих движение плазмы, до-
полненных соответствующими начальными и
граничными условиями. Поэтому при создании
уединенной волны необходимо, чтобы ее харак-
теристики: амплитуда, скорость распространения
и форма, все вместе, соответствовали такому ре-
шению. Только в таком случае волна в дальней-
шем распространяется устойчиво без каких-либо
изменений. Попытка образовать уединенную
волну, создавая структуру, которая не соответ-
ствует решению полной системы уравнений,
приведет к распаду структуры. В процессе эволю-
ции из нее может выделиться уединенная волна.
При этом амплитуда, скорость распространения
и форма первоначальной структуры изменятся
таким образом, чтобы в конечном итоге они, все
вместе, соответствовали бы некоторому решению
полной системы уравнений. Строго говоря, еди-
ного решения, единой формулы, которая могла
бы описывать форму всех уединенных волн в
плазме, нет.

Полная система уравнений, описывающих
плазму, достаточно сложна, и для ее решения при-
ходится прибегать к численным методам и описы-
вать профиль уединенной волны численным ре-
шением. Вместе с тем, если амплитуда волны до-
статочно мала, то исходная система уравнений
может быть упрощена. В ряде случаев решение
упрощенной системы уравнений может быть
представлено в аналитическом виде, описываю-
щем некоторый определенный класс солитонов.
При этом форма солитона, в частности, его шири-
на, определенная тем или иным образом, оказы-
вается однозначно зависимой от амплитуды.

Наиболее распространенным является прием,
при котором полную систему уравнений упроща-
ют таким образом, чтобы получить уравнение
Кортевега–де Вриза (КдВ) [4, 8, 10–13, 16, 19–21,
31–37]. Это уравнение может быть решено анали-
тически. Аналитические решения уравнения КдВ
удобны для изучения различных задач о солито-

нах. В частности, при численных исследованиях
эволюции солитона или взаимодействия между
солитонами их начальный профиль устанавлива-
ют по аналитической формуле, более всего соот-
ветствующей рассматриваемой задаче [17, 19–22].
Строго говоря, при таком подходе исследуются
свойства и поведение солитонов КдВ и принима-
ется, что полученные результаты могут прибли-
женно описывать и солитоны в плазме.

Однако в ряде случаев при формировании
уединенных волн используются аналитические
формулы даже тогда, когда условие малости ам-
плитуды не соблюдается [22]. Иногда при созда-
нии начальной структуры просто создают началь-
ное возмущение плотности частиц, например,
гауссовское [18, 23, 51]. Очевидно, что в таких
случаях создается структура, которая не является
уединенной волной, и она не всегда может эво-
люционировать с течением времени так, что воз-
никнет уединенная волна. Эволюция произволь-
ных начальных возмущений разного рода по-
дробно исследовалась [5, 9, 27, 59]. Как правило,
если уединенная волна и образуется, то этот про-
цесс может занять достаточно большое время.
В частности, потребуется время, чтобы формиру-
ющаяся сверхзвуковая уединенная волна оторва-
лась от возникающего за ней осцилляторного
следа. Кроме того, не только форма, но также ам-
плитуда и скорость распространения образовав-
шейся волны заметно изменятся по сравнению с
первоначально заданными амплитудой и скоро-
стью [22]. Очевидно, что такая ситуация затруд-
няет исследование. Например, при численном
изучении столкновений уединенных волн как
расчетная область, так и время расчета должны
быть существенно увеличены для того, чтобы ис-
следовалось столкновение образовавшихся с те-
чением времени уединенных волн, а не столкно-
вение произвольно заданных структур.

Самый прямой способ избежать подобных
проблем состоит в том, чтобы находить профиль
уединенной волны из решения полной системы
уравнений, описывающих плазму, а не использо-
вать решение упрощенных уравнений или произ-
вольно заданную форму. Нахождение такого ре-
шения в ряде случаев может быть сведено к чис-
ленному решению уравнения Пуассона (см.,
например, [60]). В настоящей статье предлагается
метод получения численного решения для нахож-
дения профиля уединенной волны в трехкомпо-
нентной ПОИ и, как частный случай, в двухком-
понентной ЭИП. На самом деле, этот метод мо-
жет быть достаточно просто обобщен и на случай
плазмы более сложного состава.

Отметим, что предлагаемый метод многократ-
но использовался автором при изучении столкно-
вений уединенных волн [55–58] и при изучении
прохождения уединенной волны через границу
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между ЭИП и ПОИ [61]. Исследования выполня-
лись с помощью метода частиц в ячейке для уеди-
ненных волн больших амплитуд, в том числе, ам-
плитуд, близких к критическим амплитудам. На-
чальное состояние уединенной волны задавалось
в соответствии с получеными численными реше-
ниями с помощью соответствующего подбора ко-
ординат и скоростей частиц. В дальнейшем со-
зданная таким образом уединенная волна распро-
странялась по невозмущенной плазме без каких
либо изменений ее амплитуды, скорости распро-
странения и формы вплоть до столкновения с
другой уединенной волной или с каким либо пре-
пятствием.

Во многих случаях при выводе аналитических
формул для профиля уединенной волны исполь-
зуют редуктивный метод возмущений, с помо-
щью которого из исходной системы уравнений
получают уравнение КдВ для члена первого по-
рядка в разложении по малому параметру и огра-
ничиваются нахождением его решения. Вместе с
тем, для нахождения решения при малых ампли-
тудах нет необходимости непременно получать
уравнение КдВ. В частности, можно воспользо-
ваться обычным подходом, при котором исход-
ные уравнения разлагаются по малым величинам,
и в конечном итоге решается упрощенное уравне-
ние Пуассона. В этой работе показано, что при
таком подходе в случае ПОИ можно получить
упрощенное уравнение Пуассона, в котором
учтены члены до четвертого порядка малости
включительно. Решение такого уравнения можно
представить в удобном аналитическом виде. Что-
бы оценить, насколько полученные новые фор-
мулы для профилей уединенной волны сжатия
(УВС) и уединенной волны разрежения (УВР)
лучше или хуже известных формул, мы сравнива-
ем рассчитанные по разным формулам профили
уединенных волн не очень большой амплитуды
как между собой, так и с профилями уединенных
волн, рассчитанными с помощью численного ре-
шения полной системы уравнений. Проведенное
сравнение показывает, что профили, рассчитан-
ные по полученным здесь формулам, отклоняют-
ся от решений полной системы уравнений мень-
ше, чем профили, рассчитанные по известным
формулам.

В данной работе представлен метод для чис-
ленного расчета профиля уединенной волны в
ПОИ и в ЭИП, а также предложены новые фор-
мулы для аналитического описания профиля
уединенной волны при малых амплитудах в таких
плазмах.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
И МЕТОД ИХ РЕШЕНИЯ

В данной статье изучается распространение
уединенной волны в бесстолкновительной трех-

компонентной ПОИ, электроны которой распре-
делены по закону Больцмана. Как и в цитируе-
мых выше работах, задача рассматривается в од-
номерном приближении. В таких задачах имеется
физически выделенное направление, направле-
ние сверхзвукового распространения волны. В
таких условиях можно ожидать, что влияние не-
одномерности будет мало, и это подтверждает
многолетний опыт исследований уединенных
волн в плазме. Было показано, что основные
свойства, особенности и закономерности распро-
странения и взаимодействия уединенных волн,
наблюдаемые в экспериментах, очень хорошо со-
гласуются с теоретическими положениями, полу-
ченными в одномерном приближении. С теорией
сравнивались результаты экспериментов в ЭИП
[25, 26, 28] и в ПОИ [40–44, 46–48, 51]. Сравне-
ния с теорией проводились как для УВС, так и для
УВР, при разных соотношениях плотностей от-
рицательных и положительных ионов, при раз-
ных соотношениях ионных масс и на разных
устройствах с разными характерными продоль-
ным и поперечным размерами исследуемой обла-
сти. Согласие теории и эксперимента служит кос-
венным подтверждением актуальности таких тео-
ретических исследований.

Движения бесстолкновительной плазмы опи-
сываются системой уравнений Власова. Во мно-
гих случаях, когда температуры ионов не очень
велики, для описания процессов в плазме можно
использовать более простой подход, основанный
на системе уравнений для моментов функций
распределения. Соответствующая замкнутая си-
стема уравнений в приближении трех моментов
[62] может быть выведена в предположении, что
тепловыми потоками ионов можно пренебречь. В
безразмерном виде такая система уравнений за-
писывается следующим образом:

(1)

где введены обозначения  и  для плотно-
стей положительных ионов, отрицательных
ионов и электронов, соответственно. Через  и 
обозначены потоковые скорости, а через  и  –
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температуры положительных и отрицательных
ионов соответственно. Параметр 
характеризует ионный состав плазмы. Здесь  и

 обозначают массу и зарядовое число положи-
тельного иона соответственно. Такие же величи-
ны для отрицательного иона обозначены как  и

. Для потенциала используется обозначение ϕ,
а x,  и t представляют собой координату, ско-
рость и время соответственно.

При обезразмеривании использовались следу-
ющие величины

(2)

которые служат единицами массы, плотности,
температуры, времени, длины, скорости и потен-
циала соответственно. Здесь через e обозначена
абсолютная величина заряда электрона, а через

 обозначена температура электронов (в энерге-
тических единицах) в невозмущенной области.
Будем считать, что в невозмущенной области все
величины распределены однородно, и обозначать
такие величины индексом 0. В частности, как
видно из (2), плотность частиц измеряется в еди-
ницах плотности положительных ионов  в не-
возмущенной области. Положим, что в невозму-
щенной области потенциал равен нулю , а
электронная плотность равна . Тогда распреде-
ление электронов по закону Больцмана будет
иметь вид

(3)

Условие квазинейтральности в невозмущенной
области запишется в виде

(4)

Мы будем рассматривать волну, распростра-
няющуюся стационарно. В системе отсчета вол-
ны все величины зависят от одной переменной

, где D – скорость распространения
волны. Поэтому при замене переменных диффе-
ренциальные уравнения (1) становятся обыкно-
венными дифференциальными уравнениями, из
которых первые четыре уравнения можно свести
к алгебраическим уравнениям

(5)
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Здесь и ниже в формулах для удобства чтения мы
сохранили равную единице величину . В урав-
нениях (5) слева стоят величины в произвольной
точке z, а справа стоят величины в точке , нахо-
дящейся в невозмущенной области с невозму-
щенными значениями потенциала , плотно-
стей  и  и потоковых скоростей ионов  и

. Для простоты положим  и, как мы
условились выше, . Тогда из (5) при задан-
ном D можно найти значения величин в произ-
вольной точке :

(6)

где

Здесь мы перенормировали потенциал ϕ, вводя
величину ψ, использование которой упрощает
формулы.

В предельном случае плазмы с холодными
ионами  и  получаем следующие за-
висимости:

(7)

В (6) и (7) ионные плотности представлены в
виде функций от ψ. Обозначим эти функции для
краткости через  и  и подставим их в
уравнение Пуассона. Получим уравнение для
функции 
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Домножим это уравнение на  и проинте-
грируем его по z от точки  в невозмущенной об-
ласти до текущего значения z, имея в виду, что в
точке  как значение величины , так и ее первая
производная из-за однородности невозмущенной
области равны нулю:

(9)

В результате получим

(10)

где

(11)

(12)

Здесь мы ввели величину  и функ-
цию

В случае холодных ионов  и  выраже-
ния для  и  упрощаются:

(13)

Таким образом, задача сводится к решению
уравнения Пуассона при условии (9). Решение
описывает уединенную волну, поскольку на фа-
зовой плоскости  при этом условии оно
соответствует сепаратрисе, которая отделяет фи-
нитное движение от инфинитного.

Разделяя переменные в (10), проведем инте-
грирование по z от точки экстремума в профиле
волны  до произвольного .
Величина  может быть принята равной нулю,
если считать, что мы определяем профиль волны
в начальный момент времени  и при этом ам-
плитуда находится в точке . Величина ψ
при интегрировании меняется от экстремального
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значения  до соответствующего значения .
В результате получим решение, которое пред-
ставляет собой неявную зависимость ψ от коор-
динаты z

(14)

Для расчета профиля уединенной волны зада-
ние только амплитуды волны  (или ) недо-
статочно. Необходимо еще задать соответствую-
щее значение ее скорости распространения D. Из
уравнения (10) легко видеть, что связь между эти-
ми двумя величинами устанавливает уравнение

(15)

В общем случае произвольных ионных темпера-
тур подробная запись уравнения (15) довольно
громоздка. В случае плазмы с холодными ионами

, который мы и будем далее рассматри-
вать, это уравнение приобретает вид

(16)

Численное решение (16) дает зависимость κ =
 (или ), зная которую можно

определить амплитуды потоковых скоростей
ионов по формулам (7), а также найти решение
(14).

Формула (14) может быть использована для
вычисления профиля уединенной волны в ПОИ,
причем как для УВС, так и для УВР. Она пред-
ставляет собой обобщение аналогичной формулы
для профиля уединенной волны в ЭИП [63, 64] на
случай ПОИ. Поэтому для расчетов по формуле
(14) можно применить метод вычисления несоб-
ственного интеграла, предложенный в [63, 64].
Особенность в интеграле (14) имеется на нижнем
пределе интегрирования в соответствии с (15).
Численное интегрирование выражений, подоб-
ных (14), как правило, не представляет труда. В
[63, 64] было предложено выделить особенность в
малой области и вычислить интеграл по этой об-
ласти аналитически с любой требуемой точно-
стью, а по оставшейся области, не содержащей
особенности, провести интегрирование стан-
дартным методом. Для рассматриваемого инте-
грала (14) можно получить соотношение
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где  – малое отклонение ψ от особой точки, и
в правой части стоит собственный интеграл.
Здесь фигурируют производные от  по ψ,
взятые в точке .

После того, как рассчитан профиль , про-
фили ионных плотностей и скоростей можно лег-
ко найти по формулам (6) в общем случае или по
формулам (7) в случае плазмы с холодными иона-
ми.

Описанный метод мы будем использовать для
численного расчета профиля уединенной волны,
и именно с таким профилем мы будем сравнивать
профили уединенных волн, рассчитанные по рас-
сматриваемым ниже аналитическим формулам.

3. АМПЛИТУДНЫЙ ДИАПАЗОН 
УЕДИНЕННЫХ ВОЛН В ПОИ

Как известно, уединенные волны в ЭИП могут
существовать только в ограниченном диапазоне
амплитуд [3]. Рассмотрим вопрос о диапазоне
возможных амплитуд в ПОИ. Очевидно, уеди-
ненная волна в плазме с холодными ионами мо-
жет существовать, если существует решение урав-
нения (16), определяющего связь между амплиту-
дой  и величиной  (или между
амплитудой потенциала  и скоростью распро-
странения ).

Уравнение (16) содержит квадратные корни из
выражений, в которые входит амплитуда волны

. Подкоренные выражения не должны прини-
мать отрицательные значения. Поэтому амплиту-
да УВС  не должна превосходить значение

, которое принято называть критическим
[3], а амплитуда УВР  не должна опускать-
ся ниже критического значения .
Зная параметры плазмы ρ и μ и решая уравнение
(16) при заданных критических амплитудах  и

, можно определить соответствующие крити-
ческие значения величины :  и , критиче-
ские амплитуды потенциала  и , а также
критические значения остальных величин.

С другой стороны, скорость распространения
уединенной волны D не может быть ниже скоро-
сти звука, которая в ПОИ с холодными ионами
имеет вид

(18)

В предельном случае  амплитуда потенци-
ала  принимает минимально (макси-
мально) возможное для УВС (УВР) значение 
( ), которое не всегда оказывается равным нулю.

Δψ

ψ( )_

ψ ψ= m

ψ( )z

ψm κ κ ψ= ( )m

ϕm

ϕ= ( )mD D

ψm

+ψ > 0m
+ψ = 1cr

−ψ < 0m
−ψ μ= 1/ < 0cr

+ψcr
−ψcr

κ +κcr
−κcr

+ϕcr
−ϕcr

 + ρμ
 + ρ 

1/2

0
1= .
1

c

→ 0D c
ϕ κψ=m m

+ϕs
−ϕs

Это значение можно найти из решения того же
уравнения (16) при заданном . Таким
образом, амплитуда потенциала должна нахо-
диться в пределах между значением  и критиче-
ским значением  для УВС или значением  и
критическим значением  для УВР.

Представление о том, как выглядит область
допустимых амплитуд потенциала в широком
диапазоне значений , дает рис. 1, где эти обла-
сти построены для двух случаев, часто встречаю-
щихся в экспериментах: в первом случае плазма
содержит, кроме электронов, ионы  и 
( , ), во втором случае ион-
ные компоненты состоят из  и 
( , ). Отметим, что подобные
рисунки областей существования уединенных
волн в ПОИ впервые были представлены в рабо-
тах [43, 44], где также содержатся соответствую-
щие экспериментальные подтверждения. Из ри-
сунка видно, что при плотностях отрицательных
ионов, меньших некоторого определенного зна-
чения , область допустимых амплитуд
УВС простирается от нуля до критического зна-
чения , а УВР либо вообще не существуют при
малых , либо диапазон их допустимых ампли-
туд начинается не с нуля, а с некоторого не равно-
го нулю значения. Иными словами, УВР как
угодно малой амплитуды не существуют при

. Однако при  ситуация меняется
на противоположную. Теперь УВР имеют диапа-
зон допустимых амплитуд, простирающийся от
нуля до критического значения. А УВС не могут
иметь как угодно малую амплитуду. Они либо
имеют диапазон амплитуд, начинающейся не с
нуля, а с некоторого не равного нулю значения,
либо вообще не существуют при больших .
Плотность  является границей между
двумя областями значений , при которых в од-
ной области существуют УВС, а в другой – УВР,
причем речь идет о волнах, амплитуды которых
могут быть как угодно малыми1. На самой грани-
це  оба диапазона допустимых амплитуд
УВС и УВР простираются от нуля до соответству-
ющего критического значения, и существует не-
прерывный переход от положительных амплитуд

1 В литературе значение невозмущенной плотности отрица-
тельных ионов, равное  нередко называют критиче-
ским. Вместе с тем, как мы уже упоминали, начиная с ра-
боты Сагдеева [3], критическими величинами принято на-
зывать экстремально возможные значения амплитуд
уединенных волн. Чтобы избежать какого-либо недоразу-
мения, мы здесь не будем называть плотность  критиче-
ской.
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к отрицательным. Эти особенности существова-
ния УВС и УВР малых амплитуд в разных обла-
стях значений  должны учитываться при ана-
литических исследованиях профиля уединенной
волны.

4. УЕДИНЕННЫЕ ВОЛНЫ 
МАЛЫХ АМПЛИТУД

4.1. Формулы профилей уединенных волн

Для последующего сравнения с нашими ре-
зультатами здесь уместно кратко напомнить хо-
рошо известные аналитические решения для
описания профиля уединенных волн при малых
амплитудах и записать эти решения в наших еди-
ницах.

По-видимому, впервые аналитическое выра-
жение для профиля уединенной волны было
представлено в работах [2, 3] для случая ЭИП с
холодными ионами. Это выражение было выве-
дено для уединенных волн малых амплитуд с по-
мощью разложения до членов третьего порядка
включительно, и была получена формула для
профиля потенциала 

(19)

Здесь и ниже мы выделяем случай ЭИП с помо-
щью замены обозначения потенциала ϕ на φ.

Что касается уединенных волн в ПОИ, а также
в других плазмах сложного состава, то для нахож-
дения их профилей, как правило, используется
редуктивный метод возмущений. В этом методе
плотности и потоковые скорости частиц, а также
потенциал разлагаются по степеням малого пара-
метра e, а исходные уравнения преобразуются к
новым переменным. Эти переменные выбирают-
ся таким образом, чтобы исходная система урав-
нений после приравнивания коэффициентов при
одинаковых степенях  преобразовалась в систе-
му уравнений, в которой уравнение для возмуще-
ния потенциала первого порядка оказывается
уравнением КдВ. В частности, для трехкомпо-
нентной плазмы с отрицательными ионами было
предложено использовать переменные

где C – некоторая скорость. После преобразова-
ний было получено, что  должно равняться ско-
рости звука , определяемой по (18), и найдено
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Постоянные коэффициенты A и B в наших еди-
ницах имеют вид
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где величина  в нашей нормировке.

Находя стационарное решение уравнения (20)
и обозначая амплитуду потенциала уединенной
волны через , можно получить выражение для
профиля потенциала уединенной волны  в
ПОИ и выражение, определяющее связь между
амплитудой и скоростью распространения уеди-
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Рис. 1. Области допустимых амплитуд уединенных
волн на плоскости :  – область УВС,

– область УВР.  представлено толстыми

сплошными кривыми,  – толстыми штриховыми
кривыми.  показано штриховыми кривыми,  –
пунктирными кривыми. Стрелками указаны точки

соединения областей УВС и УВР при :
 (a),  (б).
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ненной волны. После преобразования к исход-
ным переменным эти выражения имеют вид

(22a)

(22b)

Формулы (22) упрощаются в частном случае
ЭИП. Подставим в (22) соответствующие значе-
ния величин в ЭИП:   

. В результате получим

(23a)

(23b)

Коэффициент  в уравнении (20) может при-
нимать как положительные, так и отрицательные
значения, а также может быть равным нулю. Из
(22a) видно, что при  амплитуда потенциала

 должна быть положительной, а при  –
отрицательной. Если же коэффициент  равен
нулю, то в уравнении (20) исчезает нелинейный
член, и поэтому не может быть баланса между не-
линейностью и дисперсией, а это означает, что
решение уравнения не может иметь вид уединен-
ной волны. На самом деле уединенная волна мо-
жет существовать и в этом случае, но она описы-
вается другим уравнением. В частности, было
предложено рассмотреть член следующего поряд-
ка, чтобы учесть нелинейность для данного кон-
кретного случая. Используя редуктивный метод
возмущений с несколько иной заменой перемен-
ных   в исходных уравнениях
и используя условие , можно получить
модифицированное уравнение КдВ для возмуще-
ния потенциала первого порядка (см., например,
[33, 47, 49])

(24)

где обозначено

(25)

Найдя стационарное решение этого уравнения и
вводя амплитуду уединенной волны , можно
записать формулу для профиля потенциала уеди-
ненной волны 

(26a)
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Записанные здесь в наших единицах извест-
ные формулы для профиля потенциала уединен-
ной волны будем использовать ниже для сравне-
ния с предлагаемыми новыми формулами.

4.2. Профили уединенных волн малой амплитуды

4.2.1. Разложение  по степеням ψ. Задача о
нахождении профиля уединенной волны, по сути
дела, сводится к задаче о решении нелинейного
уравнения Пуассона (10)–(11). Запишем это урав-
нение для случая уединенных волн малых ампли-
туд, распространяющихся в плазме с холодными
ионами. Для этого разложим выражение ,
определяемое по формулам (11) и (13), по степе-
ням ψ и сохраним члены до 4-го порядка малости
включительно. Получим

(27)

где

(28)

Видно, что все коэффициенты  определяются
скоростью распространения волны D, а также ха-
рактеризующими ионный состав величинами μ и
ρ. От значения последних зависит скорость звука

 и значения введенных здесь скоростей  и :

(29)

Эти скорости, как и скорость звука , являются
характеристиками ионного состава плазмы. Ана-
лизируя их зависимости от невозмущенной плот-
ности отрицательных ионов , можно опреде-
лить возможные знаки коэффициентов  и, тем
самым, возможные типы уединенных волн. Такие
зависимости для рассматриваемых здесь плазм
представлены на рис. 2.

Прежде всего, заметим, что, поскольку ско-
рость распространения уединенной волны

, коэффициент  всегда. Область суще-
ствования уединенных волн на рис. 2 находится
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выше кривой . При этом скорость D уеди-
ненных волн малых амплитуд не должна быть на-
много больше скорости звука . В таком случае,
как видно из рисунка, скорость , и, следо-
вательно, коэффициент . Исключение со-
ставляют редко реализуемые случаи, когда невоз-
мущенная плотность отрицательных ионов имеет
довольно большое значение в диапазоне

 при  , и то-
гда .

Что касается коэффициента , то его знак за-
висит от того, какая из скоростей,  или , боль-
ше. Из (28) можно видеть, что при  ко-
эффициент . При , в том числе и после
точки пересечения кривых  и  на
рис. 2, т.е. при  коэффициент . И,
наконец, при , т.е. на кривой , коэф-
фициент .

При дальнейшем рассмотрении мы будем счи-
тать, что коэффициенты  и  всегда.
Какую роль играет знак коэффициента , можно
понять при рассмотрении возможных амплитуд
уединенной волны. В общем случае произволь-
ных амплитуд последние должны удовлетворять
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уравнению (15). В рассматриваемом здесь случае
малых амплитуд это уравнение можно записать в
виде

(30)

Корни этого уравнения обозначим через  и :

(31)

где , и при этом  всегда. Из-
за этого корни  и  всегда имеют указанные
знаки.

Мы рассматриваем малые амплитуды, и в вы-
ражениях для  и  знак коэффициента  дол-
жен быть таким, чтобы допускалась возможность
как угодно малого значения для амплитуды. Оче-
видно, что  может быть как угодно мало только
при , а  – только при . Таким обра-
зом, знак коэффициента  определяет тип уеди-
ненной волны как угодно малой амплитуды. В
случае  уединенная волна является УВС, а в
случае  – УВР. Условие  определяет
границу между областями существования УВС и
УВР. Это условие может быть выполнено только
для одной пары уединенных волн, УВС и УВР, с
точно заданной скоростью распространения

, которая определяются плотностью от-
рицательных ионов в невозмущенной области 
(величину μ считаем заданной). Сама граница

 находится на кривой  в широком диа-
пазоне значений  от нуля до точки пересечения
кривых  и  (выделенная точка на
рис. 2). После этой точки пересечения для уеди-
ненных волн со скоростью распространения D,
слегка превышающей скорость звука , ко-
эффициент , т.е. волны малых амплитуд
должны быть волнами разрежения. Отсюда вид-
но, что пересечение кривых  и  долж-
но происходить при плотности, которая отделяет
области существования УВС и УВР как угодно
малых амплитуд. Ранее при обсуждении числен-
ных решений уравнения (16) на рис. 1 такая плот-
ность была обозначена через . Теперь мы мо-
жем легко определить ее значение из уравнения

:

(32)
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Рис. 2. Зависимости скоростей ,  и  от невозму-
щенной плотности отрицательных ионов :

 (a),  (б).
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 согласно (32) значения  равны 0.10225
и 0.54197 соответственно. Сравнение этих значе-
ний с теми значениями, которые были получены
при численном расчете по формуле (16) (рис. 1),
показывает их полное совпадение.

Как мы уже упоминали при обсуждении урав-
нения КдВ (20), знак коэффициента A совпадает
со знаком амплитуды уединенной волны и, сле-
довательно, значение  является еще одним
условием, которое определяет границу между
УВС и УВР. Очевидно, что это условие должно
выполняться при . Чтобы убедиться в
этом, достаточно преобразовать выражение (21)
для A к виду:

(33)

из которого при  следует полученное выше
соотношение , выполняющееся при

. Заметим, что формула (32) была получе-
на ранее как раз из условия  (см., например,
[47, 49]).

4.2.2. Решение уравнения Пуассона. Рассмот-
рим уравнение Пуассона для случая уединенных
волн малых амплитуд. Подставим разложение
(27) величины  в уравнение Пуассона (10):

(34)

Разделяя переменные, запишем это уравнение в
интегральном виде

(35)

Здесь, как и при выводе формулы (14), положим
для простоты, что . Как было установлено,

. Находя для этого случая интеграл в правой
части (35), получим

(36)

Нетрудно установить, что числитель дроби,
стоящей под знаком модуля в (36), всегда поло-
жительный, а сама дробь на нижнем пределе
принимает значение , где знак плюс соответ-
ствует УВС, а знак минус – УВР. Из (36) можно
видеть, что текущее значение величины ψ на
верхнем пределе должно быть таким, чтобы

. Решение этого неравенства
при положительных ψ представляет собой диапа-
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зон значений ψ в УВС с амплитудой :
. Решение неравенства при отрица-

тельных ψ дает диапазон значений ψ в УВР с ам-
плитудой : . С учетом этих замеча-
ний перепишем уравнение (36) следующим обра-
зом:

(37)

где введено обозначение

(38)

Здесь мы для краткости записали уравнение од-
новременно для двух случаев. В первом случае в
знаменателе дроби под знаком логарифма выби-
раем знак плюс, и тогда вся дробь при  будет
положительной, что позволяет опустить знак мо-
дуля. Такое уравнение будет описывать распреде-
ление  в УВС. Во втором случае выбираем
знак минус, и тогда вся дробь будет положитель-
ной при , т.е. уравнение будет описывать
УВР.

Из уравнения (37) нетрудно найти обратную
функцию  и получить выражения для профи-
лей волн, которые обозначим через  для УВС и
через  для УВР. Умножая эти профили на κ, по-
лучим профили потенциала ϕ, которые обозна-
чим аналогичным образом через  и  для УВС
и УВР соответственно. Профили имеют вид

(39)

(40)

где

Из этих выражений для профилей уединенных
волн следует, что амплитуды УВС и УВР должны
быть соответственно равны
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поскольку координата амплитуды уединенной
волны , и при этом . Выражения
для амплитуд  в (41), (42) имеют несколько
иной вид, чем в (31). Оба представления эквива-
лентны.

Рассмотрим более подробно случай , ко-
торый определяет границу между областями су-
ществования УВС и УВР. Как мы уже упоминали,
эта граница находится на кривой , и здесь
возможно существование только одной УВС и
одной УВР, которые обе распространяются с точ-
но заданной скоростью , определяемой
плотностью . Амплитуды этой пары волн мож-
но найти из уравнения (30) при :

(43)

При каждом  все УВС будут иметь поло-

жительную амплитуду, меньшую, чем , а

все УВР будут иметь отрицательную амплитуду,
меньшую (большую по абсолютной величине),
чем . Представление о том, как изменяется

амплитуда потенциала  в зави-

симости от  вблизи  дает рис. 3. Видно, что
при незначительном отклонении плотности от 
происходит очень быстрый рост амплитуды по-
тенциала на границе . Каждому значению

 соответствует своя пара уединенных волн со
своей скоростью распространения  и
своей амплитудой. Диапазон возможных ампли-
туд оказывается довольно большим при очень ма-
лом изменении плотности . В грубом прибли-
жении можно сопоставить всем парам уединен-
ных волн, и соответственно, всем их амплитудам,
одну и ту же плотность . Поступая таким
образом, мы отказываемся от границы между
УВС и УВР в виде кривой , и устанавливаем
границу как точно заданное значение плотности

. На этой границе возможно распростра-
нение уединенных волн малых амплитуд с произ-
вольной скоростью распространения . При
этом амплитуда уединенной волны будет опреде-
ляться той же формулой (43), но в ней надо заме-
нить  на D. Диапазон возможных амплитуд мож-
но оценить, например, из рис. 3.

В этом приближении будем полагать, что хотя
, но при этом величиной  и величиной
 в (39) и (40) можно пренебречь. Тогда вы-
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ражения для профилей УВС и УВР, которые мо-
гут существовать при , примут вид

(44a)

(44b)

(44c)

Очевидно, что если в эти формулы подставить
, то мы получим профиль одной УВС и од-

ной УВР на границе  при соответствующей
плотности .

Интересно сравнить эти формулы с известным
решением (26) для профиля потенциала при

. Для этого сначала преобразуем выраже-
ние (25) для :

(45)
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Рис. 3. Зависимости амплитуды потенциала 

от  на границе  (сплошные кривые);  по-

казано штриховыми кривыми,  – пунктирными
кривыми:  (a),  (б).
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Подставляя  и  в формулы (26), получим

(46a)

(46b)

Учтем, что при малых амплитудах  стоящая
в (44) величина . Можно
видеть, что основное различие между формулами
состоит в том, что малой величиной в (44) являет-
ся величина , а в формуле (46) – величи-
на . Обе величины одного порядка.
Можно ожидать, что профили потенциала, рас-
считанные по обеим формулам, будут почти оди-
наковыми.

4.2.3. Профили уединенных волн с точностью до
членов третьего порядка малости. Определенный
интерес может представлять и более грубое при-
ближение, при котором в разложении  со-
храняются члены до третьего порядка малости
включительно, а члены четвертого порядка не
учитываются. Такое приближение существенно
отличается от предыдущего, где амплитуда 
принимает два разных значения, одно – для УВС,
другое – для УВР. В этом же приближении ам-
плитуда определяется уравнением (30), где слева
опущен последний член, и существует лишь один
корень :

(47)

Здесь и ниже для этого приближения мы переобо-
значили величину ψ и потенциал ϕ, добавив свер-
ху черту, чтобы отличать их от соответствующих
величин в ранее рассмотренном приближении
более высокого порядка. Тогда амплитуда потен-
циала  запишется в виде

(48)

Используя формулу (47) для амплитуды на ниж-
нем пределе в (36) при , можно получить
выражение для профиля величины , а затем за-
писать выражение для профиля потенциала :

(49a)
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(49b)

(49c)

В (49) профиль УВС и профиль УВР описываются
одной и той же формулой. Является ли уединен-
ная волна волной сжатия или волной разрежения
определяется знаком коэффициента  (
всегда). Здесь также, как и в случае решения с
точностью до членов четвертого порядка мало-
сти, если  , то имеет место УВС

, а если  , то мы
имеем УВР . Условие   при
заданном  определяет то значение плотности от-
рицательных ионов, которое разграничивает об-
ласти существования УВС и УВР как угодно ма-
лых амплитуд.

Проведем сравнение этих формул с известны-
ми формулами (22), полученными с помощью ре-
дуктивного метода возмущений. Преобразуем
сначала уравнения (22). Используя выражение
(33) для коэффициента , получим

(50a)

(50b)

Если в этих формулах положить , то не-
трудно видеть, что они отличаются от формул (49)
тем, что здесь малой величиной является

 в отличие от  в (49). Обе вели-
чины одного порядка, т.е. решение, полученное с
помощью редуктивного метода возмущений,
имеет точность до членов третьего порядка мало-
сти.

Рассмотрим профиль потенциала (49b) в слу-
чае электрон-ионной плазмы , имея в виду,
что при этом   . Распределение
потенциала в такой плазме φ можно записать в
подробном виде

(51a)

(51b)
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При очень малых амплитудах скорость волны
. Для этого случая из уравнений (51) можно

получить выражение для профиля потенциала φ и
выражение для связи между амплитудой по-
тенциала волны  и скоростью ее распростране-
ния D:

(52a)

(52b)

Если перейти в систему отсчета, движущуюся со
скоростью звука, то скорость волны будет состав-
лять треть от ее амплитуды, что характерно для
солитонов, описываемых уравнением КдВ. Более
того, в таком виде выражение для потенциала
действительно удовлетворяет уравнению КдВ

Легко видеть, что полученные в этом прибли-
жении формулы (51) и (52) для профиля уединен-
ной волны в ЭИП полностью совпадают с извест-
ными формулами (19) и (23) соответственно.

4.3. Расчеты профилей уединенных волн
В этом разделе мы представляем результаты

расчетов профилей уединенных волн, получен-
ных с помощью предлагаемых здесь формул, и
сравниваем их с расчетами, выполненными по
известным формулам, а также с решениями (14)–
(17) исходной системы уравнений (1) (раздел 2).

Чтобы каждый раз не повторять, каким обра-
зом получена та или иная формула для профиля
уединенной волны, введем их краткие наимено-
вания. Так формулы (22), (23) и (26), полученные
с помощью редуктивного метода возмущений бу-
дем называть формулами в КдВ-приближении и
формулами в мКдВ-приближении, соответствен-
но. Формулы (39)–(42), полученные с точностью
до членов 4-го порядка малости включительно,
назовем формулами 4-го порядка, а формулы
(48), (49) и (51), (52), выведенные с точностью до
членов 3-го порядка малости включительно, на-
зовем формулами 3-го порядка.

Прежде всего, отметим, что диапазон допусти-
мых амплитуд для каждой из рассматриваемых
здесь формул в существенной степени определя-
ется заисимостью между амплитудой уединенной
волны  и скоростью ее распространения ,
представленной в этой формуле. Чем больше от-
клонение зависимости  от зависимо-
сти, даваемой решением уравнения (16), полу-
ченного при решении исходной системы уравне-
ний, тем меньше диапазон допустимых амплитуд
и тем больше отклонение рассчитанного по фор-
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муле профиля от решения исходной системы
уравнений. Чтобы иметь представление о таких
отклонениях, мы приводим на рис. 4 и 5 зависи-
мости , как полученные в результате
численного решения уравнения (16), так и вычис-
ленные по рассматриваемым аналитическим фор-
мулам. Представлены расчеты при разных плот-
ностях  для двух вариантов ионного состава.

Одной из особенностей этих зависимостей яв-
ляется наличие областей значений амплитуд ,
где уединенные волны существовать не могут.
Диапазон таких амплитуд при любом значении
плотности  легко видеть, если на рис. 1 прове-
сти вертикальную линию . На рис. 4 и
5 на зависимости , рассчитанной по
(16), область значений , где уединенная волна
не существует, обозначена тонкой горизонталь-
ной линией. Существование подобной области
значений , хотя и не всегда точно такой же,
следует также из рассматриваемых здесь аналити-
ческих зависимостей.

На рис. 4а и 5а показаны зависимости
 для УВС при невозмущенных плотно-

стях отрицательных ионов, меньших чем , в
том числе и в случае ЭИП , которому со-
ответствуют кривые a на рис. 4а. В этом случае
зависимость , посчитанная по форму-
ле (52b), совпадает с аналогичной зависимостью,
следующей из (16), в более широком диапазоне

, чем это имеет место для зависимости (51b). На
рис. 4б и 5б такие же зависимости представлены
для УВР при невозмущенных плотностях отрица-
тельных ионов, больших чем . Кроме того на
рисунках представлен случай  (кривые 
на рис. 4 при  и кривые d на рис. 5 при

). При такой плотности существуют
как УВС, так и УВР как угодно малых амплитуд.
Область допустимых амплитуд УВС непрерывно
переходит в область допустимых амплитуд УВР.
Естественно, в таком случае формула (48), выве-
денная с точностью до членов третьего порядка
включительно, не применима ( ), и никаких
расчетов по ней на рисунках не представлено. Из
рисунков хорошо видно, что расчеты по форму-
лам (41), (42), которые получены с точностью до
членов четвертого порядка включительно, совпа-
дают с зависимостями, рассчитанными по (16), в
гораздо большем диапазоне амплитуд, чем расче-
ты по формуле (48), в которой учитываются толь-
ко члены до третьего порядка включительно.
Исключением из этого является случай ЭИП, где
зависимость (52b) при больших амплитудах
( ) отклоняется от зависимости, рассчи-
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танной по (16), несколько меньше, чем зависи-
мость (51b).

Если амплитуда уединенной волны достаточ-
но мала, то расчет ее профиля можно выполнить

по любой из рассматриваемых здесь формул, и
результат будет примерно одним и тем же. Полу-
ченные таким образом профили будут достаточно
близки к решению (14)–(17) исходной системы

Рис. 4. Зависимость  в случае  при разных значениях невозмущенной плотности отрицательных
ионов :  – 0,  – 0.04,  – 0.10225 (a),  – 0.10225,  – 0.2,  – 0.3,  – 0.4 (б). Толстые сплошные кривые – расчет
по (16), сплошные кривые и кружки – расчет по формулам 4-го порядка (41), (42), штриховые кривые – расчет по фор-
муле 3-го порядка (48). В случае ЭИП (кривые ) штриховая кривая – расчет по (51b), короткие штрихи – расчет по
(52b). Тонкими горизонтальными линиями показаны области значений амплитуд, при которых уединенные волны не
существуют, а вертикальными пунктирными линиями – значение .
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Рис. 5. Зависимость  в случае  при разных значениях невозмущенной плотности отрицательных
ионов :  – 0.3,  – 0.4,  – 0.5,  – 0.54197 (a),  – 0.54197,  – 0.6,  – 0.65,  – 0.7 (б). Толстые сплошные кривые –
расчет по (16), сплошные кривые и кружки – расчет по формулам 4-го порядка (41), (42), штриховые кривые – расчет
по формуле 3-го порядка (48). Тонкими горизонтальными линиями показаны области значений амплитуд, при кото-
рых уединенные волны не существуют, а вертикальными пунктирными линиями – значение .
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уравнений (1). Однако, если амплитуда волны не
очень мала, то профили будут отличаться друг от
друга. Отличия будут хорошо заметны, например,
при амплитуде , которую мы и выбираем
для расчетов, иллюстрирующих отклонение про-
филей, рассчитанных по той или иной формуле,
от профиля, получаемого при решении (14)–(17)
исходной системы уравнений. Как мы увидим,
эти отклонения, на первый взгляд, не очень вели-
ки2. Однако, если профиль потенциала  задан
неправильно, то с ошибкой будут заданы также и
профили ионных скоростей  и . Хотя при
этом ошибки в задании ионных скоростей в каж-
дой отдельной точке  небольшие, но их наличие
приводит к весьма заметной ошибке в задании
энергии волны, которая заключена, в основном, в
кинетической энергии всех ионов, вовлеченных
волной в движение. Несоответствие энергии вол-
ны ее амплитуде приведет к изменению и ампли-
туды, и скорости распространения, и формы вол-
ны. Это очень наглядно и убедительно проиллю-
стрировано в работе [22].

Насколько хорошо рассматриваемые формулы
описывают профиль уединенной волны в ЭИП,
иллюстрирует рис. 6 (здесь и на ряде последую-
щих рисунков для лучшего разрешения мы пока-
зываем только половину профиля солитона).
Видно, что расчет по формуле 4-го порядка (39)
чуть более близок к решению (14)–(17) исходной
системы уравнений, чем это дает расчет по фор-
муле в КдВ-приближении (23a) и идентичной ей
формуле 3-го порядка (52a), а расчет по формуле
того же порядка (51a) сильно отличается от реше-
нии (14)–(17). Здесь, казалось бы, более грубая
формула (52a) дает более точный результат, чем
исходная формула (51a). Это обусловлено тем, что
зависимость  по (52b) оказывается бо-
лее близкой к решению (16), чем та же зависи-
мость по (51b) (рис. 4). Подобные соотношения
между разными решениями имеют место и при
бóльших амплитудах.

В случае ПОИ для описания профиля уеди-
ненной волны используют формулу (22), выве-
денную с помощью редуктивного метода возму-
щений. Рассмотрим сначала, как эта формула
представляет зависимость  в сравнении
с формулами 4-го порядка (41), (42) и с формулой
3-го порядка (48), а также с расчетом, получен-
ным при решении уравнения (16). Такое сравне-
ние для случая  показано на рис. 7. При
этой плотности отрицательных ионов уединен-
ные волны как угодно малых амплитуд могут су-
ществовать в ПОИ с  только в случае

2 Заметим, что хотя сравниваемые кривые могут быть весьма
близки друг к другу, расхождение между ними следует оце-
нивать по вертикали, т.е. как разность значений потенциа-
ла при одном и том же .

ϕ = 0.2m

ϕ( )z

z

( )iV z ( )jV z

z

ϕ= ( )mD D

ϕ= ( )mD D

0 = 0.3jn

= 0.476jm

волн разрежения ( ), а в ПОИ с
 – только в случае волн сжатия

( ). Из рис. 7 видно, что наи-
меньшее отклонение от решения уравнения (16)
дает расчет по формулами 4-го порядка (41), (42)
как для УВС, так и для УВР. Несколько большее
отклонение наблюдается при расчете 
по формуле в КдВ-приближении (22b) для УВС.
Значительно большее отклонение имеет место
при расчете по той же формуле в случае УВР. Да-
же расчет по формуле 3-го порядка (48) для УВР
отклоняется от решения уравнения (16) меньше.
Отметим, что подобная картина наблюдается и
при других значениях плотности . Очевидно,
что чем больше отклонение зависимости

 от аналогичной зависимости, рассчи-
танной по (16), тем хуже данная формула будет
описывать профиль уединенной волны.

Сравнение профилей, рассчитанных по раз-
ным формулам, представлено на рис. 8 для УВС с
амплитудой  и на рис. 9 для УВР с ампли-
тудой . Профиль потенциала в КдВ-
приближении (22a) в случае УВС отклоняется от
решения (14)–(17) исходной системы уравнений
заметно больше, чем профиль, рассчитанный по
формуле 4-го порядка (39), но несколько меньше,

0 0*> = 0.10225j jn n
= 3.657jm

0 0*< = 0.54197j jn n

ϕ= ( )mD D

0jn

ϕ= ( )mD D

+ϕ = 0.2m
−ϕ −= 0.2m

Рис. 6. Профиль уединенной волны в ЭИП при ам-
плитуде . Толстая сплошная кривая – реше-
ние (14)–(17) исходной системы уравнений, сплош-
ная кривая и кружки – расчет по формуле 4-го по-
рядка (39), штриховая кривая – расчет по формуле
3-го порядка (51a). Формула 3-го порядка (52a) и фор-
мула в КдВ-приближении (23a), полностью совпада-
ющие, представлены окружностями.
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чем профиль, определенный по формуле 3-го по-
рядка (49b). В случае УВР профиль потенциала в
КдВ-приближении (22a) также заметно больше

отклоняется от решения (14)–(17) исходной си-
стемы уравнений, чем профиль, рассчитанный по
формуле 4-го порядка (40), и практически полно-

Рис. 7. Зависимость  при :  (a),  (б). Толстые сплошные кривые – расчет по
(16), сплошные кривые и кружки – расчет по формулам 4-го порядка (41), (42), штриховые кривые – расчет по фор-
муле 3-го порядка (48). Расчет по формуле в КдВ-приближении (22b) показан окружностями.

−0.2 0.2
ϕm ϕm

0.4−0.4 0 0

1.70

1.61D

1.52 1.24

1.28

D

1.32
(a) (б)

ϕ= ( )mD D 0 = 0.3jn = 0.476jm = 3.657jm

Рис. 8. Профиль УВС в ПОИ с  при

, . Толстая сплошная кривая – ре-
шение (14)–(17) исходной системы уравнений,
сплошная кривая и кружки – расчет по формуле 4-го
порядка (39), штриховая кривая – расчет по формуле
3-го порядка (49b). Расчет по формуле в КдВ-прибли-
жении (22a) показан окружностями.
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z

�+

0

0.1
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= 3.657jm

0 = 0.3jn +ϕ = 0.2m

Рис. 9. Профиль УВР в ПОИ с  при

, . Толстая сплошная кривая – ре-
шение (14)–(17) исходной системы уравнений,
сплошная кривая и кружки – расчет по формуле 4-го
порядка (40), штриховая кривая – расчет по формуле
3-го порядка (49b). Расчет по формуле в КдВ-прибли-
жении (22a) показан окружностями.
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стью совпадает с профилем (49b). Как видно, в
обоих случаях наилучшее приближение к реше-
нию (14)–(17) исходной системы уравнений дают
предлагаемые здесь формулы, полученные с точ-
ностью до четвертого порядка малости включи-
тельно.

Рисунки 10 и 11 иллюстрируют случай, когда
уединенную волну малой амплитуды обычно
принято интерпретировать как мКдВ-солитон
при невозмущенной плотности отрицательных
ионов . При этом профиль солитона
предлагается описывать с помощью стационар-
ного решения (22b) модифицированного уравне-
ния КдВ (24). Из рис. 10 видно, что профиль УВС
с амплитудой , рассчитанный по форму-
ле 4-го порядка (39), практически полностью сов-
падает с решением (14)–(17) исходной системы
уравнений, а решение в мКдВ-приближении
(26a) дает несколько более узкий профиль. Расчет
по формуле профиля уединенной волны на гра-
нице  (44b) также более близок к решению
(14)–(17), чем расчет по формуле (26a). Чтобы не-
большие различия были видны, расчет по (44b)
показан на вкладке в увеличенном масштабе.

В случае УВР с амплитудой  (рис. 11)
расчеты по формуле 4-го порядка (40) и решение
(26a) мКдВ-уравнения практически совпадают,

0 0*=j jn n

+ϕ = 0.2m

1 = 0a

−ϕ −= 0.2m

причем оба заметно отклоняются от решения
(14)–(17) исходной системы уравнений. Чуть
большее отклонение дает расчет по формуле про-
филя на границе  (44b). Профиль солитона,
описываемый этими решениями, оказывается
более широким, чем это следует из решения (14)–
(17). Обратим внимание на то, что согласно фор-
мулам (26a) и (44b) профили УВС и УВР симмет-
ричны относительно нулевого потенциала, и это
имеет место при плотности , которая
определяется условием  (или ). С дру-
гой стороны, из формул 4-го порядка (39) и (40)
видно, что для симметрии профилей УВС и УВР
необходимо, чтобы выполнялось другое условие

. Поэтому симметрия этих решений при
рассматриваемой плотности  может быть
только при , т.е. при очень малых амплиту-
дах. Если же  заметно отличается от , как это
имеет место в рассматриваемом случае, профили
УВС и УВР симметричными не будут. Хорошей
иллюстрацией сказанного может служить рис. 12,
где представлены зависимости  для
рассматриваемых здесь формул. Видно, что зави-
симость , рассчитанная по (16), как и
аналогичная зависимость, следующая из формул
4-го порядка (41), (42), не симметричны. Уже по-
этому расчеты по формулам в мКдВ-приближе-

1 = 0a

0 0*=j jn n
1 0=c c = 0A

1=D c
0 0*=j jn n

∼ 0D c
D 0c

ϕ= ( )mD D

ϕ= ( )mD D

Рис. 10. Профиль УВС в ПОИ с  при

, . Толстая сплошная кри-
вая – решение (14)–(17) исходной системы уравне-
ний, кружки – расчет по формуле 4-го порядка (39),
окружности – расчет по формуле в мКдВ-приближе-
нии (26a). Штриховая кривая на вставке – расчет по
формуле профиля на границе  (44b).
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Рис. 11. Профиль УВР в ПОИ с  при

, . Толстая сплошная кри-
вая – решение (14)–(17) исходной системы уравне-
ний, кружки – расчет по формуле 4-го порядка (40),
окружности – расчет по формуле в мКдВ-приближе-
нии (26a), штриховая кривая – расчет по формуле
профиля на границе  (44b).
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нии могут давать большую погрешность при не
очень малой амплитуде. Сравнивая этот рисунок
с рис. 10 и 11, можно заметить, что чем меньше от-
клоняется рассчитанная для рассматриваемой
формулы зависимость  от рассчитан-
ной по (16) зависимости, тем меньше отклоняется
соответствующий профиль от решения (14)–(17)
исходной системы уравнений.

К такому же выводу приведет нас рассмотре-
ние несколько необычного случая, суть которого
состоит в следующем. Из рис. 4б, где представле-
ны, в основном, зависимости  в УВР, в
случаях  и  можно видеть не-
большой диапазон положительных амплитуд, в
котором зависимость  по формуле 4-го
порядка (41) для УВС хорошо совпадает с реше-
нием уравнения (16). И это имеет место при боль-
ших амплитудах. Поэтому можно предположить,
что и профили УВС, рассчитанные для таких ам-
плитуд по формуле 4-го порядка (39), будут близ-
ки к решению (14)–(17) исходной системы урав-
нений. Чтобы убедиться в этом, мы построили
такие профили потенциала в случае большой ам-
плитуды  (рис. 13). Видно, что профиль
УВС, построенный по формуле (39) при такой
большой амплитуде, практически полностью
совпадает с решением (14)–(17) исходной систе-
мы уравнений. Обратим внимание на то, что в
этом случае  и, следовательно, УВС как
угодно малых амплитуд существовать не могут.
Минимальная амплитуда УВС при  рав-

ϕ= ( )mD D

ϕ= ( )mD D
0 = 0.2jn 0 = 0.3jn

ϕ= ( )mD D

+ϕ = 0.5m

0 0*>j jn n

0 = 0.2jn

на  (рис. 1). Таким образом, с помо-
щью формулы 4-го порядка удается довольно хо-
рошо описать профиль УВС большой амплитуды,
но при этом сама амплитуда лишь ненамного
превышает минимально допустимую амплитуду.
Очевидно, что аналогичный расчет профиля УВС
нельзя произвести по формуле в КдВ-приближе-
нии (22a), поскольку эта формула при 
и  описывает только УВР.

Представленные рисунки демонстрируют
применимость формул (39)–(42) при любых
плотностях . При этом следует иметь в виду,
что при  имеет место УВС и профиль рас-
считывается по (39), а при  имеет место
УВР и профиль рассчитывается по (40). При

 расчет ведется по (39) для УВС и по (40)
для УВР, так как в этом случае профиль УВР
нельзя получить из профиля УВС с помощью из-
менения знака, как это имеет место для солитона
модифицированного уравнения КдВ.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе рассмотрен вопрос об опреде-

лении профиля уединенной волны в плазме с от-
рицательными ионами, в том числе, как частный
случай, в электрон-ионной плазме.

Представлен метод численного расчета про-
филя уединенной волны. Уединенная волна, про-

+ϕ = 0.4425s

= 0.476jm

0 = 0.2jn

0jn

0 0*<j jn n

0 0*>j jn n

0 0*=j jn n

Рис. 12. Зависимость  в случае 
при . Толстые сплошные кривые –
расчет по (16), кружки – расчет по формулам 4-го по-
рядка (41), (42), окружности – расчет по формуле в
мКдВ-приближении (26b), штриховые кривые – рас-
чет по формуле профиля на границе  (44c).
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Рис. 13. Профиль УВС большой амплитуды при

, , . Толстая сплошная
кривая – решение (14)–(17) исходной системы урав-
нений, кружки – расчет по (39).
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филь которой рассчитан по этому методу, распро-
страняется по плазме без изменения амплитуды,
скорости распространения и формы. Метод поз-
воляет рассчитывать профиль уединенной волны
любой амплитуды, включая амплитуды, близкие
к критической.

Предложены формулы для аналитического
описания профиля УВС и профиля УВР при ма-
лых амплитудах в плазме с отрицательными иона-
ми и в электрон-ионной плазме. Формулы выве-
дены с точностью до членов четвертого порядка
малости включительно. Формулы применимы
при любом отношении плотности отрицательных
ионов к плотности положительных ионов, в том
числе, и при таком отношении, когда для описа-
ния профиля обычно используется решение мо-
дифицированного уравнения Кортевега–де Ври-
за.

Проведено сравнение профилей уединенной
волны, рассчитанных по предлагаемым здесь
формулам и по известным формулам, как между
собой, так и с соответствующими профилями,
полученными с помощью численного решения
исходной системы уравнений, описывающих
плазму. В большинстве случаев наименьшее от-
клонение от решения исходной системы уравне-
ний имеет профиль, рассчитанный по предлагае-
мым формулам.
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