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Представлены результаты численного исследования динамики ограниченных ансамблей заряжен-
ных пылевых частиц в потенциальном поле электростатической ловушки. Моделирование выпол-
нялось для кластерных систем, состоящих до тысячи частиц с кулоновским взаимодействием, в ши-
роком диапазоне параметров, близких к условиям лабораторных экспериментов в газоразрядной
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1. ВВЕДЕНИЕ
Броуновское движение в системах взаимодей-

ствующих частиц широко распространено в при-
роде и наблюдается, например, в биологических
и коллоидных растворах, в плазме продуктов сго-
рания, в атмосфере Земли и т.д. [1–4]. Однако на
настоящий момент аналитические модели для
броуновской динамики частиц разработаны толь-
ко для двух простейших случаев: невзаимодей-
ствующие частицы; и одиночная заряженная ча-
стица, движение которой ограничено потенци-
альным полем ловушки. Анализ этих задач не
позволяет исследовать влияние числа N взаимо-
действующих частиц на характер их броуновского
движения. Для этой цели широко используется
численное моделирование.

Большинство работ, посвященных численно-
му исследованию свойств комплексной (пыле-
вой) плазмы, опираются на решение уравнений
Ланжевена для пылевых частиц с некоторой эф-
фективной температурой Т большей, чем темпе-
ратура Tn окружающего их нейтрального газа [1–
3]. Данное обстоятельство связано с тем, что сто-
хастическая энергия пылевых частиц (их “кине-
тическая температура” Т) в таких условиях может
достигать ~0.3–10 эВ, что значительно выше Tn.
Механизмы “аномального разогрева” пылевых
частиц обычно связывают с временными и/или
пространственными изменениями их зарядов в
объеме неоднородной плазмы [1]. (Флуктуации
зарядов пылевых частиц, вызванные случайной

природой ионных и электронных токов, заряжа-
ющих эти частицы, присущи любым типам ком-
плексной плазмы.)

Экспериментальный, теоретический и чис-
ленный анализ теплового движения взаимодей-
ствующих пылевых частиц в протяженных и огра-
ниченных ансамблях, формирующихся в газораз-
рядной плазме, представлены в работах [5–11].
Отметим, что в тлеющих разрядах (как пере-
менного, так и постоянного токов) в центре газо-
разрядных камер наблюдается некоторое пре-
вышение концентрации ионов плазмы над ее
электронной концентрацией [12]. Данное обстоя-
тельство приводит к формированию эффектив-
ных ловушек для отрицательно заряженных ча-
стиц пыли [1–3]. В отличие от плазмы высокоча-
стотного емкостного разряда, где зачастую
формируются слоистые пылевые структуры, объ-
емные облака заряженных пылевых частиц обыч-
но наблюдаются в стратах тлеющего разряда по-
стоянного тока, или в индукционных высокоча-
стотных разрядах [1, 13–20].

Тем не менее, несмотря на большое количе-
ство работ по исследованию динамики заряжен-
ных частиц в потенциальных полях электри-
ческих ловушек, ряд вопросов на настоящий
момент остается невыясненным. Например, оп-
тимальные условия экспериментов необходимые
для определения параметров пылевых частиц (на-
пример, их зарядов) и градиентов ловушки, а так-
же сравнение динамических характеристик ча-
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стиц для случаев протяженных и ограниченных
систем.

В настоящей работе представлены результаты
численного исследования динамики ограничен-
ных ансамблей заряженных частиц в потенциаль-
ном поле электростатической ловушки. Моде-
лирование проводилось в широком диапазоне
параметров близких к условиям лабораторных
экспериментов с пылевой плазмой в газовых раз-
рядах.

2. ОСНОВНЫЕ ПАРАМЕТРЫ
И СООТНОШЕНИЯ

Рассмотрим движение одной заряженной ча-
стицы с массой M и зарядом Q в поле гармони-
ческой ловушки c характерной частотой ω0 =
= (Qα/M)1/2 под воздействием случайной силы Fb,
которая является источником стохастической
(тепловой) энергии частиц; здесь α ≡ αx = dEx/dx –
величина градиента внешнего электрического
поля Ex, ловушки в направлении оси x. Средний

квадрат отклонений  такой частицы для од-
ной степени свободы от ее начального положения
за время t и автокорреляционная функция скоро-
сти  могут быть представлены в форме
[1, 5]

(1)

(2)

Здесь и далее T – температура частиц в энергети-
ческих единицах, νfr – коэффициент трения ча-

стиц, , ξ = ω0/νfr, а угловые скоб-
ки  обозначают усреднение по всем отрезкам
времени, равным t. (При условии 1 < 4ξ2,

, а функции ch и sh переходят в
cos и sin соответственно.) С ростом времени при
t → ∞ величина .

Формула (2) может быть получена как незави-
симым путем, так и из соотношения

(3)

Отметим, что соотношение (3) имеет место как
для одной частицы в ловушке, так и для протя-
женных систем различной конфигурации [5, 6].

Для анализа теплового движения заряженных
пылевых частиц удобно использовать отношение
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функции массопереноса  к коэф-
фициенту диффузии  невзаимо-
действующих частиц: . Легко увидеть, что
на малых временах наблюдения, , для
частицы в ловушке характерен баллистический
режим движения ( , 

), как и в случае невзаимодействующих ча-
стиц, см. рис. 1а. Численный анализ показывает,
что максимум функции D(t) наблюдается в диапа-
зоне времен, соответствующем  от 1 до 2 вне
зависимости от величины  (см. рис. 1б).

Для описания физических свойств исследуе-
мых структур введем также параметр 

, где  – концентрация
частиц, а lp – среднее расстояние между ними.
При этом в линейном электрическом поле

, а . Тогда для оценки
радиуса ограниченной структуры имеет место со-
отношение , где N – число частиц
в системе. Реальный (эффективный) радиус ан-
самбля будет несколько увеличиваться с ростом
температуры частиц.

Эволюция среднеквадратичного смещения
D(t) в однородных и протяженных неидеальных
системах исследовалась численно в работах [9, 11]
для частиц, взаимодействующих посредством
экранированного кулоновского потенциала (ти-
па Юкавы)

(4)
Здесь r – расстояние между двумя заряженными
частицами, λ – длина экранирования, κ = lp/λ –
параметр экранирования, а lр – среднее межча-
стичное расстояние. (Для моделирования таких
систем использовались периодические гранич-
ные условия [1, 2].)

Анализ численных исследований для протя-
женных трехмерных систем с экранированным
кулоновским потенциалом [9–11], показывает,
что при κ = lp/λ < 6 за их равновесные характе-
ристики отвечают два безразмерных параметра:

 и ;

здесь . Зна-
чение данных параметров, совместно с темпера-
турой частиц, определяет пространственную кор-
реляцию, точки фазовых переходов и процессы
переноса (диффузию, вязкость) в рассматривае-
мых системах при условии ;
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частиц в таких структурах наблюдается для вре-
мен , когда их коэффициент диффузии
D(t) → Dс = const.

Принимая во внимание ограниченный (ко-
нечный) размер структур, исследуемых в настоя-
щей работе, наблюдать диффузионный режим
движения частиц возможно только в диапазоне
времен , где величина tR определяет-
ся размером кластера R, температурой частиц T и
характерными частотами (ω0, νfr):

(5)

Результаты моделирования динамики ограни-
ченных ансамблей заряженных частиц в электро-
статической ловушке представлены в следующем
разделе. Расчеты проводились в широком диапа-
зоне параметров ξ ~ 0.15–15, соответствующих
условиям наблюдения пылевых структур в плазме
газовых разрядов [1–3]: диаметр частиц ~1–
10 мкм; lp ~ 500–1000 мкм; Т ~ 0.03–10 эВ; давле-
ние буферного газа ~0.1–0.01 Торр.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Численное моделирование динамики систем
заряженных частиц в линейной и изотропной
электростатической ловушке (α ≡ αx = αy = αz) вы-
полнялось методом молекулярной динамики
Ланжевена. Расчеты проводились для ансамблей,
состоящих из N = 50, 150, 450 и 900 частиц. Техни-
ка моделирования подробно описана в работах [1,
2]. Шаг интегрирования составлял от Δt ≅
≅ (40max[ω0; νfr])–1 до Δt ≅ (100max[ω0; νfr])–1 в
зависимости от начальных условий задачи. Время

ω1/ *t @

ω01/Rt t@ @

ω + ν2
0~ / .( )R frt R M T

расчетов tc после установления равновесия в
моделируемых системах варьировалось от
~103/min[ω0; νfr] до ~104/min[ω0; νfr].

Расчеты проводились для систем частиц с ку-
лоновским взаимодействием в широком диапазо-
не параметров неидеальности: от Γ ~ 1 до Γ ~
~ 300. Частота ловушки ω0 = (Qα/M)1/2 изменя-
лась от 15 до 45 с–1, что обеспечивало среднее рас-
стояние между частицами lp ~ 500–1000 мкм. Па-
раметр ξ = ω0/νfr варьировался за счет коэффици-
ента трения частиц νfr в пределах от 0.15 до 15.

Во всех рассмотренных случаях температура
частиц не отличалась от заданной, а их функции
распределения по скоростям соответствовали
распределению Максвелла. При t → ∞ средне-
квадратичные смещения центра масс исследуе-
мых ансамблей частиц от их начального положе-
ния по всем степеням свободы были равны

 ≈ .
Парные корреляционные функции g(l) для ан-

самблей из N = 450 частиц с различными пара-
метрами Г показаны на рис. 2. Легко увидеть, что
первый пик функций g(l) для Г ≥ 0.1 хорошо соот-
ветствует величине lp ≅ (4πQ/3α)1/3, полученной в
приближении однородной системы. Кроме того,
численное моделирование показало, что для
оценки радиуса неидеальных систем при Г ≥ 1
может быть использовано соотношение R ≅
≅ (3N/4πn)1/3, которое имеет место для однород-
ных систем.

При высоких температурах (см. рис. 3), а также
при малых размерах кластеров (N ≤ 50) корректно
идентифицировать диффузионный режим дви-
жения частиц весьма затруднительно. Зависи-

  ≅   ≅  
2 2 2( ) ( ) ( )x t y t z t ω2

0)/(T NМ

Рис. 1. Зависимость функций D(t)/D0 от νfr t (а) и от ω0t (б): 1 – баллистический режим, D(t) ∝ t; 2 – невзаимодейству-
ющие частицы [4, 5]; гармонический осциллятор (1) при различных параметрах ξ: 3 – 0.033; 4 – 0.38; 5 – 3; 6 – 15.
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мость отношения  для системы из N =
= 150 частиц с различными температурами и па-
раметрами ξ показана на рис. 3. Отметим, что на
начальных этапах наблюдения (при ) ре-
жим движения частиц был близок к режиму гар-
монического осциллятора (1). С ростом времени
(при t > tR) кривые  стремились к своему
постоянному значению примерно равному 2/3.

Следует отменить, что при любом количестве
и температуре частиц поведение функции D(t)
для времен наблюдения  соответствовало
аналитическим решениям для одной частицы (1),
см. рис. 4а. При этом выраженный диффузион-
ный режим D(t) ≅ Db = const их движения наблю-

дался только в диапазоне времен ,
см. рис. 4б.

Нормированные коэффициенты 
 в зависимости от параметра Γ, полу-

ченные в наших расчетах для ограниченных си-
стем и усредненные для разных значений ξ, при-
ведены на рис. 5. Там же для сравнения приведена
зависимость  от параметра
неидеальности Γ* для протяженных трехмерных
структур частиц, взаимодействующих с экрани-
рованным кулоновским потенциалом [10]. Легко
заметить, что обе зависимости,  и ,
аналогичны в пределах ошибки численных расче-
тов по крайней мере до Γ* ≤ 100. Похожее поведе-
ние D*(Γ*) было зафиксировано для протяжен-
ных квазидвумерных структур частиц, взаимо-
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действующих с экранированным кулоновским
потенциалом (систем Юкавы) [5, 9].

В заключение подчеркнем, что при любом ко-
личестве частиц, N, в ограниченном ансамбле,
измерение функции D(t) для времен наблюдения

 совместно с данными о среднем расстоя-
нии lp между частицами (например, путем реги-
страции g(l)) позволяют определить такие пара-
метры пылевых частиц, как их температуру Т, ха-
рактерные частоты (νfr, ω0), заряд Q, а также
градиент α поля ловушки. Поиск этих параметров
может опираться на процедуру “подгонки” чис-
ленных и аналитических данных. (Для проверки
и/или коррекции результатов определения пара-
метров можно использовать прямые измерения
смещений , и автокорреляционной функ-
ции скоростей  частиц.)

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе представлены ансамбли
заряженных пылевых частиц в потенциальном
поле электростатической ловушки. Моделирова-
ние выполнялось для систем, состоящих от пяти-
десяти до порядка тысячи частиц с кулоновским
взаимодействием, в широком диапазоне парамет-
ров близких к условиям лабораторных экспери-
ментов в газоразрядной плазме.

Исследована временная зависимость средне-
квадратичных смещений отдельных частиц в

−< ω 1
0t

 
2( )x t
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Рис. 2. Парная корреляционная функция g(l/lp) для
ансамблей из N = 450 частиц с различными парамет-
рами Г: 1 – 100; 2 – 10; 3 – 1. Здесь lp ≅ (4πQ/3α)1/3.
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Рис. 3. Функция F(t) = x2(t)/R2 для системы из N =
= 150 частиц с параметрами: 1 – ξ ≅ 15, Γ ≈ 3 (Т =
= 10 эВ); 2 – ξ ≅ 0.47, Γ ≈ 3 (Т = 10 эВ); 3 – ξ ≅ 15,
Γ ≈ 10 (Т = 3 эВ); а также для гармонического осцил-
лятора (1): 4 – ξ ≅ 0.47, Т = 10 эВ. Штриховая линия –
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ограниченных ансамблях. Выполнено сравнение
процессов диффузии частиц для протяженных и
ограниченных систем.

Рассмотрены условия лабораторных экспери-
ментов необходимые для определения характер-
ных параметров пылевых частиц и поля ловушки.

Представлен анализ зависимости формы пар-
ной корреляционной функции g(l) и размеров
кластерных систем от температуры и количества
частиц. Численное моделирование показало, что

для анализа положения первого пика функций
g(l) и оценки радиуса неидеальных систем при
Г ≥ 1 могут быть использованы аналитические со-
отношения, полученные в приближении одно-
родной системы.

Результаты настоящей работы могут быть
адаптированы для ограниченных систем частиц с
любым типом попарных взаимодействий. Дан-
ные исследования будут полезны для разработки
методов пассивной диагностики систем, пред-
ставляющих интерес в физике плазмы, физике
полимеров и коллоидных систем и т.д.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда № 22-22-00899,
https://rscf.ru/project/22-22-00899/.
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