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1. ВВЕДЕНИЕ
Спектральное распределение энергии равно-

весного излучения, установленное М. Планком
[1], соответствует идеализированной модели аб-
солютно черного тела в полости, заполненной из-
лучением и ограниченной поглощающей матери-
альной средой. При этом предполагается [2], что
излучение находится в термодинамическом рав-
новесии с окружающим веществом, хотя эффек-
ты взаимодействия фотонов с веществом, огра-
ничивающим полость, обычно не учитываются
(см., [3]). Практическая реализация распределе-
ния Планка обычно связана с рассмотрением
макроскопического тела, находящегося в тепло-
вом равновесии с окружающим его “черным” из-
лучением (см. подробнее [4–6] и цитируемую там
литературу). В то же время задача о спектральном
распределении энергии излучения в самом веще-
стве, находящемся в состоянии термодинамиче-
ского равновесия с излучением, рассматривается
гораздо реже (см. [7–18] и цитируемую там лите-
ратуру), хотя, очевидно, что при наличии веще-
ства соответствующий результат будет отличаться
от распределения Планка, которое соответствует
идеальному фотонному газу.

Решение этой задачи в основном ограничива-
лось анализом областей прозрачности при малых
импульсах фотонов. Такой подход представляет-
ся заведомо ограниченным, так как из физиче-

ских соображений ясно, что для установления
термодинамического равновесия излучения в ве-
ществе необходимо учитывать эффекты погло-
щения электромагнитного излучения.

С другой стороны, вопрос об энергии электро-
магнитного поля в поглощающей среде в рамках
электродинамики сплошных сред связан, как из-
вестно, с определенными трудностями [19]. С
формальной точки зрения проблема заключается
в установлении соотношения между энергией
электромагнитного поля и общим выражением
для тепловых потерь в среде в нестационарных
условиях, когда средние значения напряженно-
стей электромагнитного поля отличны от нуля и
изменяются во времени, что и приводит в конеч-
ном итоге к рассмотрению только областей про-
зрачности [19, 20]. При этом определяется систе-
матический приток энергии именно от внешних
источников, поддерживающих электромагнит-
ное поле в среде [19]. Другими словами, рассмат-
ривается энергия неравновесной системы.

В этой ситуации решение задачи об описании
равновесного состояния среды возможно только
для статического электромагнитного поля или, в
крайнем случае, при слабой зависимости элек-
тромагнитного поля от времени [19, 20]. Такое
рассмотрение приводит к ряду выражений для
скорости изменения энергии среды, в частности,
формуле Бриллюэна [4, 19], а также установле-
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нию определенных ограничений на электродина-
мические функции отклика, в том числе, для ди-
электрической проницаемости среды.

Однако случай равновесного поля (точнее,
равновесной системы, представляющей собой
совокупность электромагнитного поля и веще-
ства (заряженных частиц)) является в этом смыс-
ле исключением. В такой системе тепловые поте-
ри отсутствуют, т. е. поглощение электромагнит-
ного поля уравновешено его испусканием [21].
При этом, очевидно, средние значения напря-
женностей электромагнитного поля равны нулю,
а рассмотрение соответствующей равновесной
системы проводится традиционными методами
статистической термодинамики [21].

Кроме того, наличие хотя бы небольшого ко-
личества вещества необходимо для возможности
получения равновесного излучения, поскольку в
нерелятивистской теории отсутствует прямое
взаимодействие между фотонами [2]. В частно-
сти, на примере идеальной плазмы в пределе сла-
бого и сильного вырождения было установлено
[14, 18], что спектральное распределение энергии
равновесного излучения в веществе принципи-
ально отличается от распределения Планка как в
области предельно малых, так и предельно боль-
ших частот.

При этом решение вопроса о спектральном
распределении энергии излучения в самом веще-
стве, находящемся в состоянии термодинамиче-
ского равновесия с собственным излучением,
имеет существенное значение для интерпретации
и обработки экспериментальных данных (см., на-
пример, [22–24] и цитированную там литерату-
ру). С другой стороны, в настоящее время боль-
шое внимание уделяется изучению свойств так
называемого “теплого плотного вещества (ТПВ)”
(warm dense matter – WDM) [25, 26]. Эти исследо-
вания стали одним из ключевых аспектов лабора-
торной астрофизики и продемонстрировали свою
важность не только при изучении внутреннего
строения планет солнечной системы, но и в отно-
шении других астрофизических тел, в частности,
газовых гигантов, экзосолнечных планет и белых
карликов [27–29]. Для интерпретации и описа-
ния получаемых экспериментальных результатов
используются различные расчетно-теоретиче-
ские модели (см., например, [30, 31] и цитирован-
ную там литературу). При этом ТПВ обычно ассо-
циируется с комбинацией сильно связанных
ионов и умеренно вырожденных электронов. Во
многих случаях описание электронных состоя-
ний рассеяния в ТПВ базируется на приближе-
нии квантового идеального газа при произволь-
ном вырождении.

В настоящей работе на основе полученных ра-
нее результатов показано, что высокочастотная
асимптотика спектрального распределения энер-

гии равновесного излучения в идеальном элек-
тронном газе, которая определяется парамагнит-
ным вкладом в поперечную диэлектрическую
проницаемость (ДП), характеризуется степен-
ным характером убывания при произвольной сте-
пени вырождения электронов.

2. ВЫСОКОЧАСТОТНОЕ СПЕКТРАЛЬНОЕ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭНЕРГИИ 

РАВНОВЕСНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ
В МАТЕРИАЛЬНОЙ СРЕДЕ

При рассмотрении равновесной системы не-
релятивистских заряженных частиц и фотонов по
аналогии с описанием идеального газа фотонов
средняя энергия равновесного излучения  в
материальной среде может быть представлена в
виде [12]

(1)

где  – точная равновесная функ-
ция распределения фотонов по импульсам ,

, с – скорость света в вакууме,  и  –
соответственно, операторы рождения и уничто-
жения для фотонов с импульсом  и поляриза-
цией , угловые скобки обозначают усред-
нение с большим каноническим распределением
Гиббса, которое характеризуется объемом V, за-
нимаемым рассматриваемой системой, а также
термодинамической температурой T для фотонов
и для заряженных частиц. Кроме того, спектраль-
ное распределение энергии излучения в веществе

 зависит не только от частоты и темпе-
ратуры, как это имеет место в формуле Планка
для идеального газа фотонов, но и от характери-
стик вещества, а именно, набора химических по-
тенциалов  заряженных частиц сорта a, входя-
щих в рассматриваемую систему.

При этом для спектрального распределения
энергии равновесного излучения в веществе

 справедливо соотношение [14, 18]

(2)
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Планка
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а функция  – равенством

(4)

Таким образом, отличие спектрального распреде-
ления энергии излучения в веществе от формулы
Планка (3) полностью характеризуется попереч-
ной ДП  рассматриваемой материальной
среды. Необходимо отметить, что соотношение
(4) справедливо только для однородной и изо-
тропной системы, линейные электромагнитные
свойства которой однозначно определяются про-
дольной  и поперечной  ДП [32].

Для обеспечения сходимости интеграла в (4)
при фиксированной частоте  должно выпол-
няться условие , которое озна-

чает, что при вычислении функции  необ-
ходимо последовательно учитывать квантовые
эффекты. В частности, при рассмотрении попе-
речной ДП квантовой идеальной (бесстолкнови-
тельной) плазмы в области больших волновых
векторов k справедливо утверждение (с точно-
стью до суммирования по сортам заряженных ча-
стиц) , где  –
масса заряженных частиц сорта a (см. подробнее
[33]).

В высокочастотном пределе  соотно-
шение (4) можно существенно упростить. Как по-
казано в [14, 18], асимптотическое поведение ве-
личины  в пределе , когда

, определяется соотношением

(5)

Детальное описание перехода от общего соот-
ношения (4) к формуле (5) представлено в прило-
жении к настоящей работе.

Таким образом, вопрос о степени влияния ве-
щества на асимптотическое поведение спек-
трального распределения энергии равновесного
излучения в области высоких частот 
может быть решен по известной функции

.
Необходимо отметить, что вычисление попе-

речной ДП  системы заряженных частиц
и собственного излучения является весьма слож-
ной задачей. Более того, до настоящего времени
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теоретическому исследованию поперечной ДП
 не уделяется достаточного внимания в

отличие от рассмотрения продольной ДП 
(см. [14, 18] и цитированную там литературу).
Фактически, явные аналитические результаты
для функции  имеются только для идеаль-
ной плазмы в пределах слабого и сильного вы-
рождения [33–35].

По этой причине высокочастотная асимптоти-
ка спектрального распределения энергии равно-
весного излучения была рассмотрена для идеаль-
ной плазмы в пределах слабого и сильного вы-
рождения. Полученные результаты показывают
[14, 18], что величина  убывает с
увеличением частоты по степенному закону в от-
личие от спектрального распределения “черного”
излучения, которое согласно формуле Планка (3)
характеризуется экспоненциальным убыванием в
пределе .

В настоящей работе мы проведем анализ соот-
ношения (5) для идеального электронного газа,
находящегося в компенсирующем фоне положи-
тельного заряда для обеспечения условия квази-
нейтральности, при произвольном вырождении
электронов. При использовании такой модели
предполагается, что постоянная тонкой структу-
ры , которая характеризует силу
взаимодействия между электронами и фотонами,
является малым параметром. Это обстоятельство
является основой для использования в квантовой
статистической электродинамике теории возму-
щений (диаграммной техники), связанной с
представлением средних значений физических
величин в виде рядов по степеням  [36]. В част-
ности, вывод соотношений (2)–(4) для спек-
тральной плотности равновесного излучения в
веществе основан на результатах диаграммной
техники теории возмущений для фотонной функ-
ции Грина [12]. Далее мы ограничимся рассмот-
рением “нулевого” приближения по параметру α,
т.е. будем рассматривать функцию  для
системы заряженных частиц, пренебрегая их вза-
имодействием с фотонами.

Кроме того, предполагается, что рассматрива-
емая система удовлетворяет условиям

(6)
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поперечной ДП идеального электронного газа
(индекс 0) (см. подробнее [33]):

(7)

(8)

(9)

Здесь интегрирование проводится по всему
пространству импульсов электронов, 

 – плазменная частота для элек-
тронов с зарядом e, массой , спином , соб-
ственным магнитным моментом  и средней
плотностью числа частиц ,  –
энергия электрона,  – функция распределе-
ния по импульсам  для электронов, которая
определяется распределением Ферми–Дирака

(10)

Величина химического потенциала электро-
нов  при заданной температуре T определяется
плотностью числа электронов  из условия

(11)

В (10) учтено, что рассматриваемый электрон-
ный газ является однородной и изотропной си-
стемой. При этом согласно (7)–(11) явные анали-
тические выражения для поперечной ДП идеаль-
ной электронной плазмы могут быть получены в
двух предельных случаях: слабого  и
сильного  вырождения электронов, где

 – тепловая длина волны де
Бройля для электронов (см. подробнее [33, 35]).

В соответствии с (7)–(9) представим с учетом
(6) величину , определяющую отли-
чие спектрального распределения энергии равно-
весного излучения от распределения Планка

 (3) в высокочастотном пределе , в
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где функции  и  со-
гласно принятой терминологии в теории элек-
тронного газа, находящегося в статическом
магнитном поле (см., например, [37]), отвечают
диамагнитному и парамагнитному вкладу соот-
ветственно, в высокочастотную асимптотику
спектрального распределения энергии равновес-
ного излучения.

Учитывая значения спина  и магнит-
ного момента  для электронов, из
соотношений (8), (9) следуют следующие выра-
жения для функций  и :

(15)

(16)

(17)

При этом, как показано в [14, 18], парамагнит-
ный вклад  (14), обусловленный
учетом собственного магнитного момента элек-
тронов, является определяющим в высокоча-
стотном спектральном распределении энергии
равновесного излучения в идеальном электрон-
ном газе как в случае слабого, так и в случае силь-
ного вырождения электронов. По этой причине
далее мы ограничимся рассмотрением величины

 (14) при произвольном вырожде-
нии электронов.

Подставляя (16), (17) в (14), получаем
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(19)

где , .
Таким образом, задача сводится к установле-

нию асимптотического поведения функций
 в области высоких частот .

3. ПАРАМАГНИТНЫЙ ВКЛАД ПРИ 
ПРОИЗВОЛЬНОМ ВЫРОЖДЕНИИ 

ЭЛЕКТРОНОВ

Рассмотрим далее идеальный электронный
газ, для которого химический потенциал  явля-
ется отрицательной величиной: . В этом
случае для функции  (19) можно использо-
вать представление в виде функционального ряда
[38]

(20)

В соотношении (20) учтено, что

(21)

Здесь  – модифицированная функция Бес-
селя второго рода или функция Макдональда, ко-
торая удовлетворяет следующему асимптотиче-
скому соотношению [38]:

(22)

Подставляя (21), (22) в (18)–(20), находим с
точностью до экспоненциально малых членов

(23)

где функция равна

(24)

Таким образом, асимптотическое поведение
парамагнитного вклада  в высоко-
частотное спектральное распределение энергии
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равновесного излучения в идеальном электрон-
ном газе имеет вид

(25)

Соотношение (25) в соответствующих прибли-
жениях эквивалентно результатам работы [18] для
равновесного излучения в идеальной квазиклас-
сической плазме. При этом следует учитывать,
что условие (12) в рамках проведенного рассмот-
рения  можно представить как

(26)

В результате согласно (25), (26) парамагнит-
ный вклад, обусловленный учетом собственного
магнитного момента электронов, в высокоча-
стотное спектральное распределение энергии
равновесного излучения в идеальном электрон-
ном газе пропорционален плотности числа элек-
тронов  и не зависит явно от температуры
при произвольном отрицательном значении хи-
мического потенциала

(27)

Перейдем к рассмотрению идеального элек-
тронного газа, в котором химический потенциал

 является положительной величиной: .
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или с учетом замены переменных 

(32)

(33)

(34)

(35)

Из соотношений (32), (34) непосредственно
следует асимптотическое поведение функций в
пределе 
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Согласно (18), (19), (32), (34)–(38) парамаг-
нитный вклад в высокочастотную асимптотику
спектрального распределения энергии равновес-
ного излучения в идеальном электронном газе,
который характеризуется положительным значе-
нием химического потенциала , с интересу-
ющей нас точностью имеет вид

(39)

где функция  определяется соотношением (38).
Из сравнения соотношений (25) и (39) непо-

средственно следует очевидное равенство

(40)

В свою очередь, в пределе сильного вырожде-
ния электронного газа , что эквивалентно
условию  [2], соотношение (39) в соот-
ветствующих приближениях соответствует ре-
зультатам работы [14].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Согласно проведенному рассмотрению пара-

магнитный вклад, обусловленный наличием соб-
ственного магнитного момента у каждого элек-
трона, в высокочастотное спектральное распре-
деление энергии равновесного излучения в
идеальном электронном газе с ростом частоты
убывает степенным образом при произвольном
значении химического потенциала (см. (27),
(39)). При этом средняя энергия равновесного из-
лучения, приходящаяся на единицу объема газа
электронов, согласно (1), (25), (39) является ко-
нечной величиной.
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Дальнейшее развитие полученных выше ре-
зультатов связано с построением теории попереч-
ной ДП электронного газа при учете взаимодей-
ствия между электронами.

Автор выражает благодарность участникам се-
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ской Федерации (Государственное задание
№ 075-01056-22-00).

ПРИЛОЖЕНИЕ

При рассмотрении несобственного интеграла
по волновым векторам, определяющего искомую
величину  (4), необходимо учитывать,
что подынтегральная функция содержит сингу-
лярные члены. Это утверждение следует из пре-
дельных равенств, которым удовлетворяет мни-
мая часть поперечной ДП идеального электрон-
ного газа:

(41)

(см. (7)–(9), (15)–(17)). Предельный переход k → 0
отвечает условию , а предельный
переход  – условию  (см. по-
дробнее [40]). Согласно (41) мы можем записать
для произвольных ненулевых значений частоты ω

(42)

где  – дельта-функция Дирака. Тогда функ-
цию

(43)

определяющую величину  (4), с уче-
том (42), (43) можно представить в виде

(44)

где функция  определяется тем же
соотношением (43), но не содержит сингулярных
членов под знаком интеграла. При этом волновой
вектор  является решением уравнения

(45)

{ }( )ωΔε γ, aT

( ) ( )
→ →∞

ω → ω →tr tr

0
Im ε , 0, Im ε , 0

k k
k k

ω2 / 1e ek m t !

→ ∞k ( )em k T@

( )
( )( ) ( )( )

( )

→
→∞

 ω  →
 ω − ω + ω 

 → πδ ω − ω 

tr

2 2tr 2 2 2 tr
0,

2 2
tr

2

Im ε ,

Re ε , / Im ε ,

Re ε , ,

k
k

k

k c k k

c kk

( )δ x

{ }( ) ( )
( )

∞ ωΨ ω γ =
πω ε ω − ω


tr5

4
5 22 2 2

0

Im ε ,
;  ,  ,

, /
a

tr

kcT dkk
k c k

{ }( )ωΔε γ, aT

{ }( ) ( ) ( ) { }( )ωΨ ω γ = + Ψ ω γ
ω

3 3

3;  , ;  , ,
2

regosc
a a

c k
T T

( ) { }( )Ψ ω γ;  ,reg
aT

( )∞ ωk

( )= ω ωtrReε , / .osc osck k c

Как следует из (42), (45), речь идет о решении
дисперсионного уравнения для определения
спектра собственных поперечных колебаний
электромагнитного поля в материальной среде

(46)

в области действительных значений частоты ω и
волнового вектора k (см. подробнее [32]).

Однако даже в простейшем случае идеального
электронного газа решение дисперсионного
уравнения (46) не представляется возможным
аналитическими методами в силу весьма сложно-
го выражения для поперечной ДП .

Тем не менее при рассмотрении высокоча-
стотного предела  соотношение (45)
можно существенно упростить. Дело в том, что
согласно (7) при фиксированном значении вол-
нового вектора k

(47)

(см. подробнее [36]). Из (45), (47) непосредствен-
но следует

(48)

Это соотношение обычно применяется при
рассмотрении идеального электронного газа и
имеет смысл только при частотах  (см., на-
пример, [41]).

Таким образом, согласно (4), (44), (48)

(49)

Далее обратим внимание, что спектральное рас-
пределение энергии излучения в веществе

 по определению является величиной
неотрицательной. При этом распределение
Планка экспоненциально убывает в пределе

.
Следовательно, определяющим слагаемым в

круглых скобках в правой части формулы (49) яв-
ляется величина , причем эта функция
должна удовлетворять условию

(50)
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В подынтегральной функции (см. (43)), опреде-
ляющей величину , по определе-
нию не содержится сингулярных членов, поэто-
му, учитывая (47), находим

(51)

что соответствует соотношению (5) для функции
.
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