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Развита двумерная квазилинейная теория насыщения ТМ-вейбелевской неустойчивости в бес-
столкновительной плазме. Получена замкнутая система уравнений для эволюции взаимодействую-
щих пространственных гармоник возмущений функции распределения частиц и магнитного поля в
случае, когда ось анизотропии плазмы и волновые векторы гармоник, а также векторы электриче-
ского поля в них лежат в одной плоскости расчета. На основе численного решения этой системы
найдена зависимость насыщающего среднеквадратичного магнитного поля от начальной анизотро-
пии бимаксвелловского и различных бикаппа-распределений частиц по скоростям. Показано, что
для небольших по сравнению с единицей параметров анизотропии величина насыщающего поля
существенно зависит от параметра каппа продакт-бикаппа-распределения частиц, т.е. от его энер-
гетического профиля. Проведено сравнение с известными результатами менее эффективных расче-
тов методом частиц в ячейках.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Как известно [1, 2], в условиях анизотропного

распределения частиц по скоростям плазма явля-
ется неравновесной и в ней может развиваться
ряд кинетических неустойчивостей, приводящих
к возникновению хаотических электромагнит-
ных полей и согласованной с ними плазменной
турбулентности. Такая ситуация характерна для
широкого круга задач физики бесстолкновитель-
ной плазмы, космической и лазерной, в которой
время свободного пробега частиц много больше
времени развития подобной турбулентности [3–
6]. Настоящая работа посвящена анализу квази-
магнитостатической турбулентности, обуслов-
ленной апериодической неустойчивостью вейбе-
левского типа [7–15], которая обладает одним из
наибольших инкрементов среди различных не-
устойчивостей неравновесной анизотропной
плазмы. В рамках обычно рассматриваемой на-
чальной пространственно однородной задачи не-
однократно проверялось, что возникающая с
уровня шумов турбулентность и среднеквадра-
тичная величина связанного с ней магнитного

поля в существенной мере зависят от начальной
анизотропии распределения частиц [16–21]. Тем
не менее эта зависимость остается мало изучен-
ной, особенно если учесть чувствительность вы-
водов о развитии вейбелевской неустойчивости к
виду распределения частиц по энергиям [22, 23].

Ниже зависимость насыщающего магнитного
поля вейбелевской турбулентности от начальной
анизотропии частиц исследуется для бикаппа-
распределения [22, 24–27]. Оно свойственно не-
равновесной плазме, частицы которой испытали
стохастическое ускорение под действием того
или иного широкополосного электромагнитного
излучения, например в звездном ветре или раз-
личных ударных волнах, и в качестве частного
случая содержит бимаксвелловское распределе-
ние частиц по скоростям.

Для определенности эффективная температу-
ра частиц считается наибольшей вдоль оси y. То-
гда если бы в трехмерном случае функция распре-
деления (ФР) частиц обладала аксиальной сим-
метрией по отношению к скоростям в плоскости
x, z, то неустойчивость развивалась только для
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волновых возмущений необыкновенного типа и
приводила к ТМ-вейбелевской турбулентности
[10, 28]. Имея в виду аналогичную ситуацию для
рассматриваемых ниже двумерных расчетов, бу-
дем считать ФР симметричной по проекции ско-
рости частиц на ось x, т.е. не зависящей от знака
этой проекции. Для интересующих нас ТМ-воз-
мущений волновые векторы гармоник электро-
магнитного поля и соответствующих гармоник
анизотропной ФР энергонесущих частиц (пусть
электронов), как и вектор электрического поля,
лежат в плоскости x, y, а вектор магнитного поля
ортогонален этой плоскости, т.е. параллелен оси
z (рис. 4б). Неустойчивость насыщается, т.е. пре-
кращается рост среднеквадратичного магнитного
поля, тогда, когда оно в достаточной мере вырав-
нивает средние значения продольной ( , вдоль
оси y) и поперечной ( , вдоль оси x) эффек-
тивных температур. При этом присутствие этого
поля, его пространственная неоднородность и
понизившийся и тоже неоднородный уровень
анизотропии  исключают экспонен-
циальное нарастание каких-либо возмущений, в
том числе крупномасштабных, хотя слабонели-
нейная перестройка пространственного спектра
турбулентности в длинноволновую сторону про-
должается и далее (см., например, [8, 12, 29–31]).

Детальнее постановка задачи, используемые
приближения, схема вывода уравнений и особен-
ности расчетов даны в следующем разделе. Далее
приведены основные результаты расчетов, каса-
ющиеся зависимости насыщающего магнитного
поля вейбелевской турбулентности от начальной

�T

⊥T

⊥ −�= / 1A T T

анизотропии плазмы и от основного параметра κ
энергетического каппа-распределения. В заклю-
чительном разделе полученные выводы соотнесе-
ны с рядом актуальных проблем физики косми-
ческой и лазерной плазмы. Проведенное моде-
лирование показало также богатую динамику
пространственного спектра вейбелевской турбу-
лентности и согласованной деформации функ-
ции распределения частиц на долговременной
нелинейной стадии неустойчивости после ее на-
сыщения. Однако изложение результатов такого
рода выходит за рамки настоящего краткого сооб-
щения и будет дано в более подробной статье.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, УРАВНЕНИЯ
ДЛЯ ГАРМОНИК И СХЕМА ИХ РЕШЕНИЯ

Для бесстолкновительной плазмы, в которой
на рассматриваемых временах насыщения не-
устойчивости можно пренебречь движением тя-
желых ионов, самосогласованные уравнения
Власова–Максвелла для функции распределения
электронов , включающей их кон-
центрацию , и электрического E =

 и магнитного  полей име-
ют вид

(1)

(2)

v v( , , , , )x yf x y t
( , , )N x y t

= ( , ,0)x yE E = (0,0, )zBB

[ ]( )∂ ∂ ∂+ + +
∂ ∂ ∂e

1 , = 0,f f fe
t m c

v E v B
r v

∂ π∇ × +
∂

1 4= ,
c t c

EB j

Рис. 1. а) Линии уровня ,  и  от максимального значения для бимаксвелловской (сплошная кривая), бикап-
па- (штриховая) и продакт-бикаппа- (штрихпунктир) функций распределения электронов по нормированным скоро-
стям  и  при , поперечной (вдоль оси x) тепловой скорости  и параметре анизотропии . б) Вза-
имное расположение волнового вектора k, лежащего в плоскости , и векторов магнитного  и электрического E
полей в отдельной пространственной гармонике ТМ-вейбелевской турбулентности.
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(3)

где c – скорость света в вакууме, e и  – заряд и

масса электрона,  –

плотность тока,  и
учтено, что векторы координаты и скорости име-
ют только две компоненты,  и

, согласно двумерной постановке за-
дачи.

Предположим, что в начальный момент вре-
мени нормированная на единицу функция рас-
пределения имеет вид бикаппа-распределения с

,

(4)

либо продакт-бикаппа-распределения с ,

(5)

см. [22, 25–27]. Выше , т.е. , и

введены характерные скорости 
для бикаппа-распределения и 

 для продакт-бикаппа-распределе-
ния с использованием эффективных тепловых
скоростей  вдоль осей x и y соответ-
ственно, так что параметр анизотропии

(6)

В пределе  распределения (4), (5) сво-
дятся к бимаксвеллловскому:

(7)

Его характерные сечения, как и сечения распре-
делений (4), (5) при , представлены на
рис. 4а для параметра анизотропии . Здесь и
ниже в иллюстрациях и расчетах для определен-
ности полагаем : конкретное значение
этого параметра не влияет на основные выводы
работы. На рис. 4б для поставленной задачи пока-
зано расположение векторов электрического E и
магнитного  полей рассматриваемых однород-
ных гармоник необыкновенного типа  с
волновым вектором k, проекция на который
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электрического поля в общем случае не равна ну-
лю: .

С целью анализа насыщения развивающейся
ТМ-вейбелевской неустойчивости используем
приближенный метод разложения по простран-
ственным гармоникам решения уравнений Вла-
сова–Максвелла с шумоподобным начальным
возмущением магнитного поля, обладающим
примерно равномерным спектром в области не-
устойчивых волновых чисел. Такой метод можно
применять в виду слабой нелинейности (квазили-
нейности) кинетического уравнения Власова в
рассматриваемых условиях: для любой отдельной
гармоники магнитного (и соответствующего
электрического) поля 
с волновым вектором k можно не учитывать крат-
ные гармоники  с целым  и необходимо
учесть только три гармоники поправок к ФР,

, со значениями  = 0,
1, 2. При этом наличие большого числа однотип-
ных гармоник, обладающих случайными фазами
и достаточно плотно заполняющих значимую об-
ласть волновых векторов, обеспечивает гладкую
форму и плавность изменения ФР, исключая
сколько-нибудь значительные эффекты коге-
рентной интерференции и допуская неадек-
ватный вид ФР, например отрицательные ее зна-
чения, только при скоростях много больше эф-
фективных тепловых, т.е. для очень малой,
несущественной фракции электронов.

Применимость теории возмущений, а практи-
чески – соблюдение иерархии малости амплитуд
последующих гармоник по сравнению с предыду-
щими (как гармоник ФР, , так и анало-
гичных гармоник магнитного или электрическо-
го полей) проверено нами в наиболее опасном
случае задания лишь одной производящей гармо-
ники с волновым вектором k, направленным
вдоль , ортогонально оси анизотропии y. В этом
случае неустойчивость развивается быстрее все-
го, а задача фактически становится одномерной,
причем нелинейно связываются все кратные гар-
моники ФР  с  0, 1, 2, 3, … и лишь нечетные
гармоники ТМ-поля  с  1, 3, … (в силу отсут-
ствия токов на четных гармониках из-за свойств
четности ФР). Здесь и ниже , ,  – единич-
ные орты декартовой системы координат.

Следуя теории возмущений до  и опуская
очевидные осцилляторные уравнения для первой
и третьей гармоник магнитного поля,

(8)

получающиеся из уравнений (2), (3) и в силу их
линейности включающие только соответствую-
щие первую и третью гармоники ФР, нетрудно
прийти к следующей системе связанных уравне-

≠ 0kE

[ ]−1 1( , ) = Re ( )exp( )B t B t ir kr

�k � > 1

[ ]δ −� � �( , ) = Re ( )exp( )f t f t ir kr �

+δ δ� �@ 1f f
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ний для кратных (комплексных) гармоник-воз-
мущений ФР:

(9)

(10)

(11)

(12)

Для сокращения записи введены оператор

(13)

и комплексная гирочастота . Каче-
ственные оценки и численные решения получен-
ной системы уравнений показывают, что насы-
щение отдельной основной гармоники магнит-
ного поля , непосредственно создаваемой
первой гармоникой ФР , по существу опреде-
ляется согласованной динамикой нулевой и вто-
рой гармоник ФР , но не третьей (и высши-
ми) гармониками магнитного поля и ФР. Благо-
даря слабой нелинейности (квазилинейности)
процесса вейбелевской неустойчивости нару-
шение применимости используемой теории воз-
мущений можно ожидать лишь для сильно из-
резанных анизотропных функций распределения
частиц, не представляющих интереса для рас-
сматриваемого нами круга задач.

Используем последнее обстоятельство и в об-
щем случае двумерно-неоднородной задачи с
большим числом  неколлинеарных произво-
дящих гармоник 
(их компоненты состоят из m проекций  и s
проекций ), расположенных часто и перекры-
вающих всю существенную область волновых
векторов неустойчивости. В этом представлении
магнитное поле имеет вид суммы по целочислен-
ному векторному индексу : B(t, x, y) =

. Аналогич-
ный вид имеет каждая из двух кратных гармоник-
возмущений ФР, т.е. компонент  и

, разложенных на комплексные гармо-
ники  и  соответственно; нулевая (дей-
ствительная) гармоника  зависит
только от вектора скорости и дает поправку к ФР,
усредненную по плоскости . Подобно обосно-
ванному выше пренебрежению кратными колли-
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неарными гармониками, в приведенной ниже
приближенной системе самосогласованных урав-
нений исключены неколлинеарные суммарные и
разностные гармоники , , а также не-
коллинеарные гармоники вида  (результа-
ты исследования нелинейного взаимодействия
такого рода комбинаций двух производящих изо-
лированных гармоник i и j будут изложены в от-
дельной работе):

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

Здесь использованы безразмерные время и вол-
новое число,

а также нормированные (комплексные) гармони-
ки магнитного поля и ФР:

(20)

Комплексные компоненты электрического поля
 и  (см. рис. 4б) нормированы так же, как

магнитное поле . Для двумерной задачи введен
оператор

(21)

который отличается от указанного ранее операто-
ра (13) в одномерной задаче.
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Представленная система интегро-дифферен-
циальных уравнений (14)–(19) с оператором (21)
решалась стандартным методом Стёрмера–Верле
(Leapfrog) [32]. Шаг по времени  составлял
малую величину  в сравнении с
наименьшим временным масштабом рассмат-
риваемой обезразмеренной системы уравнений,
который определяется собственными длинами
волн магнитного поля и тока ( ) и имеет по-
рядок единицы. Расчетная сетка для нормиро-
ванных скоростей ,  как переменных трех
компонент (14)–(16) анизотропной ФР, разло-
женных по производящим гармоникам, выбира-
лась анизотропной с соответствующими шагами

 и . Количе-
ство производящих пространственных гармоник

 в типичных расчетах составляло несколько
тысяч и выбиралось из условия независимости (с
точностью до нескольких процентов) вычисляе-
мого магнитного поля насыщения неустойчиво-
сти от дальнейшего увеличения чисел m и s, что
обычно имело место начиная с чисел ~100 и ~30
соответственно.

3. ОСОБЕННОСТИ НАСЫЩЕНИЯ 
НЕУСТОЙЧИВОСТИ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ 

АНИЗОТРОПНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
ЭЛЕКТРОНОВ

Основные результаты численного модели-
рования вейбелевской неустойчивости в двумер-
ной задаче 2D2V суммированы на рис. 2 и 3 в
представительном интервале параметров на-
чальной анизотропии . Как и ожи-
далось, максимальная величина среднего квад-
рата нормированного магнитного поля 

, достигаемая в ходе ТМ-не-
устойчивости и иногда называемая магнетизаци-
ей, растет с увеличением величины A. При малых
значениях  рост оказывается довольно быст-
рым и зависящим от энергетического распределе-
ния электронов. Он теряет эту зависимость и за-
медляется при , останавливаясь на уровне
немного выше 10% в пределе . О последнем
свидетельствуют также контрольные расчеты,
выполненные для бимаксвелловского распреде-
ления с , 10, 30 с использованием кода EP-
OCH [33] в 2D3V подходе, т.е. методом частиц в
ячейках (PIC) с учетом зависимостей всех вели-
чин от двух пространственных координат и всех
трех компонент скоростей электронов. Результа-
ты применения обоих подходов совпадают с точ-
ностью порядка 10–30% и подтверждают извест-
ную оценку насыщающего магнитного поля, в
которой обратный гирорадиус и гирочастота ти-
пичных частиц по порядку величины сравнива-

τd
τ −∼ 0.05 0.5d
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> 1A
@ 1A
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ются соответственно с волновым числом и ин-
крементом наиболее сильно выросших гармоник
поля [29, 34, 35], что было проверено для всех
проведенных расчетов. Предшествующие анало-

Рис. 2. Зависимость среднего квадрата нормирован-
ного насыщающего магнитного поля (см. (20)) от па-
раметра анизотропии A для бикаппа-распределения
(4) при  и различных значениях параметра
каппа:  – штрихи,  – сплошная кривая
(бимаксвелловское распределение). В последнем
случае крестиками показаны три контрольные точки,
рассчитанные в рамках 2D3V кода EPOCH методом
частиц в ячейках.
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Рис. 3. Зависимость среднего квадрата нормирован-
ного насыщающего магнитного поля (см. (20)) от па-
раметра анизотропии A для продакт-бикаппа-рас-
пределения (5) при  и различных значениях
параметра каппа:  – штрихпунктир,  –
штрихи,  – пунктир,  – сплошная кривая
(бимаксвелловское распределение).
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гичные расчеты для отдельных значений пара-
метра анизотропии  и  см. в [11, 14].

Осуществленный впервые детальный расчет
зависимости насыщающего магнитного поля от
параметра анизотропии в данной геометрии зада-
чи стал возможен благодаря разработанному ме-
тоду на основе уравнений для гармоник (14)–(19),
(21), который позволяет осуществлять вычисле-
ния во много раз быстрее, чем метод частиц в
ячейках. С использованием последнего трехмер-
ные расчеты подобной зависимости ни для какой
геометрии еще не проводились, а детальные дву-
мерные расчеты известны лишь для аксиально
симметричного бимаксвелловского распределе-
ния частиц с осью наибольшей температуры, ор-
тогональной плоскости расчета, для параметров
анизотропии  [17, 18] (примеры насыще-
ния аналогичной неустойчивости, называемой
филаментационной, в случае двух встречных пуч-
ков частиц см. в [20, 30]). В указанном случае вей-
белевской ТМ-неустойчивости насыщающее по-
ле отличается от представленных на рис. 2, 3 зна-
чений на величину ~10–50%, что связано с
учетом только ортогональных оси анизотропии
волновых векторов, приводящим к двумерно изо-
тропной турбулентности. В нашем случае, когда
допустимы любые углы наклона волнового векто-
ра к оси анизотропии y, лежащей в плоскости рас-
чета, спектр турбулентности оказывается суще-
ственно анизотропным и для насыщения не-
устойчивости магнитное поле должно нарасти до
немного другой величины.

= 24A = 99A

−∼ 1 50A

Проведенные нами одномерные расчеты по
уравнениям (14)–(21) для набора гармоник с ну-
левой проекцией волнового вектора на ось y при

 хотя и не являются вполне корректными,
но дают тот же порядок величины турбулентного
магнитного поля, ортогонального направлению
наибольшей температуры, вдоль которого пре-
имущественно возбуждаются вейбелевские токи
и направлено электрическое поле (TM-волна в
этом вырожденном случае становится обыкно-
венной). Сказанное согласуется с результатами
давно проведенных одномерных PIC-расчетов
1D3V с осью неоднородности, параллельной оси
анизотропии, вдоль которой температура мини-
мальна; см, например, [16, 36, 37] и указанную
там литературу. Для малых параметров анизотро-
пии  одномерные расчеты, как и прибли-
женная квазилинейная теория (ср. [20, 30, 38]),
многократно занижают насыщающее магнитное
поле и неприменимы для оценки его реальных
значений в двумерной и трехмерной постановках
задачи. При этом критерии насыщения, по-види-
мому, могут быть весьма чувствительны к виду
ФР и геометрии задачи, определяющим типы не-
устойчивости, причем как ТМ- (для необыкно-
венной волны), так и ТЕ- (для обыкновенной
волны) типы могут развиваться одновременно.
Сравнительный анализ различных качественных
критериев насыщения вейбелевской неустой-
чивости выходит за рамки настоящей работы;
они обсуждаются, например, в работах [12, 14, 17,
36, 39].

Недостатком метода частиц в ячейках, кроме
больших затрат вычислительных ресурсов, явля-
ется высокий уровень численных шумов ФР ча-
стиц, вообще говоря, спектрально неравномер-
ный. Это обстоятельство понижает точность и
ограничивает возможность проведения коррект-
ных расчетов, особенно при малых параметрах
анизотропии , когда ТМ- и ТЕ-неустойчи-
вости развиваются настолько медленно, что
скорость изотропизации частиц на шумовой ком-
поненте электромагнитного поля становится
сравнимой с инкрементом вейбелевской не-
устойчивости. Такого недостатка нет в развитом
методе возмущений на основе пространственных
гармоник, где шумы легко контролируются и мо-
гут быть адекватно заданы выбором подходящего
спектра начального магнитного поля. Вместе с
тем достоинством метода частиц в ячейках явля-
ется кинетический учет всех трех компонент
скорости частиц в двумерных (2D3V) и даже од-
номерных (1D3V) расчетах, отсутствующий в раз-
витом здесь методе. Наконец, методом частиц в
ячейках можно одновременно рассчитывать
ТМ- и ТЕ-неустойчивости вейбелевского типа и
другие кинетические неустойчивости, например
пучковую для ленгмюровских волн. Таким обра-
зом, результаты расчетов согласно двум сравни-

@ 1A

! 1A

! 1A

Рис. 4. Зависимость инкремента γ (нормированного
на плазменную частоту ) среднеквадратичного
магнитного поля от параметра анизотропии A для би-
каппа-распределения (4) при  и различных
значениях параметра каппа:  – штрихи,  –
сплошная кривая (бимаксвелловское распределе-
ние).

10�1 100 101
A

10�1

10�2

10�3

10�4

100

�/
�

p

ωp

⊥β = 0.1
κ = 2 κ ∞=



842

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 48  № 9  2022

КУЗНЕЦОВ и др.

ваемым подходам вне рамок рассматриваемой ра-
финированной двумерной задачи о ТМ-турбу-
лентности могут заметно различаться.

3.1. Бимаксвелловское и бикаппа-распределения

Согласно проведенным расчетам с использо-
ванием уравнений (14)–(21), для бимаксвеллов-
ского распределения средний квадрат насыщаю-
щего магнитного поля ТМ-вейбелевской не-
устойчивости  лишь немного, не более чем на
30%, превышает его значение для бикаппа-рас-
пределений при ; см. рис. 2. Более того, для
этих бикаппа- и бимаксвелловского распределе-
ний характерные волновые числа , отвечающие
максимуму спектра развивающейся турбулентно-
сти в ортогональном оси анизотропии направле-
нии , и характерные ширины этого спектра
вдоль осей x и y оказались почти идентичными
как на линейной стадии неустойчивости, так и в
течение ее долговременной квазилинейной эво-
люции. Близость значений насыщающего маг-
нитного поля для указанных распределений (4) и
(7) согласуется с близостью инкрементов обу-
словленных ими вейбелевских неустойчивостей
(рис. 4), найденных из численных расчетов сред-
неквадратичного магнитного поля на этапе его
экспоненциального роста задолго до момента на-
сыщения. Эти инкременты лишь немного мень-
ше максимальных инкрементов, вычисленных
из соответствующих дисперсионных уравнений
(о последних см., например, [1, 12, 13, 20, 23, 28]).

Полученный результат согласуется также с
практически одинаковой формой деформации
указанных ФР электронов к моменту насыщения
неустойчивости, о чем можно судить, прежде все-
го, из найденных в наших расчетах простран-
ственно однородных поправок , т.е.

. Соответствующая деформация ФР вы-
звана совокупным действием всех гармоник ква-
зимагнитостатической турбулентности и в свою
очередь определяет квазилинейную эволюцию
каждой из этих гармоник, непосредственно не
взаимодействующих между собой: их начальное
нарастание, длительное существование с медлен-
ным изменением амплитуды и последующее не-
избежное затухание. Более подробный анализ
данного круга явлений, изученных нами числен-
но, заслуживает отдельной публикации и может
позволить продвинуться в аналитическом описа-
нии двумерной ТМ-турбулентности после ее на-
сыщения, а также дополнить имеющуюся квази-
линейную теорию одномерной вейбелевской не-
устойчивости при малых значениях параметра
анизотропии A [38].

Следует отметить, что для рассмотренных би-
каппа- и продакт-бикаппа-распределений выбо-

2
satb

κ ≥ 2
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δ v v0( , )x yf
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рочные одномерные расчеты ТМ-турбулентности
в пренебрежении ее зависимостью от кординаты
вдоль оси анизотропии y показывают значитель-
ное отличие динамики спектра гармоник магнит-
ного поля и ФР вдоль ортогональной оси  от бо-
лее реалистичной динамики этого спектра в дву-
мерной задаче на существенно нелинейной,
долговременной стадии процесса. Впрочем, в
проведенных двумерных расчетах вплоть до мо-
мента существенного нарушения начального экс-
поненциального роста среднеквадратичного маг-
нитного поля спектр квазимагнитостатической
турбулентности не успевает сильно расшириться
вдоль оси анизотропии y и волновое число, отве-
чающее максимуму в спектре (и первоначально
равное тому волновому числу, для которого ин-
кремент максимален), уменьшается не более чем
на 30%. Поэтому если насыщение наступает до-
статочно быстро после указанного момента вре-
мени, то одномерное приближение в рамках раз-
витого метода пространственных гармоник хотя и
не является вполне оправданным для расчета на-
сыщающего магнитного поля , но позволяет
определить его с точностью до фактора порядка 2
или даже лучше, включая случай довольно малых
значений параметра анизотропии A. Для рассмот-
ренных бикаппа-распределений, в том числе для
бимаксвелловского, одномерное приближение
оказывается неприменимым для вычисления 
при , поскольку тогда достижение насыще-
ния неустойчивости затягивается на весьма дли-
тельный период ее нелинейной эволюции. Для
продакт-бикаппа-распределений, рассматривае-
мых ниже, насыщение неустойчивости наступает
раньше и одномерное приближение может быть
применимо вплоть до . Сказанное под-
тверждается соответствующими одномерными и
двумерными расчетами методом частиц в ячейках
на основе кода EPOCH, которые являются гораз-
до более вычислительно затратными и были про-
ведены нами лишь для отдельных наборов пара-
метров.

3.2. Продакт-бикаппа-распределение

Детализируем сделанные выше общие утвер-
ждения применительно к продакт-бикаппа-рас-
пределению (5), для которого обнаруживается су-
щественное влияние величины  на исследуемую
зависимость насыщающего поля от начальной
анизотропии ФР, особенно в области ее малых
величин  согласно рис. 3. Монотонные за-
висимости среднего квадрата насыщающего маг-
нитного поля от параметра анизотропии A для
различных величин  имеют разный наклон и пе-
ресекаются в одной точке . При 
эти зависимости приближенно являются степен-
ными с показателями, которые примерно равны

x

satb

satb
& 1A

∼ 0.1A

κ

< 0.8A

κ
= 0.8A ∼ 0.1A
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2/5, 2/3, 1, 2 для  1, 2, 4, ∞ соответственно (и
могут оказаться меньше при ).

Ниже точки  квадрат насыщающего
магнитного поля  значительно падает с ростом
величины κ, достигая минимального значения
при , т.е. для бимаксвелловского распреде-
ления. Напротив, выше указанной точки 
величина  растет с ростом κ, хотя и не столь
значительно, поскольку ее максимальное значе-
ние для величины κ вблизи 1 составляет несколь-
ко процентов и всего в пару раз меньше предель-
но достижимого значения квадрата магнитного
поля , реализующегося для бимаксвелловского
распределения и немного превышающего 10%.

Для продакт-бикаппа-распределений в отли-
чие от бикаппа-распределений величина  гораз-
до значительнее влияет на нелинейную эволю-
цию как характерного волнового числа , отве-
чающего максимуму спектра турбулентности и
направленного в ортогональном оси анизотро-
пии направлении , так и характерных ширин
турбулентного спектра вдоль осей x и y. С ростом
величины κ уширение спектра вдоль оси анизо-
тропии ФР увеличивается, тогда как ширина
спектра поперек этой оси уменьшается одновре-
менно с уменьшением указанной проекции 
волнового вектора максимума турбулентного
спектра. Подобное уменьшение наиболее суще-
ственно на начальной нелинейной стадии эволю-

κ =
< 0.1A

= 0.8A
2
satb

κ → ∞
= 0.8A

2
satb

2
satb

κ

xk

0x

xk

ции спектра (и становится довольно малым на
поздней стадии, которой мы не интересуемся в
настоящей работе).

Сделанное наблюдение согласуется с умень-
шением при росте κ инкремента нарастания маг-
нитного поля (рис. 5), вычисленного на линей-
ной стадии задолго до насыщения неустойчиво-
сти и примерно равного максимальному
инкременту, получающемуся из соответствующе-
го дисперсионного уравнения (см. о нем [1, 12, 13,
20, 23, 28]). Уменьшение инкремента с увеличе-
нием κ от 1 до ∞ значительно лишь для неболь-
шой начальной анизотропии : для  ин-
кремент уменьшается примерно вдвое, а для

 – в 20 раз. Заметим, что в последнем слу-
чае почти в 20 раз уменьшается и квадрат насы-
щающего магнитного поля  (рис. 3). Вместе с
тем это поле слабо зависит от величины  при
большой начальной анизотропии .

Выведенная в настоящей работе система
приближенных уравнений (14)–(19), (21) для
ТМ-гармоник турбулентности позволяет иссле-
довать насыщение вейбелевской неустойчивости
и ее дальнейшую нелинейную эволюцию при ма-
лых величинах параметра анизотропии, включая
область  (которая вряд ли легко доступна
расчетам методом частиц в ячейках из-за неиз-
бежных для него численных шумов). Подобная
близость к порогу неустойчивости характерна для
многих физических ситуаций, и особенности об-
суждаемого эффекта насыщения роста ТМ-вей-
белевской турбулентности в этих условиях заслу-
живают специального исследования.

4. ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В случае ТЕ-вейбелевской неустойчивости для

волн обыкновенного типа [1, 6, 12, 28, 40], когда
вектор электрического поля возмущения ортого-
нален плоскости, образованной волновым векто-
ром возмущения и осью анизотропии ФР, анало-
гичные детальные расчеты насыщающего маг-
нитного поля для тех или иных бикаппа-
распределений, включая бимаксвелловское, еще
не проводились. Эта задача представляет интерес,
поскольку в определенных условиях, например,
для ФР в форме сплюснутого эллипсода или дис-
ка, значение инкремента ТЕ-вейбелевской не-
устойчивости может превышать его значение для
одновременно развивающейся ТМ-неустойчиво-
сти. Вследствие многообразия и неопределенно-
сти параметров ФР, ожидаемых в различных
условиях, даже для линейной стадии неустойчи-
вости отсутствует сколько-нибудь полная карти-
на зависимости максимальных ТЕ- и ТМ-инкре-
ментов и соответствующих им оптимальных вол-
новых чисел от параметра анизотропии ; ср.,
например, [22, 23, 39–41]. Имея в виду трудоем-

& 1A = 1A

= 0.1A

2
satb

κ
@ 1A

& 0.01A

A

Рис. 5. Зависимость инкремента γ (нормированного
на плазменную частоту ) среднеквадратичного
магнитного поля от параметра анизотропии A для
продакт-бикаппа-распределения (5) при  и
различных значениях параметра каппа:  –
штрихпунктир,  – штрихи,  – пунктир,

 – сплошная кривая (бимаксвелловское рас-
пределение).
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кость расчетов, подобную зависимость, как и
аналогичную зависимость насыщающего магнит-
ного поля, а тем более характера долговременной
нелинейной эволюции вейбелевской турбулент-
ности следует изучать для конкретного типа ФР в
неравновесной плазме.

В этом отношении актуальны, например, зада-
чи лабораторной астрофизики с лазерной плаз-
мой [31, 42–45], получаемой абляцией различных
мишеней фемтосекундными импульсами пета-
ваттных лазеров, и задачи физики солнечного
(звездного) ветра, начиная с корональных обла-
стей его происхождения и кончая границами
между магнитными облаками в нем или областя-
ми его взаимодействия с магнитосферами планет
[3, 25, 46–49]. Для обоих указанных классов задач
имеется непосредственная возможность получать
информацию как о распределении частиц по
энергии, так и об анизотропии распределения ча-
стиц по скоростям. Наблюдаемое наличие над-
теплового “хвоста” в энергетическом распределе-
нии частиц [21, 24, 50], свойственное различным
каппа-распределениям, делает последние удоб-
ными для использования в численном моделиро-
вании процессов развития вейбелевской неустой-
чивости и генерации долгоживущей квазимагни-
тостатической турбулентности.

Начатое в настоящей работе исследование за-
висимостей насыщающего среднеквадратичного
магнитного поля от параметров каппа κ и анизо-
тропии A представляется важным для оценки
влияния такого рода турбулентности на ряд на-
блюдаемых явлений в лазерной и космической
плазме. В частности, важными представляются
найденные конкретные зависимости уровня на-
сыщения вейбелевской турбулентности от пара-
метра анизотропии, которые для одних ФР (на-
пример, бикаппа- и бимаксвелловской) оказыва-
ются близкими, а для других (продакт-бикаппа-
распределений с разными значениями κ) – силь-
но различающимися при .

Полученная и использованная нами система
уравнений для взаимодействующих гармоник
возмущений магнитного поля и ФР особенно
перспективна для анализа эволюции квазимагни-
тостатической турбулентности в случае малой
анизотропии ФР, т.е. при небольшом превыше-
нии порога вейбелевской неустойчивости, что яв-
ляется типичным, в частности, для плазмы сол-
нечного ветра, а также для лазерной плазмы по-
сле прекращения подкачки в нее энергичных
электронов. Более того, эта система уравнений
применима и для описания развития неустойчи-
вости даже в отсутствие анизотропии эффектив-
ных температур немаксвелловской ФР, когда
профиль энергетического распределения частиц
играет определяющую роль [22, 23]. Для подоб-
ных задач преимущества расчета на основе пред-

< 0.3A

ложенной системы уравнений по сравнению с
обычным расчетом методом частиц в ячейках мо-
гут оказаться важными.

Кроме продолжения исследований в указан-
ном направлении, в отдельной статье предпола-
гается представить результаты исследования
обнаруженного нами сильного влияния на
ТМ-турбулентность внешнего крупномасштаб-
ного магнитного поля, ориентированного вдоль
оси анизотропии ФР. Такое поле зачастую при-
сутствует в космической плазме, в том числе в
солнечном ветре, а на лазерную плазму может
быть наложено извне, в частности, с целью про-
ведения экспериментов по широко развиваю-
щейся лабораторной астрофизике. Как и в иссле-
дованной выше задаче, в этих условиях ожидается
существенная роль анизотропии пространствен-
ного спектра развивающейся мелкомасштабной
квазимагнитостатической турбулентности, спо-
собной значительно изменить крупномасштаб-
ную структуру полного магнитного поля, а следо-
вательно, и динамику неравновесной плазмы в
нем. Естественно, в каждой конкретной ситуации
необходимо сравнивать неустойчивость вейбе-
левского типа с другими возможными неустойчи-
востями анизотропной плазмы, особенно апери-
одическими [21, 48, 51–54] которые могут конку-
рировать в создании той или иной магнитной
турбулентности. Подобный сравнительный ана-
лиз представляется весьма актуальным.

Работа поддержана грантом РНФ № 19-72-
10111. Для численных расчетов использованы су-
перкомпьютерные ресурсы ЦКП ИПМ им. М.В.
Келдыша РАН.
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