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Получено нелинейное уравнение, описывающее динамику нелинейных волновых структур в пыле-
вой плазме над освещенной частью Луны в случае низких частот и блинообразной формы волнового
пакета вдоль внешнего магнитного поля. Данное уравнение является модифицированным уравне-
нием Захарова–Кузнецова. Найдена аналитическая формула для одномерного солитонного реше-
ния. Проведен анализ устойчивости одномерного солитонного решения, который показывает, что
данное решение устойчиво.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В последние годы во всем мире значительно

возрос интерес к исследованиям Луны с помо-
щью космических аппаратов. В России готовятся
лунные миссии “Луна-25”, “Луна-26”, “Луна-27”
(см., например, [1]). Существенный вклад в раз-
витие лунных программ вносят Китайская На-
родная Республика и Соединенные Штаты Аме-
рики (см., например, [2–4]) и т. д. Существенную
долю в исследованиях Луны занимают вопросы,
касающиеся пыли и пылевой плазмы в лунной
экзосфере [5, 6]. Источником пыли на Луне слу-
жит лунный реголит, на формирование которого
существенное влияние оказала бомбардировка
поверхности естественного спутника Земли ме-
теороидами различных размеров на протяжении
миллиардов лет. Обращенная к Солнцу сторона
Луны находится под действием солнечного ветра
и излучения. Важную роль приобретает фотоэф-
фект, за счет которого освещенная солнечным
светом поверхность Луны приобретает положи-
тельный заряд [7].

При определенных условиях силы электроста-
тического отталкивания могут привести к подъ-
ему пылевых частиц субмикро- и микромасштаб-
ных размеров над лунной поверхностью [8–10]. В
этом случае можно говорить о “запыленной” эк-

зосфере Луны, в которой помимо электронов и
ионов солнечного ветра содержатся левитирую-
щие заряженные пылевые частицы, а также фото-
электроны, поступающие в экзосферу в результа-
те фотоэмиссии с лунной поверхности и с поверх-
ностей левитирующих пылевых частиц. Следует
подчеркнуть, что роль фотоэлектронов в процес-
се зарядки пылевых частиц оказывается опреде-
ляющей. На рис. 1 приведены параметры “запы-
ленной” экзосферы Луны, полученные на основе
численных расчетов в модели, описанной в [9].

Существенное место в физике плазмы занима-
ют исследования линейных и нелинейных волно-
вых структур, например, солитонов (см., напри-
мер, [11–14]).

Как и в любой плазменной системе, в экзосфе-
ре Луны возможно существование линейных и
нелинейных волн [15–19]. В работе [20] приведе-
но описание пылевых звуковых солитонов в плаз-
ме запыленной экзосферы Луны. При этом ис-
пользовалось упрощенное описание, в котором
лунная поверхность предполагалась гладкой, не
учитывалась анизотропия, связанная, например,
с присутствием магнитного поля, что позволило
использовать одномерные (в пространстве) урав-
нения. Вместе с тем, хорошо известно, что при-
мерно четверть лунной орбиты проходит через
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хвост магнитосферы Земли. Типичные магнит-
ные поля в хвосте магнитосферы порядка 10–5–
10–4 Гс [21, 22]. Кроме того, имеются области маг-
нитных полей коры Луны, известные как области
магнитных аномалий. Поверхностные поля, из-
меренные магнитометрами Apollo 12, 14, 15 и 16,
составили соответственно 3.8 × 10–4, 1.03 × 10–3,
3 × 10–5 и 3.27 × 10–3 Гс [23]. Следует отметить, что
все места посадки кораблей Аполлон находились
на видимой стороне Луны. Существуют спутни-
ковые наблюдения [24], которые показали, что
самые большие и сильные магнитные поля рас-
положены на невидимой стороне Луны.

Благодаря действию магнитных полей в хвосте
магнитосферы Земли возможен перенос частиц
заряженной пыли над лунной поверхностью на
большие расстояния [25]. Перенос пылевых ча-
стиц на большие расстояния осуществляется за
счет нескомпенсированной магнитной части си-
лы Лоренца и является важным качественным
эффектом. Магнитная часть силы Лоренца, дей-
ствующей на пылевую частицу, для полей маг-
нитных аномалий либо меньше, либо сопостави-
ма с аналогичной силой, вычисленной для маг-
нитных полей хвоста магнитосферы Земли на
орбите Луны. Однако из-за существенной лока-
лизации областей магнитных аномалий их влия-
ние на динамику заряженных пылевых частиц

над Луной не приводит к новым качественным
эффектам [26]. Вместе с тем, магнитные поля мо-
гут определять характер плазменной турбулент-
ности [14, 19].

В условиях пылевой плазмы над освещенной
частью Луны основной вклад вносят фотоэлек-
троны и положительно заряженные пылевые ча-
стицы, выполняющие роль ионов в обычной
плазме. В работе [14] рассматривалась ситуация,
когда гирочастота пылевых частиц  настолько
мала, что для частот пылевых звуковых волн ω
выполнено соотношение . В этом случае,
с одной стороны, влиянием магнитного поля
можно пренебречь, но с другой – существует ани-
зотропия, связанная с вектором магнитного поля,
которая может повлиять на структуру нелиней-
ной волны. Если при этом имеется почти одно-
мерный волновой пакет, в котором локализация
вдоль вектора магнитного поля, значительно
сильнее, чем в других направлениях, то, как пока-
зано в [14], нелинейные волны описываются мо-
дифицированным уравнением Кадомцева–Пет-
виашвили. В настоящей работе рассматривается
противоположная ситуация, когда частоты пыле-
вых звуковых волн не превышают . В обычной
плазме в случае низких частот и блинообразной
формы волнового пакета вдоль внешнего магнит-
ного поля нелинейные волны описываются хоро-
шо известным уравнением Захарова–Кузнецова
(см., например, [27]). При этом особенности око-
лолунной пылевой плазмы по сравнению с обыч-
ной плазмой весьма велики и ограничиваются не
просто заменой ионов на положительно заряжен-
ные пылевые частицы, поэтому уравнение, опи-
сывающее в схожей ситуации пылевые звуковые
солитоны, будет отличаться от уравнения Захаро-
ва–Кузнецова. Целью настоящей работы являет-
ся вывод этого уравнения, нахождение его одно-
мерных решений, а также исследование устойчи-
вости этих решений.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

К образованию пылевых звуковых нелиней-
ных структур у освещенной стороны Луны может,
например, приводить пылевая звуковая неустой-
чивость, которая достаточно легко реализуется в
условиях плазмы в области взаимодействия хво-
ста магнитосферы с Луной [17, 18]. Если в резуль-
тате раскачки колебаний (или волны) вследствие
развития неустойчивости их амплитуды стано-
вятся достаточно большими, такими, что уже не-
возможно линейное рассмотрение, то в плазме
могут возникать пылевые звуковые нелинейные
волны, одним из видов которых являются соли-
тоны.

Динамика пылевых частиц в плазме запылен-
ной экзосфере Луны с учетом магнитного поля B,

ωBd

ω ω@ Bd

ωBd

Рис. 1. Параметры “запыленной” экзосферы Луны в
зависимости от высоты h над лунной поверхностью
(ne и nd – концентрации электронов и пылевых ча-
стиц, Zd – зарядовое число пылевой частицы) для
значения угла θ = 82° между местной нормалью и на-
правлением на Солнце.
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направленного вдоль оси z, описывается уравне-
нием непрерывности и уравнением Эйлера

(1)

(2)

(3)

(4)

Здесь , ,  – концентрация, масса и за-

ряд пылевых частиц (  – электрический заряд
пылевой частицы, выраженный в количестве эле-

ментарных зарядов); ,  – заряд электро-

на; , ,  – компоненты скорости пылевых

частиц, ϕ – самосогласованный электростатиче-
ский потенциал плазмы.

Уравнение Пуассона имеет вид

(5)

где  – концентрация электронов.

На пространственно-временных масштабах,
характерных для пылевых звуковых волн, элек-
троны успевают подчиниться статистическому
распределению. Поскольку пылевые частицы над
освещенной поверхностью Луны в результате фо-
тоэффекта могут приобретать положительный за-
ряд, пылевые звуковые солитоны будут создавать
положительный электростатический потенциал
[16, 20], который будет представлять собой потен-
циальную яму для электронов. Электроны будут
испытывать адиабатический захват в случае, ко-
гда выполнено следующее неравенство:

(6)

где ,  – характерные соответственно времен-
ные и пространственные масштабы солитона,

– тепловая скорость электронов над освещен-

ной поверхностью Луны. Отметим, что ,

 – плазменная пылевая ча-

стота. Пространственный размер солитона  как
правило составляет несколько радиусов Дебая
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. Поэтому , где

 – электронная плазменная ча-

стота (здесь  – масса электрона,  – невозму-

щенная концентрация электронов,  – темпера-
тура электронов). Следовательно, для пылевых
звуковых солитонов неравенство (6) практически
всегда выполняется. Поэтому при описании пы-
левых звуковых волн следует учитывать адиабати-
ческий захват электронов [28] потенциальной
ямой, сформированной пылевым звуковым соли-
тоном. В этом случае электроны описываются со-
гласно распределению Гуревича

(7)

В безразмерных переменных ; 

; ; ϕ →

; ; где  –

плазменная пылевая частота,  –

электронный радиус Дебая,  – харак-

терная скорость пылевых звуковых возмущений,

 – невозмущенная концентрация пылевых ча-
стиц; система уравнений принимает вид (здесь и
далее над всеми безразмерными переменными
знак “~” опускаем)
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где пылевая частота Лармора имеет вид

.
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3. МОДИФИЦИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ 
ЗАХАРОВА–КУЗНЕЦОВА

Система уравнений (1)–(7) или ее безразмер-
ный аналог (8)–(12) используется для описания
пылевых звуковых солитонов в условиях запы-
ленной экзосферы над освещенной поверхно-
стью Луны. В линейном приближении система
уравнений (8)–(12) дает хорошо известный закон
дисперсии (в безразмерном виде)

(13)

где  и  – составляющие волнового вектора k
вдоль и поперек магнитного поля соответствен-

но;  – безразмерная пылевая часто-

та Лармора.

Например, для длин волн, значительно пре-
восходящих радиус Лармора, при малых углах
между направлением распространения волны и
магнитным полем закон дисперсии (13) прини-
мает вид [27]

(14)

или в размерном виде

(15)

Закону дисперсии (15) в координатном про-
странстве соответствует уравнение, имеющее вид

(16)

где .

Уравнение (16) является уравнением линейно-
го типа. Оно по форме совпадает с аналогичным
уравнением для ионно-звуковых волн, получен-
ным в [27] в случае обычной плазмы, когда элек-
троны имеют больцмановский характер распре-
деления. Учет более высоких порядков малости в
системе уравнений (8)–(12) приводит к нелиней-
ному уравнению. Однако нелинейное уравнение,
полученное из системы уравнений (8)–(12), будет
отличаться нелинейным слагаемым от аналогич-
ного нелинейного уравнения для ионно-звуко-
вых волн в обычной плазме. Для вывода нелиней-
ного уравнения можно воспользоваться стан-
дартным методом разложения по малому
параметру  [29, 30]. Используя метод асимптоти-
ческого представления на основе классического
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анализа размерностей, новые переменные можно
представить в следующем виде:

(17)

(18)

(19)

(20)

При этом разложения по малому параметру ε
принимают вид

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

Полученное таким образом нелинейное урав-
нение для пылевых звуковых возмущений у осве-
щенной поверхности Луны с учетом влияния маг-
нитного поля для длин волн, значительно превос-
ходящих радиус Лармора, при малых углах между
направлением распространения волны и магнит-

ным полем, с заменой  в размерном виде
имеет вид

(26)

Уравнение (26) является модифицированным
уравнением Захарова–Кузнецова (ср. с уравне-
нием Захарова–Кузнецова [27], полученным для
ионно-звуковых волн в обычной плазме, не
содержащей пылевые частицы).

4. СОЛИТОННЫЕ РЕШЕНИЯ 
И ИХ УСТОЙЧИВОСТЬ

Решение модифицированного уравнения За-
харова–Кузнецова (26) будем искать в виде гори-
зонтально распространяющихся пылевых звуко-
вых волн на высотах h, значительно превосходя-

щих радиус Дебая . Для этого перейдем в

систему отсчета, в которой ось  ориентирована в

направлении распространения волнового пакета.

Вводя угол  между направлением  и магнит-

ным полем B, развернем систему координат со-
гласно замене

(27)
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(29)

В новой системе координат уравнение (26)
принимает вид

(30)

где

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

Уравнение (30) имеет решение в виде одно-
мерных солитонов, распространяющихся вдоль

оси  со скоростью :
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Амплитуда солитона (39) положительна, т.е.
предположение, учитывающее адиабатический
захват электронов потенциальной ямой, обра-
зованной пылевым звуковым солитоном,
оправдано.

На рис. 2 приведены амплитуды  солитон-
ных решений (39) в зависимости от высоты h над
лунной поверхностью и скорости распростране-

ния солитона  при  (рис. 2а), 3° (рис. 2б),
5° (рис. 2в). Все расчеты проведены для парамет-
ров запыленной экзосферы над лунной поверх-
ностью, когда угол солнечного склонения

. Соответствующие параметры приведены
на рис. 1.

Для исследования устойчивости солитонных
решений используется стандартный метод [27]
линеаризации уравнения (30) относительно

малых возмущений  точного реше-

ния (39). Здесь , . Подстановка

в (31) выражения  приво-

дит к уравнению

(40)

Отметим, что при выводе уравнения (40) исполь-

зуется условие малости возмущения .
При этом, вообще говоря, должно выполняться

неравенство . Выполнение этого не-
равенства может быть достигнуто выбором вели-

чины , например в виде , где

. Такое рассмотрение позволяет иссле-
дование устойчивости солитонного решения в
окрестности любой точки из области определе-
ния солитона.

Ищем решение в виде

(41)

где  – направляющие косинусы волно-

вого вектора k. Для малых k справедливо следую-
щее разложение:
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Подставляя выражение (41) с учетом разложе-
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члены одного порядка малости, получаем цепоч-
ку уравнений

(44)

(45)

(46)

где , , 

.

Уравнение (44) имеет решение вида

(47)

где  – некоторая произвольная константа. Под-

ставляя (47) в (45) находим решение для 
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где  – некоторая произвольная константа, а
также

(49)

(50)

Решение уравнения (46) существует, если пра-
вая часть этого уравнения ортогональна ядру опе-
ратора, сопряженного к оператору

(51)

Таким образом, поскольку  – решение для
оператора (51), условие существования решения
уравнения (46) имеет вид

(52)

С учетом выражений (47) и (48) выражение (52)
легко интегрируется и приводит к закону дис-
персии

(53)
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Рис. 2. Амплитуды солитонных решений в зависимости от высоты h над лунной поверхностью и скорости распростра-

нения солитона  при  (а), 3° (б), 5° (в).
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(55)

Из (53) видно, что в случае  закон дис-
персии вещественен и решение устойчиво. Не-

устойчивость возникает при . Анализ урав-
нения (53) приводит к пороговому значению

 для развития неустойчивости:

(56)

с инкрементом неустойчивости

(57)

где

(58)

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, получено нелинейное уравнение, опи-
сывающее динамику нелинейных волновых
структур в пылевой плазме над освещенной ча-
стью Луны в случае низких частот и блинообраз-
ной формы волнового пакета, вдоль внешнего
магнитного поля. Данное уравнение является мо-
дифицированным уравнением Захарова–Кузне-
цова. Полученное уравнение отличается от обыч-
ного уравнения Захарова–Кузнецова тем, что в
его нелинейном слагаемом содержится множи-

тель  тогда как в аналогичном слагаемом обыч-
ного уравнения в качестве множителя содержит-
ся φ в первой степени. Найдена аналитическая
формула для одномерного солитонного решения.
Данное решение отличается от хорошо известных
одномерных солитонных решений уравнений
Кортевега–де Фриза и Захарова–Кузнецова.
Проведен анализ устойчивости одномерного со-
литонного решения, который показывает, что
данное решение устойчиво.

Неаналитичность нелинейного слагаемого за-
трудняет поиск двумерных решений модифици-
рованного уравнения Захарова–Кузнецова, кото-
рые возможно получить аналитически в случае
обычного уравнения. В этой связи, для двумерно-
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го анализа решений модифицированного уравне-
ния Захарова–Кузнецова, по-видимому, следует
использовать численные методы, что является за-
дачей будущих исследований. Что касается воз-
можных применений рассмотренных солитонов,
как и в случае, описанном в работе [14], интерес
представляют так называемые переходные лун-
ные явления.
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