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1. ВВЕДЕНИЕ
Нарушение симметрии “действие–противо-

действие” в системах различной природы в по-
следнее время стало актуальной темой многочис-
ленных междисциплинарных исследований [1–
25]. На мезоскопическом уровне третий закон
Ньютона может быть формально нарушен, когда
“переносчиком” взаимодействия между частица-
ми является неравновесная среда, которая также
косвенно учитывается через эффективные дисси-
пативные силы и энергии частиц. Яркими приме-
рами таких систем являются каталитически ак-
тивные [9, 11, 14, 26–28] и текучие [2, 29–33] кол-
лоидные суспензии, в которых невзаимность
(асимметрия взаимодействия) может возникать
за счет диффузиофоретических сил, действую-
щих на янус-частицы [25–27] и частицы в колло-
идных смесях [9, 11, 16]; и за счет сил исключен-
ного объема [29–32], действующих на близко рас-
положенные макрочастицы, движущиеся через
коллоидную дисперсию. Примеры также включа-
ют заряженные микрочастицы в газоразрядной
плазме (коллоидной плазме) [1, 6, 7, 24, 34–37],
которые могут несимметрично взаимодейство-
вать из-за различных диэлектрических свойств
частиц [38]; за счет затенения потоков ионов или
нейтрального газа [39–41] на одну частицу другой
частицей, отличающейся по размеру [42]; и за

счет кильватерных сил, возникающих при про-
хождении ионного потока мимо частиц [17, 43–
46]. Отметим, что благодаря своим уникальным
свойствам изучение коллоидной плазмы пред-
ставляет особый интерес для решения как фунда-
ментальных, так и прикладных задач [47, 48].

Отличительной особенностью газоразрядной
коллоидной плазмы является относительно сла-
бое демпфирование микрочастиц, необходимое
для развития колебаний. Другой важной особен-
ностью является формирование электростатиче-
ских ловушек для отрицательно заряженных пы-
левых частиц [49, 50]. Удерживающий потенциал
формируется в центре газоразрядных камер за
счет амбиполярной диффузии электронов и
ионов [51], и может вдали от стенок разрядной ка-
меры рассматриваться в параболическом (гармо-
ническом) приближении [52, 53].

Экспериментальный, теоретический и чис-
ленный анализы тепловых колебаний взаимодей-
ствующих пылевых частиц в протяженных и огра-
ниченных ансамблях, формирующихся в газораз-
рядной плазме, представлены в работах [54–62].
Подробную информацию об особенностях тепло-
вого движения заряженных частиц можно полу-
чить путем анализа спектральной плотности их
смещений и характерных частот колебаний [63,
64]. В отличие от других характеристик системы
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информация о спектральной плотности тепловых
колебаний частиц позволяет анализировать их
температуру, коэффициенты трения и полный
спектр частот их собственных колебаний в иссле-
дуемых системах. Это, в свою очередь, дает воз-
можность оценить реакцию системы на кратко-
временные или периодические внешние возму-
щения, а также позволяет определить характер и
тип потенциала взаимодействия между частица-
ми [54–56, 65–67]. Метод, основанный на анали-
зе спектральной плотности случайных процес-
сов, позволил подробно исследовать силы невза-
имного эффективного взаимодействия между
микрочастицами в ВЧ-разряде [17] и разряде по-
стоянного тока [68], однако его применение пока
ограничено системами двух частиц.

В настоящее время задача о спектральной
плотности колебаний в системе взаимодействую-
щих частиц детально рассмотрена только для от-
дельных случаев: 1) для двух частиц в ловушке с
различным типом межчастичного взаимодей-
ствия [17, 69, 70]; 2) для малоразмерных цепочеч-
ных структур и квазидвумерных кластеров, состо-
ящих из идентичных частиц с симметричным вза-
имодействием [71–73]. Ранее для подобных
систем (в том числе с несимметричным межча-
стичным взаимодействием) были получены соб-
ственные частоты колебаний и определены усло-
вия, при которых колебания устойчивы [74, 75]. В
данной работе приводятся результаты исследова-
ния спектральных характеристик для разносорт-
ных броуновских частиц с эффективным наруше-
нием симметрии межчастичного взаимодей-
ствия, находящихся в силовом поле ловушки.

2. СПЕКТРАЛЬНАЯ ПЛОТНОСТЬ 
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ В СИСТЕМЕ 

НЕВЗАИМНО СВЯЗАННЫХ 
ОСЦИЛЛЯТОРОВ

2.1. Основные уравнения

Рассмотрим обобщенную линейную систему с
диссипативными силами из N связанных осцил-
ляторов ξi(t), управляемых некоторыми процес-
сами Bi(t)

(1)

где νi – коэффициенты трения, а коэффициенты
aij зависят от физики решаемой задачи. Процессы
Bi(t), действующие в системе (1), характеризуют-
ся спектральными плотностями
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Угловые скобки в уравнениях (2) и (3) обознача-
ют усреднение по времени.

Если система (1) находится под воздействием
внешних периодических сил Bi(t) = Hisin(ωt), то в
ней будут возникать вынужденные колебания ви-
да ξi(t) = Mieiωt, где коэффициенты Mi определя-
ются из системы линейных уравнений AM = H
(см. Приложение).

Полагая Hk = 1, а остальные Hi = 0 в выраже-
нии для Ml можно определить частотную переда-
точную функцию, связывающую воздействие на
k-ю частицу с откликом l-й частицы.

Напомним, что если на вход линейной систе-
мы подан стационарный случайный процесс с
равным нулю средним значением, то спектраль-
ная плотность стационарного случайного про-
цесса на выходе линейной системы равна спек-
тральной плотности случайного процесса на вхо-
де системы, умноженной на квадрат модуля
частотной передаточной функции этой системы
[76]. Если процесс Bi, действующий в системе (1)
на i-й осциллятор, является стационарным, слу-
чайным c Bi(t) = 0, то спектральная плотность
вынужденных колебаний i-го осциллятора может
быть представлена в виде:

(4)
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стиц, от их положения равновесия под действием
случайной силы  ограничено малыми откло-
нениями, мы можем получить линеаризацию для
сил в выбранном направлении для каждой из сте-
пеней свободы

(5)

(6)

где ,  – удельные производные межча-
стичных и внешних сил.

Таким образом мы можем связать коэффици-
енты в исходных уравнениях (1) со значениями
производных внешних и межчастичных сил:

(7)

(8)
Для рассматриваемой системы спектральные
плотности , где  – кинетиче-
ская температура частиц, а  ≡ 0, так как про-

цессы  являются независимыми. В таком слу-
чае уравнения (4) приобретает более простой вид

(9)

Ранее были получены аналитические выраже-
ния для систем, ограниченных пятью для цепо-
чечных структур и для квазидвумерных кластеров
семью одинаковыми частицами, взаимодейству-
ющими симметрично [71–73]. Выражение же (9)
позволяет получить спектральные плотности ко-
лебаний частиц, имеющих различные параметры
и взаимодействующих в том числе и с нарушени-
ем симметрии в системе любой величины, огра-
ничение составляют только возможности вычис-
лительных систем.

2.3. Две броуновские частицы в ловушке

Для наглядности рассмотрим частное решение
для системы (1) для двух осцилляторов

(10)

(11)

где

(12)

Для двух взаимодействующих броуновских ча-
стиц в ловушке уравнения (10)–(12) с учетом фор-
мул (7) и (8) принимают вид
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ствующих с кулоновским потенциалом в линей-
ном электрическом поле E(r, z) цилиндрической
ловушки с радиальной составляющей Er = αr и
вертикальной составляющей Ez = E0 + βz. Здесь
r ≡ (x2 + y2)0.5 – радиальная координата, z – верти-
кальная координата по оси Z, параллельной силе
тяжести, α и β – величины градиентов электриче-
ского поля, а значение E0 определяется балансом
сил, действующих в системе. В соответствии с
градиентами поля определяются характерные ча-
стоты ловушки  в попереч-
ной плоскости и  в продольной.
Система частиц является симметричной относи-
тельно центра ловушки, поэтому  для i и
j частиц, находящихся на равном удалении от
центра, см. рис. 1а.

Рассмотрим представленные на рис. 1б и в
спектральные плотности колебаний частиц в
поперечной плоскости для цепочечных структур,
состоящих из 2, 4 и 6 частиц. Представлен-
ные спектральные плотности отнормированы:

, где . Как можно
увидеть, спектры представляют из себя ярко вы-
раженные пики, их количество соответствует ко-
личеству взаимодействующих частиц. Получен-
ные характерные частоты систем соответствуют
полученным ранее в работе [72] для подобных це-
почечных систем, состоящих из 5 и менее частиц.

Однако с ростом отношения  наблюдается
слияние отдельных максимумов в единый “горб”,
см. рис. 2. Дальнейшее увеличение приводит к
вырождению спектра в максимум в нуле при ха-

ω ≡ ω = α(X) (Y) 0.5
t t  /( )q m
ω = β(Z) 0.5

t  /( )q m

( ) ( )ξ ξ=i jG G

( ) ( ) ( )ξ ξ ξ=*i iG n G ( ) ( )ξ ξ= νω 2
t /( )n S

ν ωt/

рактерных  > 1. Таким образом рост величи-
ны трения затрудняет анализ спектральных ха-
рактеристик систем. Следует также отметить, что
при  ≪ 1 пики спектральных плотностей хо-
рошо соответствуют аналитическим значениям
[72], но при увеличении отношения пики смеща-
ются в сторону более низких частот [63], что хоро-
шо видно на рис. 2б.

Полученные результаты были проверены с по-
мощью численного моделирования. Моделиро-
вание стохастических процессов выполнялось
методом Ланжевена. Техника моделирования по-
дробно описана в работах [49, 50, 77]. Шаг инте-
грирования составлял от  до

 в зависимости от начальных
условий задачи. Время расчетов после установле-
ния равновесия в моделируемых системах варьи-
ровалось от  до .
Значение отношения ν/ωt варьировалось от 0.005
до 5. Моделирование выполнялось для систем с
числом частиц до восьми с кулоновским взаимо-
действием, находящихся в электростатической
ловушке с параметром α/β от 4 до 36. При этом
наблюдалась вертикальная конфигурация ча-
стиц, см. рис. 1а. Во всех рассмотренных случаях
моделируемые системы являлись устойчивыми.
Функции распределения частиц по скоростям со-
ответствовали распределению Максвелла.

Вычисления спектральной плотности прово-
дились на основе численных расчетов смещений
x(t), y(t) и z(t) при помощи процедуры “Fast Fouri-
er transform” в пакете прикладных программ

ν ωt/

ν ωt/

( )ξ −Δ = ω ν 1
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( )ξ −ω ν 1
t(40 ma ; ])x[

( )ξω ν3
t ]~ i [10 / m n ; ( )ξω ν4

t ]~ i [10 / m n ;

Рис. 1. Конфигурация N взаимодействующих частиц в электрическом поле ловушки с цилиндрической симметрией

(а). Спектральные плотности  систем с N = 2, 4 и 6 для крайних (i = 1) (б) и центральных частиц (i = 1, 2 и 3 соот-

ветственно) (в) при  = 10 с–1 и ν = 2 с–1. Здесь 1 – N = 2, 2 – N = 4, 3 – N = 6. Штриховыми линиями выделены
основные частоты.
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MATLAB. Численные исследования показали хо-
рошее соответствие между результатами модели-
рования и предлагаемыми аналитическими соот-
ношениями. На рис. 3 представлен пример полу-
ченных результатов для системы трех частиц, для
сравнения на одном рисунке приведены спек-
тральные плотности колебаний первой и второй
частицы отдельно по осям. Как видно, в отличие
от спектров в поперечной плоскости, где ампли-
туды колебаний по характерным частотам сильно
отличаются у разных частиц, в колебаниях в про-
дольном направлении присутствует доминирую-
щий пик на наименьшей характерной частоте.

Аналогично были проверены аналитические
выражения на системах с несимметричным взаи-
модействием, когда наблюдается формальное не-
выполнение третьего закона Ньютона Fij ≠ −Fji, то

есть при aij,i≠j ≠ aji или . При моделиро-
вании данный эффект закладывался с помощью
виртуальной заряженной частицы, жестко привя-
занной к каждой реальной частице и воздейству-
ющей только на соседние реальные частицы, в то
время как они не влияют на виртуальные части-
цы, см. рис. 4а. Таким образом симулируется
ионный фокус – популярная модель ионного
следа, в которой облако сфокусированных ионов

( ) ( )ξ ξ
≠ ≠, ij i j jif f

Рис. 2. Спектральные плотности  системы пяти частиц при α/β = 16,  = 40 с–1,  = 10 с–1, ν от 0.2 до 20 с–1 и

ξ = X (а) или ξ = Z (б). Здесь 1 –  = 0.005,  = 0.02; 2 –  = 0.05,  = 0.2; 3 –  = 0.125, =

= 0.5; 4 –  = 0.25,  = 1; 5 –  = 0.5,  = 2. Штриховыми линиями выделены основные частоты.
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решения задачи, серыми – результаты численного моделирования, штриховыми – основные частоты.
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рассматривается как точечный заряд [1, 6, 36, 78].
Данное явление проявляется в реальных экспери-
ментах с пылевой плазмой, когда сильное элек-
трическое поле вблизи электрода приводит к
дрейфу ионов [51] и частицы микронных разме-
ров оказываются в плазме с ионным потоком.
Вследствие высокой подвижности электронов ча-
стицы приобретают значительный отрицатель-
ный заряд (103–104 элементарных зарядов) и со-
здают за собой возмущенную область (кильватер-
ный ионный след) [44, 45].

Пример полученных спектральных плотно-
стей в случае системы пяти частиц, взаимодей-
ствующих с нарушением симметрии, представлен
на рис. 4б и в. При моделировании ионный фокус
находился на расстоянии d ≈ 0.3Δ (Δ – среднее
расстояние между частицами) по оси Z и имел по-
ложительный заряд q* = |0.1q|. При данных пара-
метрах наблюдался параметр невзаимности [6,
79] R = |Fij – Fji|/|Fij + Fji| ≈ 0.085 при взаимодей-
ствии ближайших соседей (j = i ± 1). Для сравне-
ния на рисунках представлены аналитические
выражения в случае взаимного потенциала. За-
метно сильное различие в характерных частотах
колебаний частиц при симметричном и асиммет-
ричном взаимодействии, а также в амплитудах у
симметрично расположенных относительно цен-
тра частиц (первая и пятая, вторая и четвертая),
что демонстрирует значительное влияние нару-
шения симметрии взаимодействия на форму
спектров.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполнено аналитическое и численное иссле-
дование спектральных характеристик теплового
движения в слабо демпфированной системе ча-
стиц в ловушке с эффективным нарушением сим-
метрии межчастичного взаимодействия. Получе-
ны аналитические соотношения для спектраль-
ной плотности смещений частиц в таких
системах. Моделирование выполнялось в широ-
ком диапазоне рабочих параметров.

Результаты настоящей работы применимы для
систем, состоящих из разносортных частиц, име-
ющих различные размеры, заряды и кинетиче-
ские температуры, и с любым типом парного
межчастичного взаимодействия. Полученные ре-
зультаты могут быть полезны для разработки но-
вых методов диагностики физических свойств
коллоидной плазмы, например, для эксперимен-
тального анализа сил взаимодействия между пы-
левыми частицами и определения коэффициен-
тов трения и температур тепловых источников в
неоднородной среде.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РНФ (проект № 19-12-00354).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Коэффициенты Mi в вынужденных колебани-
ях вида ξi(t) = Mieiωt, задаваемых уравнениями (1),
определяются из системы линейных уравнений
AM = H:

Рис. 4. Иллюстрация процедуры моделирования вертикальной цепочки частиц с ионными фокусами в электрическом

поле ловушки (а). Спектральные плотности  системы пяти частиц при α/β = 16,  = 40 с–1,  = 10 с–1, ν =
= 2 с–1 для крайних (i = 1 и 5) (б) и частиц с i = 2 и 4 (в). Черными линиями показаны аналитические решения задачи,
серыми – результаты численного моделирования, штриховыми – аналитические решения в случае симметричного
взаимодействия.
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(П1)

Для решения данной системы можно воспользоваться методом Крамера [80]

(П2)

(П3)
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