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Проведено моделирование методом молекулярной динамики системы массивных заряженных ча-
стиц на компенсирующем однородном фоне, ограниченном сферической поверхностью. Кристал-
лизованный кластер представляет собой набор вложенных сферических оболочек практически оди-
наковой структуры и ядро. Показано, что плавление кластера является комбинацией плавления в
оболочках и плавления ядра. Обнаружено, что значения кулоновского параметра неидеальности Γ,
соответствующие этим двум видам плавления, не зависят от размера кластера. Обсуждаются методы
определения Γ, основанные на модели ячеек Вигнера–Зейтца. Показано, что оценка по средне-
квадратичному отклонению частицы от центра ее ячейки ненадежна из-за самодиффузии частиц.
Предложено соотношение, определяющее Γ через среднеквадратичные скорость и ускорение ча-
стицы и не включающее среднеквадратичного отклонения частицы от ее усредненного положения.
Показано, что это соотношение выполняется с высокой точностью не только для кристалла, но и
для жидкого состояния. Тем самым продемонстрировано, что модель ячеек Вигнера–Зейтца хоро-
шо применима для рассматриваемой сильно неоднородной системы.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Исследование сильнонеидеальных конечно-

размерных плазменных объектов на основе при-
ближения однокомпонентной плазмы (массив-
ные заряженные частицы на компенсирующем их
заряд однородном фоне) [1, 2] представляет зна-
чительный интерес, поскольку существенно рас-
ширяет возможности традиционного подхода, в
рамках которого рассматривается однородная
бесконечная система, и имеет важные приложе-
ния в области пылевой плазмы [3–10], а также
при исследовании кулоновских кластеров, обра-
зованных захваченными в электрические или
электромагнитные ловушки ультрахолодными
ионами (например, [11, 12]).

Результаты экспериментальных и теоретиче-
ских исследований кулоновских кластеров, сфор-
мированных в пылевой плазме, свидетельствуют
о том, что их структура представляет собой набор
вложенных друг в друга сферических оболочек.
По мере увеличения числа частиц в кластере N
происходит заполнение оболочек; значения N,

при которых все оболочки заполнены, соответ-
ствуют максимальной энергии связи системы и
называются магическими числами [4, 5, 9].

В обзоре [12] приводятся результаты экспери-
ментальных и теоретических исследований куло-
новских кластеров, образованных ионами, удер-
живаемыми в ограниченном объеме с помощью
ловушки Пеннинга. Несмотря на то, что потен-
циальная яма ловушки сильно отличается от па-
раболической, такие свойства кластера как струк-
тура вложенных оболочек и ориентационная,
преимущественно гексагональная, структура
внутри каждой оболочки качественно не отлича-
ются от наблюдавшихся для кулоновских класте-
ров в пылевой плазме. Отметим, что процесс
плавления для ионных кулоновских кластеров не
исследовался.

В работе [10] изучалось плавление оболочек
кластера для малых значений числа частиц

, и было показано, что оно носит сложный
характер и может реализовываться по разным
сценариям, в зависимости от N. Малые значения
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N и сильная зависимость всех свойств кластеров
от этого числа не позволили авторам оценить ку-
лоновский параметр неидеальности Γ, соответ-
ствующий этому типу плавления. В данной рабо-
те показано, что при достаточно больших N плав-
ление оболочек, имеющее характер двумерного
(2D) плавления, имеет универсальный характер,
причем интервал значений Γ, при котором про-
исходит плавление, достаточно узок и не зависит
от N. Если кластер имеет ядро, образованное ча-
стицей в центре кластера, то оно плавится по
трехмерному (3D) сценарию, причем значение Γ
плавления оказывается близким к его значению
для бесконечной системы [1, 2] также независимо
от N.

Модель ячеек Вигнера–Зейтца, часто исполь-
зуемая в теории сильнонеидеальной плазмы,
обычно применяется для системы точечных заря-
дов или заряженных сфер на фоне непрерывно
распределенного компенсирующего заряда про-
тивоположного знака. В своей простейшей фор-
мулировке эта модель сводится к разбиению все-
го объема рассматриваемой системы на совокуп-
ность пересекающихся сферических ячеек, в
центре каждой из которых находится точечный
заряд или заряженная сфера. По определению
каждая ячейка электронейтральна. Такая модель,
очевидно, является альтернативой модели слабо-
неидеальной (дебаевской) плазмы и поэтому
имеет смысл ее использовать только для больших
параметров кулоновской неидеальности межча-
стичного взаимодействия. Очевидно, что данная
модель может быть использована как для жидко-
го, так и для кристаллизованного состояния не-
идеальной плазмы. Недостатком модели является
пренебрежение корреляцией частиц, находящих-
ся в различных ячейках, т.е. фактически неучет
фононного спектра системы зарядов. Это обстоя-
тельство существенно отличает данную модель
от, например, модели Дебая для твердого тела.
Тем не менее, преимуществом модели ячеек Виг-
нера–Зейтца является ее применимость к жидко-
му состоянию, тогда как модель Дебая примени-
ма только для сред с упругими свойствами. Дру-
гим преимуществом модели ячеек является
чрезвычайно простое описание движения частиц
в ячейках как движения в поле с параболическим
потенциалом, параметры которого полностью
определяются только зарядом частицы и радиу-
сом ячейки. Под приближением ячеек Вигнера–
Зейтца мы подразумеваем следующее из этой мо-
дели описание движения частиц, в частности, вы-
ражение для действующей на частицу силы. Ясно,
что для такой сильно неоднородной и анизотроп-
ной среды как кулоновский кластер, это прибли-
жение может быть слишком грубым для описания
некоторых характеристик системы.

Интересно исследовать вопрос о применимо-
сти модели ячеек Вигнера–Зейтца для кулонов-

ских кластеров, в частности, для оценки величи-
ны Γ. В литературе нет однозначного ответа на
этот вопрос даже для неограниченной системы.
Так, попытка определения  по величине средне-
квадратичного отклонения частицы от центра
ячейки в протяженном 3D пылевом кристалле
сталкивается со значительными трудностями
[13]. В работах [14, 15] приводятся аргументы в
пользу того, что сильная корреляция соседних ча-
стиц, связанная с длинноволновой частью фо-
нонного спектра, приводит к существенному на-
рушению связи между Γ и среднеквадратичным
отклонением, диктуемой моделью ячеек. В дан-
ной работе продемонстрировано, что эта связь
действительно нарушается, в первую очередь, за
счет интенсивной самодиффузии частиц. В каче-
стве альтернативы предложен способ определе-
ния Γ, также основанный на модели ячеек, но не
требующий определения среднеквадратичного
отклонения, который обладает высокой точно-
стью как для кристаллического, так и для жидко-
го состояний. Это указывает на хорошую приме-
нимость модели ячеек Вигнера–Зейтца, в частно-
сти, для комплексной плазмы.

2. МОДЕЛЬ КУЛОНОВСКОГО КЛАСТЕРА

Рассмотрим N массивных частиц с зарядом ,
где e – элементарный заряд, на однородном фоне
с полным зарядом , ограниченном сферой
радиуса R. Введем параметры длины ,
энергии  и времени , где
m – масса частицы. Очевидно, что  – радиус
ячейки Вигнера–Зейтца,  (T – температу-
ра в энергетических единицах), а  совпадает с
частотой колебания частицы в ячейке

(1)

где  – ленгмюровская часто-
та (средняя концентрация частиц равна

). С помощью определенных выше раз-
мерных параметров введем безразмерные пере-
менные. Уравнение движения частицы в безраз-
мерных переменных имеет вид (начало коорди-
нат помещено в центр масс кластера):

(2)

где ,  и , соответственно, обозначают силу,
действующие на -ю частицу, со стороны других
частиц:
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где  – радиус-вектор i-й частицы, силу притяже-
ния к фону:

(4)

и силу со стороны термостата Ланжевена:

(5)

где γ – обратное время торможения частицы,  –
случайная сила с гауссовым распределением, та-
кая, что ,  – время распада ее ав-
токорреляций. Заметим, что ограничение фона
сферой радиуса R позволяет моделировать, в
частности, испарение кластера, которое отсут-
ствует для системы частиц в ловушке.

Как видно из (4), взаимодействие с фоном со-
храняет положение центра масс частиц, если их
выходом за границу фона можно пренебречь.
Оказывается, что это справедливо для всех Γ вы-
ше точки 2D-плавления. Чтобы моделировать
кластер с неподвижным центром масс, а не систе-
му частиц в ловушке, как делалось в работах дру-
гих авторов, сила  генерировалась таким обра-

зом, чтобы было . Для этого на каждом
шаге по времени при четном N генерировались

 случайных компонент , которые приме-
нялись для половины частиц. Затем эти компо-
ненты для каждой координаты случайно переме-
шивались и использовались для оставшихся ча-
стиц. При нечетном N силы  генерировались
описанным выше способом для  частицы, и
полагалось .

Случайное перемешивание наборов компо-
нент случайной силы выполнялось на каждом
шаге интегрирования по времени. Поэтому если
слабые корреляции между силами, действующи-
ми на отдельные частицы, и возникают, то харак-
терное время распада этих корреляций равно ша-
гу интегрирования, т.е. такие корреляции не яв-
ляются физически значимыми. Наблюдаемые
корреляции отклонений частиц от центров соот-
ветствующих ячеек Вигнера–Зейтца относятся к
временному масштабу не менее обратной ленг-
мюровской частоты, что на два порядка превос-
ходит величину шага интегрирования. Предло-
женная процедура генерации ланжевеновских
сил, гарантирующая неподвижность центра масс,
позволяет исключить влияние дипольных осцил-
ляций системы частиц в неподвижной ловушке,
которые имели бы наибольшую амплитуду, на ее
фононный спектр. Заметим, однако, что данная
процедура не обеспечивает обращения в нуль
полного момента ланжевеновских сил, что вызы-
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вает диффузионное вращение кластера как цело-
го. Явление передачи энергии с колебательных на
вращательные степени свободы наблюдается для
некоторых термостатов, например термостата Бе-
рендсена, при моделировании ограниченных си-
стем частиц (отдельных кластеров). Однако для
термостата Ланжевена это явление не наблюдает-
ся благодаря действию на каждую частицу силы
трения, зависящей от абсолютной скорости ча-
стицы. В результате кинетическая энергия вра-
щения кластера оказывается порядка температу-
ры частиц, что при большом числе частиц состав-
ляет лишь малую долю их полной кинетической
энергии. В данной работе нам не удалось зареги-
стрировать вращение системы в течение всего
времени моделирования. Более важным оказа-
лось то обстоятельство, что вращение кластера, в
отличие от его дипольных колебаний, вряд ли
способно повлиять на его фононный спектр.

Вначале кластер, содержащий N частиц, ини-
циализировался в виде гексагональной решетки,
ограниченной сферой, причем параметр решетки
выбирался так, чтобы минимизировать время ре-
лаксации системы. Затем уравнения (2) интегри-
ровались численно. После релаксации системы
частиц в равновесное состояние в течение дли-
тельного времени производился сбор статистиче-
ских данных.

3. 2D- И 3D-ПЛАВЛЕНИЕ
КУЛОНОВСКИХ КЛАСТЕРОВ

Данные, полученные при моделировании рас-
сматриваемой системы методом молекулярной
динамики, позволяют исследовать вопрос о ее
плавлении. В первую очередь, исследовался во-
прос о наличии у кластера ядра, представляющего
собой частицу, находящуюся весьма близко к
центру кластера (центральную частицу). Для это-
го при  для различных N определялась
ближайшая к центру частица, и находилось ее
расстояние от центра  спустя значительное
(порядка 105) время. Диапазон исследованных
значений от  до  разбивается на
участки, где  мало, и те, где  на порядок ве-
личины больше. Очевидно, что малые  соот-
ветствуют наличию центральной частицы, а боль-
шие , близкие к радиусу первой оболочки,
означают отсутствие центральной частицы.

Аналогичные вычисления проводились при
фиксированном N для различных Γ, причем вели-
чина  получалась усреднением по многим ре-
ализациям моделирования в течение времени по-
рядка 104. Результаты приведены на рис. 1 для

 и 665 (центральная частица присутству-
ет) и  (центральной частицы нет). Видно,
что в первых двух случаях  резко возрастает,

Γ = 500

Δr

= 150N = 1075N
Δr Δr

Δr

Δr

Δr

= 335N
= 853N

Δr
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что свидетельствует о быстрой интенсификации
диффузии центральной частицы в результате
3D-плавления ядра. Отметим, что такой переход
происходит при Γ в диапазоне от 160 до 180, что
коррелирует с данными о Γ плавления неограни-
ченной системы [1, 2]. Напротив, при  из-
менение  невелико и становится заметным
только при , что свидетельствует об отсут-
ствии 3D-плавления в отсутствие ядра. О том же
свидетельствует и радиальная функция распреде-
ления, для которой r отсчитывается от централь-
ной частицы, построенная для  при раз-
личных Γ (рис. 2). Можно видеть, что при измене-
нии Γ от 140 до 190 происходит резкое изменение
вида функции распределения, связанного с отно-
сительными высотами максимумов, от типично-
го для жидкости до характерного для кристалли-
ческого состояния.

Необходимо отметить, что в данной системе
словам “3D-плавление” нельзя придавать бук-
вального значения, поскольку “ядро” кулонов-
ского кластера, если оно вообще присутствует для
данного N, состоит только из одной частицы даже
для максимального N, использованного в рас-
четах. Однако резкое изменение коэффициента
самодиффузии центральной частицы, а также ви-
да радиальной функции распределения (рис. 2)
при , значении, при котором происходит
плавление бесконечной однокомпонетной плаз-
мы, свидетельствует о процессе, находящемся в

= 853N
Δr

Γ < 130

= 1075N

Γ ≤ 200

близкой аналогии с 3D-плавлением, которое
происходило бы в кристаллизованном ядре до-
статочно большого кластера. Более точно наблю-
даемый процесс можно было бы назвать “прото-
типом” 3D-плавления.

Для исследования 2D-плавления в оболочках
для каждой из них проводился анализ их
2D-структуры. Независимо от числа частиц и но-
мера оболочки, кристаллизованные оболочки
имеют преимущественно гексагональную струк-
туру, т.е. каждая частица имеет с наибольшей ве-
роятностью шесть ближайших соседей из той же
оболочки; встречаются также частицы с пятью и
семью соседями. Для характеристики 2D-струк-
туры для каждой частицы фиксированной обо-
лочки находились шесть ближайших соседей,
принадлежащих данной оболочке, и определялся
средний по всем частицам угол  между направ-
лениями на два смежных соседа из проекции дан-
ной частицы на плоскость, в которой лежали бы
эти соседи в случае идеальной двумерной гакса-
гональной структуры оболочки. Использование
координат проекции частицы вместо координат
самой частицы позволяет исключить эффект кри-
визны поверхности оболочки и получить универ-
сальные зависимости. На рис. 3 представлены ре-
зультаты такого исследования для . Из
рисунка следует, что зависимости  являются
универсальными, а углы для всех оболочек, кроме
первой и последней, практически совпадают. Ха-
рактерной особенностью всех кривых является их
резкое падение при , причем при  на-

α

= 853N
α Γ( )

Γ < 80 Γ < 60

Рис. 1. Разность между начальным и конечным рас-
стоянием до центра кластера для частицы, наиболее
близкой к нему в начале наблюдения, как функция
кулоновского параметра неидеальности Γ, для раз-
ных размеров кластера: сплошная линия – ,
штриховая линия – 665, пунктир – 335.

3
N = 853
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N = 335
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= 853N

Рис. 2. Радиальная функция распределения вокруг
центральной частицы ( ) при различных Γ.
Сплошная линия – , штриховая линия – 190,
пунктир – 250.
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блюдается испарение кластера (вылет отдельных
частиц). Это свидетельствует о 2D-плавлении си-
стемы. Весьма близкие результаты получаются и
для других N. Заметим, что радиальная функция
распределения, построенная от центра масс ча-
стиц, имеет тот же характер, что и изображенная
на рис. 2, но переход к характерному жидкостно-
му виду с отсутствием выраженных максимумов
происходит при . Таким образом, получен-
ные данные свидетельствуют о плавлении оболо-
чек в интервале .

Заметим, что, в отличие от, например, работы
[12], где поле ловушки создает потенциальную
яму для ионов практически бесконечной глуби-
ны, в данной работе исследуется ограниченная
однокомпонентная плазма, в которой удержива-
ющий частицы потенциал равномерно распреде-
ленного заряда создает потенциальную яму ко-
нечной глубины. Благодаря этому обстоятельству
возможно наблюдение испарения частиц при
уменьшении Г, которое начинается при 2D-плав-
лении оболочек кластера и является еще одним
свидетельством этого процесса.

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРА 
КУЛОНОВСКОЙ НЕИДЕАЛЬНОСТИ

Определив особенности структуры и фазового
состояния рассматриваемой системы, перейдем к
вопросу о применимости для нее модели ячеек
Вигнера–Зейтца. Будем считать, что модель при-
менима, если на ее основе удается построить до-
статочно точную оценку для . Имея в виду воз-
можное применение полученных результатов для
других систем, в данном разделе будем использо-
вать размерные величины.

Модель ячеек сводит многочастичную задачу к
одночастичной: частица движется в потенциаль-
ной яме , где r – расстояние от частицы до
центра ячейки, в котором находится начало от-
счета. Тогда из теоремы вириала следует связь
между оценкой кулоновского параметра неиде-
альности  и среднеквадратичным отклонением

частицы от центра ячейки  (см., напри-
мер, [13])

(6)

Казалось бы, соотношение (6) должно быть
применимо, по крайней мере, для центральной
частицы, окруженной практически изотропной
средой. Однако результаты расчетов показывают,
что частота прыжков частицы между ячейками
даже при большом Γ высока, и невозможно вы-
брать интервал усреднения по времени  так,
чтобы значение  слабо зависело от него. Из

Γ < 60

< Γ <60 90

Γ

ω2 2
0 /2m r

Γ1

δ =
1/22r r

 Γ =  δ 

2

1 3 .dr
r

2r
Γ1

рис. 4 видно, что даже для кристаллизованного
кластера оценка (6) значительно расходится с ис-
тинным значением Γ, а для жидкого состояния не
имеет даже близкого порядка величины. Анало-
гичные трудности возникали в работе [13] при по-
пытке оценить Γ для пылевого кристалла, хотя,
возможно, на смещение равновесных положений
частиц в этом эксперименте влияло его медлен-
ное вращение.

Очевидно, что оценка (6) может быть улучше-
на, если она не будет содержать плохо определяе-
мую величину . Поскольку сила взаимодей-
ствия частицы с фоном ячейки равна ,
имеем , что, с учетом теоремы ви-
риала  ( , v – скорость
частицы ) и выражения (1), следующего из моде-
ли ячеек, дает возможность записать требуемую
оценку для кулоновского параметра неидеально-
сти . Однако в эксперименте си-
стема находится в контакте с термостатом, и из-
меряется ускорение частицы a, через которое и
нужно выразить . Обозначая полную силу,
действующую на частицу, через , имеем

, где  – сила, действующая со
стороны термостата и определяемая так же, как

 (5). Производя усреднение по времени, полу-
чим в равновесии:

(7)

δr
= − ω2

0mf r
  = ω δ2 2 4 2

0( )f m r
ω δ =2 2

0( ) 3m r T =  v
2 /3T m

Γ =  2 2 2
2 /3df r T

 2f
tf

= = +t Lma f f f Lf

Lif

  =   − ⋅ −  2 2 22 .t L Lf f ff f

Рис. 3. Средний угол между направлениями на сосед-
ние частицы (см. текст) в различных оболочках как
функция кулоновского параметра неидеальности для

. Номера оболочек указаны в легенде.
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Корреляционные функции в правой части (7)
вычисляем с учетом определения f, уравнения
движения частицы в ячейке:

(8)

и связи . Окончательно получим
оценку

(9)

Как видно из рис. 5, оценка (9) хорошо корре-
лирует с результатами численного моделирова-
ния. Отметим, что хорошее согласие имеет место
не только для кристаллического, но и для жидко-
го состояния кластера. Основываясь на этом,
можно сделать вывод о применимости модели
ячеек Вигнера–Зейтца для рассматриваемой си-
стемы. По-видимому, этому способствует отно-
сительно малая величина коэффициента корре-
ляции отклонений двух частиц от центров соот-
ветствующих ячеек. В данной работе для него
была получена величина порядка 0.1, что согласу-
ется с результатом измерения этой величины в
комплексной плазме [13].

В работе проводилось сравнение корреляций
отклонений частиц от центров ячеек Вигнера–
Зейтца для алгоритма генерации случайной силы,
описанного в разд. 2, и для обычного термостата
Ланжевена, которое в пределах статистической

+ γ = + stm mv f f

  = γ  τstv
2 2

st 2 /f

   Γ =   + γ γ −    τ     st

v
v

2
2 2

2 2 2
3 2 .dr a

погрешности моделирования не выявило ника-
ких различий. Это свидетельствует о том, что в
системе практически отсутствуют длинноволно-
вые фононы, возможно, в результате отсутствия у
кластера кристаллического ядра.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе показано, что плавление
кулоновского кластера является комбинацией
2D- и 3D-плавлений. При числе частиц 
кулоновский параметр неидеальности Γ при-
нимает независимо от N значение 60–70 для
2D-плавления (плавления в оболочках) и 160–
180, как в неограниченной системе, для 3D-плав-
ления (плавления ядра). Обнаружена универсаль-
ность двумерной кристаллической структуры
сферических оболочек и характера ее плавления.

Впервые исследована система тяжелых заря-
женных частиц на фоне равномерно распреде-
ленного заряда противоположного знака, огра-
ниченного сферой, с неподвижным центром масс
(кластер). Оказывается, что в отличие от тради-
ционно рассматриваемого ансамбля частиц в ло-
вушке, при 2D-плавлении кластера начинается
его интенсивное испарение.

Предложено соотношение, определяющее па-
раметр кулоновской неидеальности межчастич-
ного взаимодействия через среднеквадратичные
скорость и ускорение частицы и не включающее

> 300N

Рис. 4. Оценка параметра кулоновской неидеальности
по среднеквадратичному отклонению частицы от цен-
тра ее ячейки для , формула (6). Сплошная ли-
ния – . Усреднение выполнялось для централь-
ной частицы (кружки), частиц внутри сферы радиуса

 (квадраты) и всех частиц (треугольники).
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Рис. 5. Оценка параметра кулоновской неидеаль-
ности по среднеквадратичным скорости и ускорению
частицы для , формула (9). Сплошная линия –

. Усреднение выполнялось для центральной
частицы (кружки), частиц внутри сферы радиуса

 (квадраты) и всех частиц (треугольники).
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среднеквадратичного отклонения частицы от
центра ячейки Вигнера–Зейтца. Данное соотно-
шение проверено в численном эксперименте, до-
казано, что оно выполняется с высокой точно-
стью не только для кристаллизованного, но и для
жидкого состояния системы. Предложенное со-
отношение должно быть особенно эффективно в
том случае, когда невозможно выделить такой от-
резок времени, на протяжении которого допусти-
мо пренебрегать самодиффузией. Данное соотно-
шение может быть использовано для анализа экс-
периментальных данных, в частности, в области
пылевой плазмы, когда заранее не известны ни
заряд частиц, ни их кинетическая температура.

Показано, что классическая модель ячеек Виг-
нера–Зейтца может быть использована для рас-
сматриваемой системы и обеспечивает достаточ-
но высокую точность определения кулоновского
параметра неидеальности.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда (проект № 20-12-00365).
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