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Обсуждаются теоретические исследования волновых процессов во вращающейся астрофизической
плазме. Особое внимание уделено новым теоретическим моделям астрофизической плазмы, таким
как магнитогидродинамическое приближение мелкой воды и неупругое приближение наряду с ча-
сто применяемым приближением Буссинесска. Помимо традиционного приближения для силы
Кориолиса обсуждаются эффекты, вызванные ее нетрадиционным представлением, учитывающим
горизонтальную составляющую вращения. Подробно описаны линейные волны в такой плазме и
обсуждаются их дисперсионные характеристики. Приведен обзор неустойчивостей в астрофизиче-
ской плазме вследствие нелинейных эффектов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Большинство наблюдаемых объектов во Все-
ленной находится в состоянии плазмы и подвер-
жены вращению. В последнее время активно
развиваются теоретические и численные иссле-
дования, направленные на решение фундамен-
тальной проблемы описания и изучения много-
масштабных течений плазмы путем исследования
общих свойств, характеризующих различные аст-
рофизические объекты.

Поведение различных звезд и планет описыва-
ется магнитной гидродинамикой тонких слоев
плазмы со свободной границей в поле силы тяже-
сти. Например, течения солнечного тахоклина
(тонкого слоя внутри Солнца, находящегося над
конвективной зоной) [1–3], динамика атмосфер
нейтронных звезд [4, 5], течения аккреционных
дисков нейтронных звезд [6, 7], экзопланеты с
магнитоактивными атмосферами, захваченные
приливами звезд [8–10]. Полная трехмерная
система магнитогидродинамических уравнений
вращающейся плазмы достаточно сложна как для
аналитического исследования, так и для числен-
ного моделирования. Поэтому для описания та-
ких течений астрофизической плазмы использу-
ется магнитогидродинамическое приближение
мелкой воды [2] и квазигеострофическое прибли-
жение в магнитной гидродинамике [11, 12]. На
самых больших масштабах плазменная среда ис-

пытывает воздействие гравитации и вращения.
Полная система уравнений магнитной гидроди-
намики вращающейся плазмы в поле силы тяже-
сти представляет собой практически неразреши-
мую проблему, как для аналитического исследо-
вания, так и для численного моделирования.
Поэтому актуальна разработка приближенных
моделей, описывающих течения астрофизиче-
ской плазмы на глобальных масштабах. Уравне-
ния магнитной гидродинамики вращающейся
плазмы в приближении мелкой воды являются
альтернативой магнитогидродинамическим урав-
нениям тяжелой жидкости со свободной гра-
ницей в случае, когда исследуется слой малой
толщины по отношению к характерному гори-
зонтальному линейному размеру задачи, и верти-
кальными ускорениями в слое можно прене-
бречь. Практически, речь идет о развитии идей
геофизической гидродинамики с учетом суще-
ственных отличий в поведении плазменных тече-
ний вследствие присутствия силы Лоренца и вли-
яния магнитных полей. Магнитогидродинами-
ческие уравнения мелкой воды получаются в
предположении гидростатичности распределе-
ния давлений и малости толщины слоя по отно-
шению к характерному горизонтальному линей-
ному размеру задачи из полной системы уравне-
ний магнитной гидродинамики несжимаемой
плазмы усреднением по высоте слоя [2, 13–18]. В
работе [2] получены магнитогидродинамические
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уравнения в приближении мелкой воды без учета
внешнего вертикального магнитного поля. В ра-
боте [4] полученные в [2] уравнения записаны пу-
тем введения эффектов внешнего поля в уравне-
ния для горизонтальных скоростей и для гори-
зонтальных магнитных полей. Тем не менее в
работе [4] оставался открытым вопрос о коррект-
ной формулировке условия бездивергентности
магнитного поля в приближении мелкой воды во
внешнем магнитном поле. Заметим, что предло-
женное в работе [2] условие бездивергентности не
удовлетворяется в модернизированной системе
магнитогидродинамических уравнений мелкой
воды во внешнем поле. Поэтому актуальной яв-
ляется задача развития последовательной теории
как для понимания структуры магнитного поля,
так и для постановки корректных начальных
условий при численном моделировании. Полу-
ченная система играет такую же важную роль в
космической и астрофизической плазме, как и
классические уравнения мелкой воды в гидроди-
намике нейтральной жидкости. Заметим, что
существенным отличием магнитогидродинами-
ческих уравнений вращающейся плазмы по срав-
нению с нейтральной жидкостью является при-
сутствие условия бездивергентности магнитного
поля, выполняющегося тождественно при зада-
нии корректных начальных условий.

Важным принципиальным свойством течений
в астрофизической плазме является свойство
сжимаемости, характеризующее большинство
наблюдаемых во Вселенной плазменных течений.
Для описания сжимаемых течений, как правило,
необходимо использовать полную трехмерную
систему магнитогидродинамических уравнений,
которая также представляет собой сложную зада-
чу для теоретического рассмотрения и численно-
го моделирования. В работах [19, 20] выведена си-
стема уравнений мелкой воды для нейтральной
жидкости с учетом крупномасштабной сжимае-
мости. Полученные в этих работах уравнения не
учитывают важнейшие для плазменных течений
свойства, такие как вращение и наличие магнит-
ного поля. Поэтому представляется важным
обобщить полученные в [19, 20] уравнения для
магнитогидродинамических течений, характер-
ных для астрофизической плазмы.

Гиперболичность магнитогидродинамических
уравнений мелкой воды определяет, наряду с
гладкими, наличие разрывных автомодельных
решений. Даже в случае, когда начальные усло-
вия являются гладкими, нелинейный характер
уравнений, наряду с их гиперболичностью, за ко-
нечное время может привести к разрывному
решению. В простейшем случае невращающейся
плазмы система магнитогидродинамических
уравнений допускает полное аналитическое ре-
шение в виде простых волн на ровной границе
[13] и на наклонной плоскости [14]. Точное явное

решение начальной задачи с кусочно-постоян-
ными начальными условиями, известной как за-
дача Римана [21, 22], для уравнений магнитной
гидродинамики в приближении мелкой воды на
ровной границе найдено в [13] и на наклонной
плоскости в [14]. Аналогично, для случая ней-
тральной жидкости в работах [19] (на ровной гра-
нице), [20] (на наклонной плоскости) найдены
решения системы уравнений мелкой воды с уче-
том крупномасштабной сжимаемости в отсут-
ствии вращения в виде простых волн, а также ре-
шена задача распада произвольного разрыва.
Учет крупномасштабной сжимаемости позволяет
описывать динамику столба плазмы в зависимо-
сти не только от высоты слоя и скорости, но и
средней плотности столба жидкости. Вследствие
этого учет горизонтального импульса в уравнени-
ях происходит более точно, по сравнению со слу-
чаем несжимаемой жидкости, что является пре-
имуществом при применении этих уравнений для
описания космических и астрофизических тече-
ний. Полученные в этих работах решения явля-
ются точными, сильно нелинейными, ключевы-
ми для разработки конечно-объемных численных
методов Годуновского типа [23, 24]. Учитывая
важность таких решений, представляется полез-
ным и интересным обобщить теорию, развитую в
[13, 14, 19, 20] для сжимаемых магнитогидродина-
мических течений в приближении мелкой воды.

Течения в плазменной астрофизике, так же
как течения в геофизике, как правило, являются
стратифицированными. Учет стратификации в
магнитогидродинамических моделях вращаю-
щейся плазмы важен для анализа множества аст-
рофизических объектов и явлений, например,
процессов в солнечном тахоклине [1–3, 25–27],
устойчиво-стратифицированных областей в нед-
рах звезд (излучающей зоны) [28] и планет (внеш-
ний жидкий слой ядра) [29], астрофизических
дисков [30], экзопланет [31], осцилляций враща-
ющихся звезд и Солнца [32–34], в частности ос-
цилляций R-моды [35–37]. Кроме того, учет стра-
тификации позволяет существенно расширить
возможности для интерпретации имеющихся
данных наблюдений крупномасштабных волн
Россби на Солнце [32, 33, 38–41]. Эффективной
моделью для описания непрерывно стратифици-
рованной плазмы является модель n слоев плазмы
различной плотности, наложенных друг на друга
[17, 42]. Приближение мелкой воды является од-
ним из основным магнитогидродинамических
приближений, используемых для изучения круп-
номасштабных процессов во вращающейся аст-
рофизической плазме.

Большое число работ посвящено изучению
волновых процессов в приближении мелкой воды
[3, 4, 12–14, 27, 33, 38, 43–56]. Когда рассматрива-
ют крупномасштабные течения при наличии вра-
щения в магнитогидродинамическом приближе-
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нии мелкой воды, выделяют волны магнито-Пу-
анкаре [4, 46, 49] и волны магнито-Россби [48].
Волны магнито-Пуанкаре возникают во вращаю-
щихся течениях под действием силы тяжести и
магнитного поля. Поскольку динамика волн
определяется вращением, магнитным полем и
гравитацией, также распространено название
магнитные инерционно-гравитационные волны.
Вследствие того, что название “волны магнито-
Пуанкаре” используется в основном в работах по
мелкой воде, а “магнитные инерционно-гравита-
ционные волны” встречается чаще в различных
приближениях и является более общим, мы будем
использовать здесь именно его. Наряду с магнит-
ными инерционно-гравитационными волнами
(волнами магнито-Пуанкаре) в магнитной гид-
родинамике вращающейся плазмы возникают
магнитострофические волны [4, 46, 49], восста-
навливающими силами которых являются сила
Кориолиса, сила Лоренца и сила гравитации.
Магнитные инерционно-гравитационные волны
являются аналогом магнитогравитационных
волн в плазме при наличии вращения. В работе
[46] показано, что условия синхронизма для маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн обеспечивают их трехволно-
вые взаимодействия, и развита слабонелинейная
теория. Показано наличие нелинейных взаимо-
действий двух магнитных инерционно-гравита-
ционных волн и одной магнитострофической
волны и двух магнитострофических волн и одной
магнитной инерционно-гравитационной волны.

Волны магнито-Россби – крупномасштабные
волны, возникающие вследствие неоднородно-
сти силы Кориолиса в зависимости от широты на
сфере, распространяющиеся вследствие сохране-
ния полной завихренности во вращающейся
плазме, по аналогии с нейтральной жидкостью
[53–55, 57, 58]. Волны магнито-Россби определя-
ют крупномасштабную динамику Солнца и звезд
[3, 25, 27, 59–63], динамику магнитоактивных ат-
мосфер экзопланет, захваченных приливами от
несущей звезды [8–10] и атмосфер нейтронных
звезд [5, 6, 64–66], течения в аккреционных дис-
ках нейтронных звезд [7]. Несмотря на сложность
наблюдения волн Россби в астрофизической
плазме, они недавно были обнаружены на Солн-
це [38, 39, 67]. Отметим также ряд исследований о
влиянии волн магнито-Россби на солнечные се-
зоны [33, 41, 68, 69] и космическую погоду [70,
71]. Кроме того, отметим работы с исследования-
ми, косвенно указывающими на существование
волн Россби на Солнце [72–76]. В работах [43, 48,
77] волны магнито-Россби исследованы в при-
ближении β-плоскости для силы Кориолиса.
Приближение -плоскости описывает вращаю-
щиеся сферические течения плазмы в локальной
декартовой системе координат. В этом случае па-
раметр Кориолиса слабо меняется при малых из-

β

менениях широты и раскладывается в ряд до
первого порядка по широте. Слабонелинейная
теория волн магнито-Россби в магнитогидроди-
намической модели однослойной мелкой воды
развита в [48], при наличии крупномасштабной
сжимаемости в [77]. В работе [43] развита линей-
ная и слабонелинейная теория волн магнито-
Россби во вращающейся стратифицированной
плазме в магнитогидродинамической двуслойной
модели мелкой воды. В работах [43, 48, 77] иссле-
дованы условия синхронизма и найдены нели-
нейные взаимодействия трех волн магнито-Росс-
би. Нелинейные взаимодействия волн магнито-
Россби связывают с длительностью солнечного
цикла. Нерегулярные переходы по амплитудам
волн напоминают наблюдаемые временные ряды
солнечной активности [63]. Приближение β-плос-
кости развито для упрощения теории сфериче-
ских волн Россби. Тем не менее заметим, что
представление силы Кориолиса в таком прибли-
жении содержит слагаемое, не зависящее от ши-
роты, которое обеспечивает существование маг-
нитных инерционно-гравитационных волн на
β-плоскости. Такие волны не исследовались в ра-
ботах [3, 4, 43, 48, 77], хотя их нелинейные взаи-
модействия могут быть важны для интерпретации
различных явлений в плазменной астрофизике.

Магнитогидродинамическая теория мелкой
воды является двумерной, что исключает не
только вертикальные компоненты скоростей и
магнитного поля, но и учет вертикального изме-
нения их горизонтальных составляющих. Таким
образом, не являясь трехмерной, магнитогидро-
динамическая система уравнений в приближении
мелкой воды не может полностью описывать
важный для астрофизики случай устойчиво и не-
прерывно стратифицированного слоя плазмы. В
работе [78] сделан существенный шаг вперед в
изучении трехмерных волновых процессов в
магнитогидродинамических течениях вращаю-
щейся стратифицированной плазмы, являющий-
ся принципиальным для реальных течений с
непрерывной стратификацией. Как хорошо из-
вестно, в геофизической гидродинамике страти-
фицированных вращающихся течений возника-
ют инерционно-гравитационные волны вслед-
ствие двух восстанавливающих механизмов –
вращения и стратификации. В случае магнитных
течений волновая картина гораздо богаче вслед-
ствие наличия дополнительной восстанавливаю-
щей силы, а именно силы Лоренца, наряду с си-
лой Кориолиса и силой плавучести [78]. Кроме
того, учет трехмерности позволяет детально ис-
следовать волновые процессы в магнитогидроди-
намике стратифицированной плазмы с учетом
горизонтальной составляющей силы Кориолиса,
что является особенно принципиальным при изу-
чении экваториальных течений. Отметим, что
волны Россби [32] обнаружены именно в эквато-
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риальной зоне Солнца. Для учета горизонтальной
составляющей вектора Кориолиса используются
приближения нестандартных f- и β-плоскостей
[55, 79]. Для изучения устойчиво-стратифициро-
ванных течений как нейтральной жидкости [79–
81], так и астрофизической плазмы [82–84] широ-
ко используется приближение Буссинеска. Отме-
тим, что приближение Буссинеска работает,
когда градиент плотности пропорционален толь-
ко градиенту температуры, и описывает несжима-
емые стратифицированные течения [54]. Вариа-
ции плотности и температуры в приближении
Буссинеска должны быть малыми. Таким обра-
зом, приближение Буссинеска правильно описы-
вает несжимаемую жидкость, но также учитывает
изменения плотности [85]. В [86] показано, что
уравнения магнитной гидродинамики в прибли-
жении Буссинеска представляют собой систему
уравнений несжимаемой плазмы с градиентом
температуры, близким к адиабатическому, и от-
фильтровывают быстрые (акустические) волно-
вые процессы. В [87] приближение Буссинеска
расширено за счет включения переменных маг-
нитных полей. В приближении Буссинеска для
нейтральной жидкости флуктуации давления не
учитываются в уравнении состояния. В магнит-
ных уравнениях Буссинеска флуктуации полного
давления (магнитного и теплового) по-прежнему
считаются небольшими.

Важным принципиальным отличием течений
астрофизической плазмы является свойство сжи-
маемости, характеризующее большинство на-
блюдаемых объектов в плазменной астрофизике.
Отметим, что первые экспериментальные наблю-
дения крупномасштабных течений астрофизиче-
ской плазмы выполнены на основе изучения маг-
нитных полей или методами астросейсмологии,
что естественным образом мотивирует развитие
магнитогидродинамической теории с учетом как
эффектов сжимаемости, так и эффектов магнит-
ных полей. Учет сжимаемости в магнитогидроди-
намических моделях вращающейся плазмы суще-
ственно повышает возможность интерпретации
астросейсмологических данных, например, дан-
ных о широтной зависимости собственных мод
солнечных осцилляций [32]. В работах [19, 20]
выведена система уравнений мелкой воды для
нейтральной жидкости с учетом крупномасштаб-
ной сжимаемости, и затем в [77] обобщена для
магнитогидродинамических течений. В работах
[88, 89] волновые процессы в сжимаемых течени-
ях исследуются в неупругом приближении
(anelastic approximation). В таком приближении
акустические волны отфильтрованы, а градиент
плотности зависит как от градиента давления, так
и от градиента температуры [90]. Магнитогидро-
динамическая система уравнений в неупругом
приближении не содержит акустических волн и
получается из полной системы сжимаемых урав-

нений магнитной гидродинамики в предположе-
нии малых возмущений плотности и описывает
течения с малыми числами Маха.

Подробный качественный анализ эффектов
малых чисел Маха в астрофизике приведен в ра-
боте [91], которая посвящена разработке нового
численного алгоритма для описания объектов
плазменной астрофизики. В [91] приведено крат-
кое, но информативное сравнение различных ти-
пов приближений, используемых при численном
моделировании течений с малым числом Маха.
Наиболее простым является приближение не-
сжимаемой жидкости, предполагающее постоян-
ство фоновой плотности и давления по коорди-
нате. В таком приближении при движении плот-
ность жидкости можно считать постоянной вдоль
всего объема жидкости в течение всего времени
движения. Следующим важным приближением
при условии несжимаемого потока жидкости яв-
ляется приближение Буссинеска. В нем по-преж-
нему считается постоянным фоновое состояние,
однако в уравнении импульса при массовых си-
лах включены эффекты плавучести. Как в несжи-
маемом, так и в приближении Буссинеска урав-
нение непрерывности переходит в условие безди-
вергентности поля скоростей в силу отсутствия
эффектов сжимаемости. Следующие два прибли-
жения, неупругое и псевдонесжимаемое, основа-
ны на стратифицированном фоновом состоянии
(исходном состоянии равновесия). В обоих этих
приближениях элемент жидкости может расши-
ряться или сжиматься при движении по вертика-
ли относительно фонового состояния в ответ на
изменение давления окружающей среды. Уравне-
ние непрерывности в неупругом приближении
является условием бездивергентности произведе-
ния фоновой плотности и скорости течения.
Уравнение непрерывности в псевдосжимаемом
приближении имеет более сложный вид, а имен-
но ненулевую дивергенцию произведения скоро-
сти и фонового давления, возведенного в степень

 (  – показатель адиабаты). При этом
уравнения в псевдосжимаемом приближении
сводятся к уравнениям в неупругом приближе-
нии в случае малых возмущений плотности и тем-
пературы, но сами по себе не предполагают мало-
сти таких изменений. Кроме того, псевдосжимае-
мые уравнения учитывают локальные эффекты
нагрева.

Впервые неупругое приближение предложено
в [92] для решения задач геофизической гидроди-
намики. В [92] с использованием масштабного
анализа приведен вывод уравнений на основе
предположения о том, что распределение давле-
ния, плотности и потенциальной температуры га-
за всегда близки к модели адиабатически страти-
фицированной атмосферы, а временной масштаб
определяется частотой Брента–Вяйсяля. Такие

γ1/ γ v= /pc c
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предположения и приближения при выводе урав-
нений привели к отсутствию в них акустических
волн, хотя это не было непосредственной целью
исследования. Задача о фильтрации акустических
волн в крупномасштабных моделях геофизиче-
ской гидродинамики была впервые сформулиро-
вана в работе [93] с целью упростить численное
моделирование тепловой конвекции в геофизике,
поскольку присутствие акустических волн в пол-
ной сжимаемой системе уравнений требует очень
малого временного шага в численной схеме ко-
нечно-разностного интегрирования. Отметим ра-
боту [94], в которой показана возможность ис-
пользования неупругого приближения для иссле-
дования внутренних гравитационных волн при
малых числах Маха, а также работы [95–99], в ко-
торых исследуются математические свойства не-
упругого приближения для течений нейтральной
жидкости. Упомянем работы по развитию теории
неупругого приближения в рамках задач земной
конвекции и геодинамо [100–103], которые ини-
циировали применение неупругого приближения
для изучения астрофизических течений. Говоря о
развитии неупругого приближения в астрофизи-
ке и физике планет отметим работы [104, 105], в
которых используется неупругое приближение в
нейтральной жидкости, и работы [106–112], в
которых используются магнитогидродинамиче-
ские уравнения в неупругом приближении для
исследования конвекции и динамо на Солнце и в
звездах.

2. ЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ В ДВУМЕРНЫХ 
ТЕЧЕНИЯХ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ПЛАЗМЫ

В ПРИБЛИЖЕНИИ МЕЛКОЙ ВОДЫ

Поведение различных звезд и планет описыва-
ется магнитной гидродинамикой тонких слоев
плазмы со свободной границей в поле силы тяже-
сти. Например, течения солнечного тахоклина
(тонкого слоя внутри Солнца, находящегося над
конвективной зоной) [1–3], динамика атмосфер
нейтронных звезд [4, 5], течения аккреционных
дисков нейтронных звезд [6, 7], захваченные
приливами экзопланеты с магнитоактивными ат-
мосферами [8–10]. Полная трехмерная система
магнитогидродинамических уравнений вращаю-
щейся плазмы достаточно сложна как для анали-
тического исследования, так и для численного
моделирования. Поэтому для описания таких те-
чений в тонких слоях астрофизической плазмы
используется магнитогидродинамическое при-
ближение мелкой воды [2]. Уравнения магнитной
гидродинамики вращающейся плазмы в прибли-
жении мелкой воды являются альтернативой маг-
нитогидродинамическим уравнениям тяжелой
жидкости со свободной границей в случае, когда
исследуется слой малой толщины по отношению
к характерному горизонтальному линейному раз-

меру задачи, и вертикальными ускорениями в
слое можно пренебречь. Практически, речь идет
о развитии идей геофизической гидродинамики с
учетом существенных отличий в поведении плаз-
менных течений вследствие присутствия силы
Лоренца и важности магнитных полей. Магнито-
гидродинамические уравнения мелкой воды по-
лучаются в предположении гидростатичности
распределения давлений и малости толщины
слоя по отношению к характерному горизонталь-
ному линейному размеру задачи из полной систе-
мы уравнений магнитной гидродинамики несжи-
маемой плазмы усреднением по высоте слоя [2,
13–18]. В работе [2] получены магнитогидродина-
мические уравнения в приближении мелкой воды
без учета внешнего вертикального магнитного
поля. В работе [4] полученные в [2] уравнения за-
писаны путем введения эффектов внешнего поля
в уравнения для горизонтальных скоростей и для
горизонтальных магнитных полей. Такая конфи-
гурация магнитного поля характерна для атмо-
сфер нейтронных звезд [4], и для магнитоактив-
ных атмосфер экзопланет [8]. Тем не менее в ра-
боте [4] остается открытым вопрос о корректной
формулировке условия бездивергентности маг-
нитного поля в приближении мелкой воды во
внешнем магнитном поле. Заметим, что предло-
женное в работе [2] условие бездивергентности не
удовлетворяется в модернизированной системе
магнитогидродинамических уравнений мелкой
воды во внешнем поле. Поэтому актуальной стала
задача развития последовательной теории как для
понимания структуры магнитного поля, так и для
постановки корректных начальных условий при
численном моделировании. Данная теория была
разработана в [49], где была выведена система
магнитогидродинамических уравнений мелкой
воды во внешнем магнитном поле, которая пока-
зала принципиальную трехмерность магнитного
поля. Полученная система играет такую же важ-
ную роль в космической и астрофизической плаз-
ме, как и классические уравнения мелкой воды в
гидродинамике нейтральной жидкости. Заметим,
что существенным отличием магнитогидродина-
мических уравнений вращающейся плазмы по
сравнению с нейтральной жидкостью является
присутствие условия бездивергентности магнит-
ного поля, выполняющегося тождественно при
задании корректных начальных условий. В урав-
нениях, полученных в работе [49] это условие вы-
полнено. Кроме того, дальнейшие исследования
магнитогидродинамических уравнений мелкой
воды во внешнем поле показали возможность
корректного учета не только эффектов стратифи-
кации, но и эффектов крупномасштабной сжима-
емости в двумерных течениях вращающейся аст-
рофизической плазмы. Так, в работе [43] были
выведены магнитогидродинамические уравнения
двуслойной мелкой воды для стратифицирован-
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ного слоя плазмы во внешнем магнитном поле, а
в работе [77] были выведены магнитогидродина-
мические уравнения с учетом крупномасштабной
сжимаемости во внешнем магнитном поле. В
следствие значимости нелинейных взаимодей-
ствий волн в исследовании космической погоды
и солнечных циклов, в работе [113] в рамках маг-
нитогидродинамических уравнений мелкой воды
(одного слоя и двух слоев различной, но постоян-
ной плотности) впервые были исследованы маг-
нитные инерционно-гравитационные волны и
волны магнито-Россби на -плоскости и выявле-
ны их нелинейные взаимодействия.

2.1. Приближение мелкой воды для течений 
вращающейся плазмы во внешнем вертикальном 

магнитном поле

В данном разделе приведем обзор линейных
волн в двумерных течениях вращающейся плаз-
мы во внешнем вертикальном магнитном поле в
приближении мелкой воды [48]. В этом случае в
магнитогидродинамическом приближении мел-
кой воды появляются дополнительные слагае-
мые, приводящие, при постоянном параметре
Кориолиса  (стандартная f-плоскость, Ω –
скорость вращения слоя плазмы), к возникнове-
нию в линейном приближении двух типов быст-
рых волн: магнитных инерционно-гравитацион-
ных и магнитострофических волн [4]. При учете
сферичности (стандартная -плоскость) в линей-
ном приближении исследуются высокочастотные
магнитные инерционно-гравитационные волны
и низкочастотные волны магнито-Россби. Вывод
уравнений мелкой воды магнитной гидроди-
намики осуществлялся методом усреднения по
высоте слоя исходной системы уравнений
(МГД-уравнений для вращающейся несжимае-
мой невязкой плазмы), широко используемых и
хорошо себя зарекомендовавших в геофизиче-
ской гидродинамике [54, 114] и в физике планет-
ных атмосфер [10, 57, 115, 116]. При выводе урав-
нений во внешнем магнитном поле возникают
дополнительные условия на границах для маг-
нитного поля, учитывающие наличие постоянно-
го внешнего вертикального магнитного поля,
пронизывающего слой плазмы. Уравнения запи-
саны в неинерционной системе отсчета, вращаю-
щейся со скоростью  вместе со слоем плазмы.
Система магнитогидродинамических уравнений
мелкой воды во внешнем магнитном поле имеет
вид

(1)
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β
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где h – высота слоя поверхности, ,  – горизон-
тальные скорости в приближении мелкой воды,
усредненные по высоте слоя, ,  – горизон-
тальные компоненты магнитного поля в прибли-
жении мелкой воды, усредненные по высоте
слоя,  – вертикальная компонента магнитного
поля,  – постоянное внешнее вертикальное
магнитное поле,  – параметр Кориолиса,
Ω – угловая скорость вращения. Заметим, что
первое уравнение системы (1) – уравнение изме-
нения высоты слоя, уравнения (2), (3) – закон из-
менения импульса, (4)–(6) – уравнения измене-
ния магнитного поля, уравнение (7) – следствие
уравнения бездивергентности магнитного поля в
полной системе исходных уравнений магнитной
гидродинамики. Уравнение (7) при задании кор-
ректных начальных условий, определяемых урав-
нением (6) выполняется тождественно как след-
ствие уравнений (4)–(6). Таким образом показа-
но сохранение трехкомпонентности магнитного
поля в магнитогидродинамическом прибли-
жении мелкой воды во внешнем вертикальном
магнитном поле, в то время как поле скоростей
двумерно. Полученная система (1)–(5) магнито-
гидродинамических уравнений в приближении
мелкой воды во внешнем вертикальном магнит-
ном поле в частном случае переходит в класси-
ческие уравнения нейтральной жидкости и ши-
роко известные в астрофизике магнитогидроди-
намические уравнения без внешнего магнитного
поля [2].

Система (1)–(5) имеет два взаимоисключаю-
щих стационарных решения: решение со внеш-
ним вертикальным магнитным полем

(8)

и решение с горизонтальным магнитным полем

(9)

2.1.1. Волны в астрофизической плазме при на-
личии внешнего вертикального поля. В приближе-
нии стандартной f-плоскости, когда вектор Ко-
риолиса  постоянен и направлен
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строго по вертикали, линейными решениями си-
стемы (1)–(5) во внешнем вертикальном магнит-
ном поле на фоне стационара (8) являются маг-
нитные инерционно-гравитационные волны с
дисперсионным соотношением

(10)

и магнитострофические волны с дисперсионным
соотношением

(11)

В дисперсионных соотношениях (10), (11) знак
“+” соответствует волнам, распространяющимся
вдоль волнового вектора , а знак “–” –
волнам, распространяющимся противоположно
направлению волнового вектора k.

Магнитные инерционно-гравитационные вол-
ны (10) – поверхностные гравитационные волны
во вращающейся мелкой воде при наличии маг-
нитного поля. В отсутствие магнитного поля
уравнение (10) принимает вид

(12)

и описывает инерционно-гравитационные волны
в мелкой воде, являющиеся объектом многочис-
ленных исследований в динамике нейтральной
жидкости [54].

Магнитострофические волны, как и магнит-
ные инерционно-гравитационные волны, также
возникают во вращающейся мелкой воде при на-
личии магнитного поля вследствие гравитации и
силы Кориолиса. Однако данный тип волн не
имеет аналога в динамике нейтральной жидко-
сти. В отсутствие магнитного поля уравнение (11)
обращается в ноль.

Для исследования сферических течений в рам-
ках системы магнитогидродинамических уравне-
ний мелкой воды во внешнем вертикальном
магнитном поле (1)–(5) используется приближе-
ние стандартной β-плоскости для вектора Корио-
лиса f. Данное приближение широко применяет-
ся для исследования крупномасштабных волн
Россби, как в динамике нейтральной жидкости
[54], так и в магнитной гидродинамике [117]. Од-
нако в работах [48], [113] показано, что в уравне-
ниях мелкой воды на β-плоскости, как при нали-
чии так и в отсутствие магнитного поля, помимо
низкочастотных волн Россби существует реше-
ние, описывающее высокочастотные магнитные
инерционно-гравитационные волны.
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В приближении стандартной β-плоскости по-
лагается, что вектор Кориолиса 
слабо меняется при малых изменениях широты θ.
Такое предположение позволяет перейти в ло-
кальную декартову систему координат на сфере
радиуса R и разложить выражение для вектора f
в ряд по широте, сохраняя первый порядок
малости:

(13)

где , , , y =
. Таким образом в случае прибижения

стандартной β-плоскости для описания сфериче-
ских течений в системе магнитогидродинамиче-
ских уравнений мелкой воды (1)–(5) слагаемые с
вектором Кориолиса  в уравнениях (2), (3)
принимают вид  и  соответственно,
где .

Линейным решением системы (1)–(5) в при-
ближении стандартной -плоскости на фоне ста-
ционарного решения с внешним вертикальным
магнитным полем (8) является дисперсионное
уравнение в следующем виде:

(14)

Решением уравнения (14) в высокочастотном
пределе явлется дисперсионное соотношение в
виде

(15)

которое описывает высокочастотные магнитные
инерционно-гравитационные на β-плоскости.
Отметим здесь существенное различие с магнит-
ными инерционно-гравитационными волнами
(10) на f-плоскости. Дисперсионное соотноше-
ние (15) имеет более простой вид, в нем отсут-
ствует дополнительный внутренний радикал, что
меняет динамику волны. Однако восстанавлива-
ющими силами для обоих типов волн являются
сила Лоренца, гравитации и Кориолиса. В отсут-
ствие магнитного поля выражение (15) переходит
в выражение (12) и описывает стандартные гид-
родинамические инерционно-гравитационные
волны в мелкой воде. Кроме того, в приближении
β-плоскости отсутствуют магнитострофические
волны.
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Решением уравнения (14) в низкочастотном
пределе явлется дисперсионное соотношение
в виде

(16)

которое описывает крупномасштабные волны
магнито-Россби в мелкой воде на β-плоскости,
распространяющиеся вдоль направления волно-
вого вектора k. Основный механизм их образова-
ния заключается в сдвиге вращающегося потока
вследствие того, что сила Кориолиса изменяется
в зависимости от широты.

Заметим, что в интервале между высокоча-
стотными решениями дисперсионного уравне-
ния в виде магнитных инерционно-гравитацион-
ных волн и низкочастотными решениями для
медленных волн магнито-Россби, дисперсионное
соотношение допускает моды быстрых магнито-
Россби волн [3].

2.1.2. Волны в астрофизической плазме в гори-
зонтальном магнитном поле. В отсутствие внешне-
го вертикального магнитного поля линейными
решениями системы (1)–(5) на фоне стационара
(9) являются магнитные инерционно-гравитаци-
онные волны с дисперсионным соотношением

(17)

и магнитострофические волны с дисперсионным соотношением

(18)

В дисперсионных соотношениях (17), (18) знак
“+” соответствует волнам, распространяющимся
вдоль волнового вектора , а знак “–”
соответствует волнам, распространяющимся
противоположно направлению волнового век-
тора k.

Магнитные инерционно-гравитационные вол-
ны в горизонтальном магнитном поле (17) при ну-
левом магнитном поле переходят в свой гидроди-
намический аналог – инерционно-гравитацион-
ные волны в мелкой воде с дисперсионным
соотношением (12). Магнитострофические вол-
ны в горизонтальном магнитном поле (18) не
имеют аналога в динамике нейтральной жидко-
сти. В отсутствие магнитного поля дисперсион-
ное соотношение (18) обращается в ноль.

Линейным решением системы (1)–(5) в при-
ближении стандартной β-плоскости на фоне ста-
ционарного решения с горизонтальным магнит-
ным полем (9) является дисперсионное уравне-
ние в следующем виде:

(19)

Решением уравнения (19) в высокочастотном
пределе явлется дисперсионное соотношение в
виде

(20)

которое описывает высокочастотные магнитные
инерционно-гравитационные волны на β-плос-
кости, существенно отличающиеся от магнитных

инерционно-гравитационных волн (17) на f-
плоскости. В отсутствие магнитного поля выра-
жение (20) переходит в выражение (12) и описы-
вает стандартные гидродинамические инерцион-
но-гравитационные волны в мелкой воде. Кроме
того, в приближении β-плоскости отсутствуют
магнитострофические волны.

Решением уравнения (19) в низкочастотном
пределе явлется дисперсионное соотношение в
виде

(21)

которое описывает крупномасштабные волны
магнито-Россби в мелкой воде в горизонтальном
магнитном поле на β-плоскости, распространяю-
щиеся вдоль направления волнового вектора k.

В отсутствие магнитного поля уравнение (19)
принимает вид

(22)

и имеет решение в высокочастотном пределе в
виде инерционно-гравитационных волн в мелкой
воде с дисперсионным соотношением (12), а в
низкочастотном пределе в виде стандартных гид-
родинамических волн Россби в мелкой воде с
дисперсионным соотношением

(23)

Общий вид дисперсионных кривых для волн
во вращающихся течениях плазмы в приближе-
нии мелкой воды представлен на рис. 1а, б для
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магнитных инерционно-гравитационных и маг-
нитострофических волн во внешнем вертикаль-
ном магнитном поле и в горизонтальном магнит-
ном поле; на рис. 1в, г для магнитных инерцион-
но-гравитационных волн и волн магнито-Россби
во внешнем вертикальном и в горизонтальном
магнитных полях.

2.1.3. Выводы. В разделе обсуждается суще-
ственное отличие структуры магнитного поля в
магнитогидродинамических течениях мелкой во-
ды при наличии внешней вертикальной компо-
ненты от аналогичных течений в ее отсутствии.
Необходимость учета условия бездивергентности
магнитного поля в этом случае навязывает систе-
ме вертикальную компоненту магнитного поля,
делая структуру магнитного поля существенно
трехмерной. При отсутствии внешнего верти-
кального магнитного поля, как хорошо известно,
в приближении мелкой воды магнитное поле дву-
мерно. Замечено, что предложенная система
уравнений в частном случае отсутствия верти-
кального магнитного поля переходит в традици-
онную. Развита теория магнитных инерционно-
гравитационных и магнитострофических волн на
f-плоскости, а также магнитных инерционно-

гравитационных волн и волн магнито-Россби на
β-плоскости в магнитогидродинамических тече-
ниях вращающейся плазмы в приближении мел-
кой воды. Изучены дисперсионные уравнения
для двух стационарных течений: внешнее верти-
кальное магнитное поле и горизонтальное маг-
нитное поле.

2.2. Приближение двуслойной мелкой воды
для течений вращающейся стратифицированной 

плазмы во внешнем вертикальном магнитном поле

Течения астрофизической плазмы, как и гео-
физические течения, в основном стратифициро-
ванные. Здесь и далее под стратификацией пони-
мается зависимость профиля плостности от вер-
тикальной координаты z. В случае устойчивой
стратификации, рассматриваемом в данном обзо-
ре, профиль плотности (энтропии – в случае сжи-
маемых течений) предполагается линейным по
вертикальной координате и удовлетворяющим
условию отсутствия конвекции – вертикальный
градиент плотности (энтропии) отрицателен. Об-
судим линейные волны в двумерных течениях
вращающейся стратифицированной плазмы во

Рис. 1. Дисперсионные кривые для волн в однойслойной мелкой воде на стандартной f-плоскости во внешнем вер-
тикальном магнитном поле: магнитная инерционно-гравитационная волна 1 –  и магнитострофическая волна

2 –  (a); на стандартной f-плоскости в горизонтальном магнитном поле: магнитная инерционно-гравитационная

волна 1 –  и магнитострофическая волна 2 –  (б); на стандартной β-плоскости во внешнем вертикальном

магнитном поле: магнитная инерционно-гравитационная волна 1 –  и волна магнито-Россби 2 –  (в); на

стандартной β-плоскости в горизонтальном магнитном поле: магнитная инерционно-гравитационная волна 1 –
 и волна магнито-Россби 2 –  (г).
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внешнем вертикальном магнитном поле в при-
ближении двуслойной мелкой воды. Магнито-
гидродинамические уравнения двуслойной мел-
кой воды во внешнем вертикальном магнитном
поле являются обобщением уравнений, получен-
ных в [46, 47, 49], на случай тонкого вращающего-
ся слоя плазмы разделенного на два слоя с посто-
янными, но различными плотностями. Вывод
магнитогидродинамических уравнений двуслой-
ной мелкой воды, как и вывод однослойных урав-
нений, основан на методе усредненения по вы-
соте слоя и учитывает наличие постоянного
внешнего вертикального магнитного поля, про-
низывающего оба слоя [43]. Уравнения как и для
однослойного случая записаны в неинерционной
системе отсчета, вращающейся со скоростью 
вместе со слоем плазмы. Система магнитогидро-
динамических уравнений двуслойной мелкой во-
ды во внешнем вертикальном магнитном поле
имеет вид

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

где  – высота слоя,  – плотность плазмы в
слое, Ω – угловая скорость вращения, равная для
обоих слоев,  – усредненные по высоте слоев
горизонтальные скорости,  – усредненные по
высоте слоев горизонтальные магнитные поля,
индекс  соответствует нижнему слою плаз-
мы, в котором , , , а индекс

 соответствует верхнему слою плазмы, в ко-
тором , , . Данные уравнения
двуслойной мелкой воды представляют собой
единственную возможность самосогласованного
учета внешнего магнитного поля и стратифика-
ции. Двуслойные магнитогидродинамические
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уравнения мелкой воды играют такую же важную
роль в космической и астрофизической страти-
фицированной плазме, как и классические урав-
нения мелкой воды в гидродинамике нейтраль-
ной стратифицированной жидкости [54, 114, 118].
В частном случае равенства высот и плотностей
слоев плазмы уравнения (24)–(28) переходят в
магнитогидродинамические уравнения мелкой
воды во внешнем магнитном поле для одного
слоя плазмы (1)–(5). Таким образом уравнения
(24)–(28) сохраняют все свойства однослойной
системы (1)–(5), включая принципиальную трех-
мерность магнитного поля и дополнительные
уравнения на вертикальное магнитное поле (6) в
обоих слоях. В частном случае отсутствия внеш-
него вертикального магнитного поля уравнения
сводятся к магнитогидродинамическим уравне-
ниям мелкой воды для двух слоев [42] в горизон-
тальном магнитном поле.

Система уравнений (24)–(28) имеет два взаи-
моисключающих стационарных решения: реше-
ние со внешним вертикальным магнитным полем

(29)

и решение с горизонтальным магнитным полем

(30)

2.2.1. Волны в астрофизической плазме во внеш-
нем вертикальном магнитном поле. Линейным ре-
шением системы (24)–(28) в приближении стан-
дартной β-плоскости на фоне стационарного ре-
шения с внешним вертикальным магнитным
полем (29) является дисперсионное уравнение в
следующем виде:

(31)

где
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Правая часть дисперсионного соотношения (31)
описывает эффекты стратификации в двуслой-
ной модели, левая часть является произведением
двух выражений, первое из которых соответству-
ет нижнему слою, а второе – верхнему.

Строгий теоретический анализ полученного
дисперсионного уравнения (31) не представляет-
ся возможным, поэтому ограничимся качествен-
ным рассмотрением. В первом приближении вы-
делим магнитные инерционно-гравитационные
волны и волны магнито-Россби в отсутствие
стратификации. В случае малого различия в плот-
ностях слоев плазмы представим решение дис-
персионного уравнения (31) в высокочастотном
пределе в виде суммы магнитной инерционно-
гравитационной волны в отсутствие стратифика-
ции и малой поправки, связанной со стратифика-
цией плазмы. В низкочастотном пределе решение
дисперсионного уравнения (31) представим в ви-
де суммы волны магнито-Россби в отсутствие
стратификации и малой поправки, связанной со
стратификацией плазмы.

В отсутствие стратификации ( ) уравне-
ние (31) принимает вид

(32)

где ω – частота возмущения,  – волно-
вой вектор возмущения. Би-квадратное уравне-
ние в первой скобке дает следующие значения
для частоты:

Если предположить, что , то уравнение (33)
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(33)

ρ ρ2 1=

   
ω − ω + + + ×  Δ Δ   

2 2 4
4 2 20 0 0

2 2 2 2
01 0 01 0

V
B B Bf
h h h h

  
= ω − ω + + + −  Δ  

− ω β + ×
Δ

2 2
4 2 2 20 0

022 2
01 0

2
0

02
01 0

V

x

B B f gk h
h h

Bgh k
h h

 + Δ× + Δ Δ 

2 3 3
20 01 0

01 0 01 0

= 0,B h hgk
h h h h

= ( , )x yk kk


ω + + ±
 Δ


   ± − + + +   Δ Δ   

2 2
2 2 0 0
1,2 2 2

01 0

22 2 2 2
2 20 0 0 0

2 2 2 2
01 0 01 0

1=
2

2 2 .

V

V V

B Bf
h h

B B B Bf f
h h h h

ω ≠ ω1,2

 
ω − ω + + + − ω β + Δ 

 + Δ+ + Δ Δ Δ 

2 2
4 2 2 20 0

2 2
01 0
2 2 3 3

20 0 01 0

01 0 01 0 01 0

= 0.

V x
B B f gk H gH k
h h

B B h hgk
h h h h h h

В высокочастотном пределе решением уравне-
ния (33) является следующее дисперсионное со-
отношение:

(34)

которое описывает магнитные инерционно-гра-
витационные волны на β-плоскости во внешнем
вертикальном магнитном поле. Дисперсионное
соотношение (34) в частном случае равенства вы-
сот слоев сводится к дисперсионному соотноше-
нию для магнитных инерционно-гравитационных
волн на β-плоскости в однослойной мелкой воде
во внешнем вертикальном магнитном поле (15).

В низкочастотном пределе решением ураве-
ния (33) является следующее дисперсионное со-
отношение:

(35)

которое описывает волны магнито-Россби во
внешнем вертикальном магнитном поле. Диспер-
сионное соотношение (35) в частном случае ра-
венства высот слоев сводится к дисперсионному
соотношению для волн магнито-Россби в одно-
слойной мелкой воде во внешнем вертикальном
магнитном поле (16).

Выпишем поправки к частотам (34), (35), опи-
сывающие влияние стратификации ( ). Пе-
репишем уравнение (31) в следующем виде:

(36)
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Тогда влияние стратификации на высокочастот-
ную магнитную инерционно-гравитационную
волну (34) описывается поправкой к частоте в
следующем виде:

(37)

Здесь  – правая часть дисперсионного уравне-
ния (36) при .

Влияние стратификации на высокочастотную
волну магнито-Россби (35) описывается поправ-
кой к частоте в следующем виде:

(38)

Здесь  – правая часть дисперсионного уравне-
ния (36) при .

2.2.2. Волны в астрофизической плазме в гори-
зонтальном магнитном поле. Линейным решением
системы (24)–(28) в приближении стандартной
β-плоскости на фоне стационарного решения с
горизонтальным магнитным полем (30) является
дисперсионное уравнение в следующем виде:

(39)

где

Правая часть дисперсионного соотношения (39)
описывает эффекты стратификации в двуслой-
ной модели, левая часть является произведением
двух выражений, первое из которых соответству-
ет нижнему слою, а второе – верхнему.
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Строгий теоретический анализ полученного
дисперсионного уравнения (39) не представляет-
ся возможным, поэтому ограничимся качествен-
ным рассмотрением при равных магнитных по-
лях в обоих слоях . В
первом приближении выделим магнитные инер-
ционно-гравитационные волны и волны магни-
то-Россби в отсутствие стратификации. В случае
малого различия в плотностях слоев плазмы
представим решение дисперсионного уравнения
(39) в высокочастотном пределе в виде суммы
магнитной инерционно-гравитационной волны в
отсутствие стратификации и малой поправки,
связанной со стратификацией плазмы. В низко-
частотном пределе решение дисперсионного
уравнения (39) представим в виде суммы волны
магнито-Россби в отсутствие стратификации и
малой поправки, связанной со стратификацией
плазмы.

В отсутствие стратификации ( ) уравне-
ние (39) принимает вид

(40)

Би-квадратное уравнение в первой скобке дает
следующие значения для частоты:

Предполагая, что , уравнение (41) сводит-
ся к

(41)

которое имеет вид дисперсионного уравнения
для одного слоя плазмы высоты  в приближе-
нии мелкой воды на бета-плоскости (19), что су-
щественно отличает течение плазмы в горизон-
тальном магнитном поле от течения плазмы при
наличии внешнего вертикального поля. В высо-
кочастотном пределе решением уравения явля-
ются магнитные инерционно-гравитационные
волны на β-плоскости в горизонтальном магнит-
ном поле, аналогичные волнам в однослойной
модели (20). В высокочастотном пределе реше-
нием уравения (33) являются волны магнито-
Россби на β-плоскости в горизонтальном маг-
нитном поле, аналогичные волнам в однослой-
ной модели (21).
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Представим уравнение (39) в следующем виде:

(42)

Пусть искомые поправки к частотам 

,  малы по сравнению с
самими частотами:

Тогда влияние стратификации на высокочастот-
ную волну магнито-Пуанкаре (20) описывается
поправкой к частоте в следующем виде:

(43)

Здесь  – правая часть дисперсионного уравне-
ния (42) при .
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Влияние стратификации на высокочастотную
волну магнито-Россби (21) описывается поправ-
кой к частоте в следующем виде:

(44)

Здесь  – правая часть дисперсионного уравне-
ния (42) при .

Общий вид дисперсионных кривых для волн
во вращающихся течениях плазмы в приближе-
нии двуслойной мелкой воды представлен на
рис. 2а, б для магнитных инерционно-гравитаци-
онных волн и волн магнито-Россби соответствен-
но во внешнем вертикальном магнитном поле; на
рис. 2в, г для магнитных инерционно-гравитаци-
онных волн и волн магнито-Россби соответствен-
но в горизонтальном магнитном поле.

2.2.3. Выводы. Приведен обзор модели мелкой
двуслойной воды, применяемой для изучения
крупномасштабных волн в астрофизической
плазме. Показано существенное отличие уравне-
ний мелкой воды для вращающейся плазмы при
наличии двух слоев с различными постоянными
плотностями в присутствии внешнего магнитно-
го поля от системы в отсутствие внешнего маг-
нитного поля, заключенное в дополнительном
уравнении, требующемся для выполнения усло-
вия бездивергентности. Появление этого уравне-
ния включает в систему вертикальную компонен-
ту поля и делает поле трехмерным, в отличие от
случая с отсутствием внешнего поля, при кото-
ром магнитное поле в уравнениях мелкой воды
двумерно. Система уравнений двуслойной мел-
кой воды во внешнем магнитном поле переходит
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Рис. 2. Дисперсионные кривые для волн в двуслойной мелкой воде на стандартной -плоскости во внешнем верти-
кальном магнитном поле (а): магнитная инерционно-гравитационная волна без учета стратификации 1 –  и с

учетом малой поправки 2 –  + , волна магнито-Россби без учета стратификации 3 –  и с учетом ма-

лой поправки 4 –  + ; в горизонтальном магнитном поле (б): магнитная инерционно-гравитационная

волна без учета стратификации 1 –  и с учетом малой поправки 2 –  + , волна магнито-Россби без

учета стратификации 3 –  и с учетом малой поправки 4 –  + .
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в традиционную при отсутствии внешнего поля и
равенства плотностей и высот слоев. Развита ли-
нейная теория магнитных инерционно-гравита-
ционных волн и волн магнито-Россби на β-плос-
кости в магнитогидродинамических течениях
вращающейся плазмы в приближении мелкой во-
ды. Изучены дисперсионные уравнения для двух
стационарных течений: внешнее вертикальное
магнитное поле и горизонтальное магнитное по-
ле. Найдены поправки к дисперсионным соотно-
шениям магнитных инерционно-гравитацион-
ных волн и волн магнито-Россби, связанные с на-
личием стратификации в системе.

Кроме того изучено влияние стратификации
на групповые и фазовые скорости магнитных
инерционно-гравитационных волн и волн магни-
то-Россби как во внешнем вертикальном, так и в
горизонтальном магнитных полях. Анализ выра-
жений для скоростей показал, что наличие стра-
тификации ( ) в системе:

• увеличивает фазовую и групповую скорости
магнитной инерционно-гравитационной волны
вдоль направления  в вертикальном магнитном
поле при малых  ( ) и уменьшает при боль-
ших ;

• увеличивает фазовую скорость волны маг-
нито-Россби вдоль направления  в вертикаль-
ном магнитном поле;

• увеличивает групповую скорость волны маг-
нито-Россби вдоль направления  в вертикаль-
ном магнитном поле при малых  и уменьшает
при больших ;

• увеличивает фазовую и групповую скорости
магнитной инерционно-гравитационной волны
вдоль направления  в горизонтальном магнит-
ном поле;

• увеличивает фазовую скорость волны маг-
нито-Россби вдоль направления  в горизон-
тальном магнитном поле;

• увеличивает групповую скорость волны маг-
нито-Россби вдоль направления  в горизон-
тальном магнитном поле при малых  и умень-
шает при больших .

2.3. Приближение мелкой воды для течений 
вращающейся плазмы с учетом 

крупномасштабной сжимаемости
Важным принципиальным свойством течений

в плазменной астрофизике является свойство
сжимаемости, характеризующее большинство
наблюдаемых объектов во Вселенной. В данном
разделе опишем линейные волны в двумерных те-
чениях сжимаемой вращающейся плазмы в рам-
ках системы магнитогидродинамических уравне-

ρ ≠ ρ2 1

xk
xk < 1xk

xk

xk

xk
xk

xk

xk

xk

xk
xk

xk

ний при наличии вращении в приближении мел-
кой воды во внешнем вертикальном магнитном
поле с учетом крупномасштабной сжимаемости
[77]. Вывод магнитогидродинамических уравне-
ний в приближении мелкой воды с учетом круп-
номасштабной сжимаемости основан на методе
усреднения по высоте слоя. Вследствие наличия
сжимаемости в исходной системе, для задания
корректных начальных и граничных условий ис-
пользуется уравнение Клапейрона и свойство
адиабатичности рассматриваемых процессов. В
результате в этом приближении фильтруются
звуковые волны и учитывается зависимость
плотности от давления на крупных масштабах,
описывающая эффекты статической сжимаемо-
сти по сравнению со случаем несжимаемой плаз-
мы [19, 20, 47]. Система магнитогидродинамиче-
ских уравнений мелкой воды во внешнем верти-
кальном магнитном поле, записанная в системе
отсчета, вращающейся вместе со слоем плазмы со
скоростью Ω, имеет вид

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

В системе уравнений (45)–(49) аналогом высоты
слоя h выступает следующая переменная:

(50)

где h – высота слоя,  – среднее значение плотно-
сти,  – постоянное давление на верхней грани-
це слоя, γ – показатель адиабаты,  – характер-
ная плотностная высота, соответствующая мас-
штабу высоты, на котором вариация плотности
по высоте становится существенной, и выражае-
мая в следующем виде:

(51)

где  – теплоемкость при
постоянном давлении,  – постоянная темпе-
ратура на границе, R – универсальная газовая
постоянная. В уравнениях (45)–(49)  – усред-
ненные по высоте слоев горизонтальные скоро-
сти,  – усредненные по высоте слоев горизон-
тальные магнитные поля,  – внешнее
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вертикальное магнитное поле, умноженное на
плотность на нижней границе, а переменная 
выражается формулой

(52)

Cистема (45)–(49) нетривиальным образом зави-
сит от отношения характерного вертикального
масштаба течения и масштаба высот, на котором
вариация плотности становится существенной. В
отличие от магнитогидродинамических уравне-
ний мелкой воды для несжимаемой плазмы во
внешнем вертикальном магнитном поле (1)–(5),
высота свободной поверхности не является опре-
деляющей характеристикой для описания тече-
ний, так как закон сохранения массы записывает-
ся через новую переменную, которая зависит от
плотности плазмы и высоты столба.

Система уравнений (45)–(49) записана для
слоя плазмы во внешнем вертикальном магнит-
ном поле, что приводит к существенным измене-
ниям в структуре уравнений. Магнитное поле
становится принципиально трехкомпонентным,
причем вертикальная компонента магнитного
поля зависит только от горизонтальных коорди-
нат и времени, и ее изменение описывается урав-
нением

(53)

Уравнение для вертикальной составляющей
магнитного поля отделяется от полной системы и
необходимо для задания корректных начальных
условий, обеспечивающих выполнение условия
бездивергентности магнитного поля, по аналогии
с несжимаемой плазмой во внешнем верти-
кальном магнитном поле в приближении мелкой
воды (6).

В отсутствие внешнего вертикального магнит-
ного поля система (45)–(49) переходит в уравне-
ния сжимаемой магнитной гидродинамики в
приближении мелкой воды, полученные в [47].
Величина  (51) характеризует масштаб высоты,
на котором становятся существенными измене-
ния плотности. Если характерная высота h слоя
много меньше характерной высоты , то ε =

, и данное течение можно считать не-
сжимаемым. При этом система уравнений мел-
кой воды для сжимаемой плазмы (45)–(49) пере-
ходит в классические магнитогидродинамиче-
ские уравнения вращающейся мелкой воды для
несжимаемой плазмы.

Система уравнений (45)–(49) существенно от-
личается от классических магнитогидродинами-
ческих уравнений для несжимаемых течений. В
классических магнитогидродинамических урав-
нениях мелкой воды высота, скорость и магнит-
ное поле столба жидкости полностью определяют
его взаимодействие с остальным объемом жидко-
сти. В уравнениях (45)–(49) это взаимодействие
определяется не только высотой, скоростью и
магнитным полем, но и средней плотностью
столба жидкости, поэтому учет горизонтального
импульса в уравнениях происходит более точно.
Как следствие появляется новая переменная,
определяющая закон сохранения массы и одно-
значно связанная с высотой свободной поверхно-
сти. Таким образом, при наличии эффектов круп-
номасштабной сжимаемости, закон сохранения
массы формулируется для переменной, нетриви-
ально зависящей от характерного вертикального
масштаба течения и масштаба высот, на котором
вариация плотности становится существенной.
Кроме того, учет крупномасштабной сжимаемо-
сти существенно модернизирует уравнения изме-
нения импульса.

Система (45)–(49) имеет два взаимоисключа-
ющих стационарных решения: решение с внеш-
ним вертикальным магнитным полем

(54)

и решение с горизонтальным магнитным полем

(55)

2.3.1. Волны в астрофизической плазме во внеш-
нем вертикальном магнитном поле. Линейным ре-
шением системы (45)–(49) в приближении стан-
дартной f-плоскости на фоне стационарного ре-
шения с внешним вертикальным магнитным
полем (54) являются магнитные инерционно-
гравитационные волны с дисперсионным соот-
ношением

(56)
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и магнитострофические волны с дисперсионным соотношением

(57)

В случае отсутствия магнитного поля в системе
уравнение (56) сводится к уравнению

(58)
которое описывает инерционно-гравитацион-
ные волны в мелкой воде с учетом крупномас-
штабной сжимаемости. Магнитострофические
волны не имеют аналога в динамике нейтраль-
ной жидкости.

Линейным решением системы (45)–(49) в
приближении стандартной β-плоскости на фоне
стационарного решения с внешним вертикаль-
ным магнитным полем (54) является дисперсион-
ное соотношение в следующем виде:

(59)

В высокочастотном пределе решением уравнения
являются магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны с дисперсионным соотношением:

(60)

а в низкочастотном пределе – волны магнито-
Россби с дисперсионным соотношением

(61)

Рассмотрим подробнее выражения (56), (57),
(60), (61). Заметим, что при условии малости вы-
соты слоя по сравнению с характерной высотой

, на которой проявляется сжимаемость, пере-
менная  переходит в высоту слоя  и дисперси-
онные соотношения переходят в аналогичные со-
отношения для несжимаемой плазмы (10), (11),
(15), (16). Сравнивая дисперсионные соотноше-
ния для магнитных инерционно-гравитационных
(56), магнитострофических волн (57) и волн маг-
нито-Россби (61) в сжимаемой среде с несжимае-
мым случаем (10), (11), заметим, что дисперсион-
ные соотношения совпадают за тем исключени-
ем, что слагаемое с внешним магнитным полем

 переходит в , а также выражение
для квадрата скорости слабых возмущений  из-
меняется на . Данные отличия в общем случае
приводят к изменению групповой скорости маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн. Сжимаемость приводит к из-
менению кривизны дисперсионных поверхно-
стей, при этом их общая форма остается
аналогичной случаю несжимаемой плазмы [48].

2.3.2. Волны в астрофизической плазме в гори-
зонтальном магнитном поле. В отсутствие внешне-
го вертикального магнитого поля линейными ре-
шениями системы (45)–(49) в приближении
стандартной f-плоскости на фоне стационара
(55) являются магнитные инерционно-гравита-
ционные волны

(62)

и магнитострофические волны

(63)

В случае отсутствия магнитного поля в системе
уравнение (62) сводится к уравнению (58), которое
описывает инерционно-гравитационные волны в
мелкой воде с учетом крупномасштабной сжимае-

мости. Магнитострофические волны не имеют
аналога в динамике нейтральной жидкости.

Линейным решением системы (45)–(49) в
приближении стандартной β-плоскости на фоне
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стационарного решения с горизонтальным маг-
нитным полем (54) является дисперсионное соот-
ношение в следующем виде:

(64)

В высокочастотном пределе решением уравнения
являются магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны с дисперсионным соотношением

(65)

а в низкочастотном пределе – волны магнито-
Россби с дисперсионным соотношением

(66)

Рассмотрим подробнее выражения (62), (63),
(65), (66). Заметим, что при условии малости вы-
соты слоя по сравнению с характерной высотой

, на которой проявляется сжимаемость, пере-
менная  переходит в высоту слоя  и дисперси-
онные соотношение переходят в аналогичные со-
отношения для несжимаемой плазмы (17), (18),
(20), (21). Сравнивая дисперсионные соотноше-
ния для магнитных инерционно-гравитационных
(62), магнитострофических волн (63) и волн маг-
нито-Россби (66) в сжимаемой среде с несжимае-
мым случаем (17), (18), заметим, что дисперсион-
ные соотношения совпадают за тем исключени-
ем, что слагаемое с внешним магнитным полем

 переходит в , а также выражение
для квадрата скорости слабых возмущений  из-
меняется на . Данные отличия в общем случае
приводят к изменению групповой скорости маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн. Сжимаемость приводит к
изменению кривизны дисперсионных поверх-
ностей, при этом их общая форма остается анало-
гичной случаю несжимаемой плазмы [48].

Общий вид дисперсионных кривых для волн
во вращающихся течениях плазмы в приближе-
нии мелкой воды с учетом крупномасштабной
сжимаемости представлен на рис. 3а, б для маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн во внешнем вертикальном
магнитном поле и в горизонтальном магнитном
поле; на рис. 3в, г для магнитных инерционно-
гравитационных волн и волн магнито-Россби во
внешнем вертикальном и в горизонтальном маг-
нитных полях.

2.3.3. Выводы. В разделе исследованы эффек-
ты сжимаемости в магнитной гидродинамике
вращающейся астрофизической плазмы в при-
ближении мелкой воды. В отличие от известных
магнитогидродинамических уравнений в при-
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ближении мелкой воды с учетом сжимаемости мы
предлагаем обобщение такой системы на случай
тонкого слоя астрофизической плазмы во внеш-
нем вертикальном магнитном поле. Отметим, что
учет вертикального магнитного поля существен-
но расширяет возможности применения прибли-
жения мелкой воды в задачах плазменной астро-
физики. Упрощенная система магнитогидроди-
намических уравнений в приближении мелкой
воды, используемая в настоящей работе, получа-
ется из исходных уравнений магнитной гидроди-
намики сжимаемой плазмы, получена усред-
нением по глубине в предположении гидроста-
тичности распределения давлений и малости
толщины слоя по отношению к характерному го-
ризонтальному линейному размеру задачи. В ре-
зультате в этом приближении фильтруются
звуковые волны и учитывается зависимость плот-
ности от давления на крупных масштабах, описы-
вающая эффекты статической сжимаемости. На
основе предложенной системы уравнений полу-
чены новые магнитогидродинамические уравне-
ния мелкой воды для сферических течений в при-
ближении β-плоскости с учетом крупномасштаб-
ной сжимаемости. Развита теория линейных волн
на основе предложенных уравнений. В случае
уравнений на f-плоскости полученные диспер-
сионные соотношения для магнитных инерци-
онно-гравитационных и магнитострофических
волн существенным образом зависят как от высо-
ты свободной поверхности, так и от величины,
характеризующей степень изменения плотности
вследствие статической сжимаемости, а также от
термодинамических характеристик плазмы. Ана-
логично в случае уравнений на β-плоскости дис-
персионные соотношения для магнитных инер-
ционно-гравитационных волн и волн магнито-
Россби во внешнем вертикальном магнитном по-
ле и в горизонтальном магнитном поле зависят
как от высоты свободной поверхности, так и от
величины, характеризующей степень изменения
плотности вследствие статической сжимаемости,
а также от термодинамических характеристик
плазмы. Кроме того, показано, что скорость рас-
пространения слабых возмущений в обеих систе-
мах также зависит от степени изменения плотно-
сти. Таким образом, исследование линейных
волн в магнитной гидродинамике вращающейся
плазмы с учетом крупномасштабной сжимаемо-
сти показывает зависимость групповых скоро-
стей магнитных инерционно-гравитационных
волн, магнитострофических волн и волн магни-
то-Россби от степени сжимаемости плазмы.

3. ЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ В ТРЕХМЕРНЫХ 
ТЕЧЕНИЯХ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ПЛАЗМЫ

В разделе 2.2 приведен учет стратификации
при исследовании волновых процессов во враща-
ющейся плазме в рамках магнитогидродинами-
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ческих уравнений мелкой воды во внешнем маг-
нитном поле. В разделе 2.3 приведен учет крупно-
масштабной сжимаемости при исследовании
волновых процессов во вращающейся плазме в
рамках магнитогидродинамических уравнений
мелкой воды во внешнем магнитном поле. Одна-
ко магнитогидродинамическая теория мелкой
воды является двумерной, что исключает верти-
кальные ускорения и учет вертикального измене-
ния горизонтальных составляющих магнитного
поля и поля скорости. Кроме того, в двумерных
уравнениях невозможно исследование таких важ-
ных для астрофизической плазмы течений, как
течения с непрерывной стратификацией. Таким
образом, для расширения области исследования
волновых процессов вращающейся плазмы мы
переходим к приближениям для трехмерных те-
чений. В разделе 3.1 рассматриваются трехмер-

ные течения в рамках магнитогидродинамиче-
ских уравнений несжимаемой стратифицирован-
ной вращающейся плазмы в приближении
Буссинеска. В разделе 3.2 рассматриваются трех-
мерные течения в рамках магнитогидродинами-
ческих уравнений сжимаемой стратифицирован-
ной плазмы в неупругом приближении. Отметим,
что трехмерность рассматриваемых систем урав-
нений позволяет произвести учет горизонталь-
ной составляющей вектора Кориолиса, что осо-
бенно важно при исследовании экваториальных
течений. Таким образом сила Кориолиса рас-
сматривается не только в приближении стандарт-
ных f- и β-плоскостей, но и в приближении не-
стандартных f- и β-плоскостей, в которых вектор
Кориолиса содержит как вертикальную компо-
ненту вдоль z, так и горизонтальную компоненту
вдоль y.

Рис. 3. Дисперсионные кривые для волн в однойслойной мелкой воде на стандартной -плоскости во внешнем верти-
кальном магнитном поле (a): магнитная инерционно-гравитационная волна без учета сжимаемости 1 –  и

с учетом крупномасштабной сжимаемости 2 – , магнитострофическая волна без учета сжимаемости 3 – 

и с учетом крупномасштабной сжимаемости 4 – ; на стандартной f-плоскости в горизонтальном магнитном поле

(б): магнитная инерционно-гравитационная волна без учета сжимаемости 1 –  и с учетом крупномасштабной

сжимаемости 2 – , магнитострофическая волна без учета сжимаемости 3 –  и с учетом крупномасштабной

сжимаемости 4 – ; на стандартной β-плоскости во внешнем вертикальном магнитном поле (в): магнитная инер-

ционно-гравитационная волна без учета сжимаемости 1 –  и с учетом крупномасштабной сжимаемости 2 –

, волна магнито-Россби без учета сжимаемости 3 –  и с учетом крупномасштабной сжимаемости 4 – ;

на стандартной -плоскости в горизонтальном магнитном поле (г): магнитная инерционно-гравитационная волна без
учета сжимаемости 1 –  и с учетом крупномасштабной сжимаемости 2 – , волна магнито-Россби без учета

сжимаемости 3 –  и с учетом крупномасштабной сжимаемости 4 – .
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3.1. Приближение Буссинеска для течений 
вращающейся стратифицированной плазмы

Приведен обзор трехмерных магнитогидроди-
намических течений вращающейся устойчиво-
стратифицированной плазмы. Трехмерность те-
чений позволяет рассматривать волновые про-
цессы в устойчиво-стратифицированном слое
плазмы с непрерывным линейным профилем
плотности. Как хорошо известно в геофизи-
ческой гидродинамике стратифицированных
вращающихся течений возникают инерционно-
гравитационные волны вследствие двух вос-
станавливающих механизмов – вращения и стра-
тификации. В рассматриваемом здесь случае маг-
нитных течений волновая картина гораздо богаче
вследствие наличия дополнительной восстанав-
ливающей силы, а именно силы Лоренца, наряду
с силой Кориолиса и силой плавучести. Кроме
того учет трехмерности позволяет детально ис-
следовать волновые процессы в магнитогидроди-
намике стратифицированной плазмы с учетом
горизонтальной составляющей силы Кориолиса,
что является особенно принципиальным при изу-
чении экваториальных течений. Отметим, что
волны Россби обнаружены именно в экватори-
альной зоне Солнца [32, 38]. Для исследования
волн в трехмерных магнитогидродинамических
течениях вращающейся стратифицированной
плазмы используется трехмерная магнитогидро-
динамическая система в приближении Бусси-
неска. Уравнения записаны в неинерциальной
системе отсчета, вращающейся вместе со слоем
плазмы со скоростью Ω:

(67)

(68)

(69)

(70)

где u – вектор скорости плазмы, b – вектор напря-
женности магнитного поля в плазме, f – вектор
Кориолиса, ρ – плотность плазмы,  – плот-
ность при равновесной температуре,  – на-
чальный профиль плотности, обеспечивающий
устойчивую стратификацию, p – давление,

. Первое уравнение системы – урав-
нение изменения импульса, второе – уравнение
переноса магнитного поля, третье – уравнение
изменения плотности, четвертое – условие без-
дивергентости поля скоростей. Введем следую-

щие переобозначения: , ,
.

Система (67)–(70) изучается в четырех различ-
ных приближениях для силы Кориолиса:

• приближение стандартной f-плоскости, в ко-
тором вектор Кориолиса f преполагается посто-
янным и направленным строго по вертикали

;

• приближение нестандартной f-плоскости [55,
79], в котором вектор Кориолиса f преполагается
постоянным и отклоненным от вертикали в плос-
кость ( ), ;

• приближение стандартной β-плоскости, в
котором предполагается, что вектор Кориолиса

 направлен по вертикали и слабо ме-
няется при малых изменениях широты θ. В таком
случае вертикальная компонента вектора раскла-
дывается в ряд , где ,

, ;

• приближение нестандартной -плоскости
[55, 79], в котором предполагается, что вектор
Кориолиса  расположен в плоскости
( ) и слабо меняется при малых изменениях
широты . В таком случае вертикальная и гори-
зонтальная компоненты вектора раскладываются
в ряд , , где ,

, , , ,
.

Система (67)–(70) имеет стационарное реше-
ние в виде покоящегося слоя плазмы с постоян-
ным магнитным полем и линейным профилем
плотности

(71)

где  – квадрат частоты Брента–Вяйсяля для
несжимаемых течений.

3.1.1. Волны в астрофизической плазме без уче-
та сферичности. В приближении стандартной
f-плоскости решением системы (67)–(70), линеа-
ризованной на фоне стационара (71), является
дисперсионное соотношение в следующем виде:

(72)
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которое описывает волны во вращающейся стратифицированной плазме в приближении Буссинеска.
Его решением являются трехмерные магнитные инерционно-гравитационные волны с дисперсион-
ным соотношением

(73)

и трехмерные магнитострофические волны с дисперсионным соотношением

(74)

В выражениях (73), (74) знак “+” соответствует
волне, распространяющейся по направлению
волнового вектора k, а знак “–” – волне, распро-
страняющейся в направлении, противоположном
k. Восстанавливающими силами найденных волн
являются сила Кориолиса, сила Лоренца и сила
плавучести. Эффекты стратификации в диспер-
сионных соотношениях (73), (74) представлены
слагаемыми с частотой Брэнта–Вяйсяля . От-
метим, что трехмерные магнитострофические
волны (74) не имеют аналога в динамике ней-
тральной жидкости, тогда как дисперсионное со-
отношение (73) в отсутствие магнитного поля
описывает гидродинамические инерционно-гра-
витационные волны. Для инерционно-гравита-
ционных волн в отсутствие магнитного поля
выполняется условие перпендикулярности груп-
повой скорости волновому вектору [119]. Иссле-
дование дисперсионного соотношения выявило,
что присутствие магнитного поля (73) это условие
нарушает, .

В частном случае горизонтальных возмущений
( ) дисперсионное уравнение (72)
принимает вид

(75)

и имеет решение в виде волн Альфвена, динамика
которых определяется силой Лоренца

(76)
и магнитогравитационных волн, динамика кото-
рых определяется силой плавучести и силой Ло-
ренца

(77)
Знак “+” соответствует волнам, распространяю-
щимся в направлении , а знак “–” – волнам,
распространяющимся в направлении, противо-
положном . Волны Альфвена (76) представляют
частный тип магнитных инерционно-гравитаци-

онных волн, распространяющихся в горизон-
тальной плоскости. Магнитогравитационные
волны (77) представляют частный тип магнито-
строфических волн, распространяющихся по го-
ризонтальной плоскости. В отсутствие магнитно-
го поля ( ) их дисперсионное соотношение
описывает гравитационные волны с частотой

Брэнта–Вяйсяля .
В частном случае вертикальных возмущений в

системе ( ) дисперсионное уравнение
(72) принимает вид

(78)

и имеет решение в виде двух магнитных инерци-
онных волн, динамика которых определяется си-
лой Лоренца и силой Кориолиса:

(79)

(80)

Знак “+” соответствует волнам, распространяю-
щимся в направлении , а знак “–” – волнам,
распространяющимся в направлении, противо-
положном . Данный тип волн явлется резо-
нансными волнами в модели мелкой воды в гори-
зонтальном магнитном поле (17), (18). Волны с
частотой  (79) представляют частный тип маг-
нитных инерционно-гравитационных волн, рас-
пространяющихся только вдоль вертикальной
компоненты волнового вектора. В отсутствие
магнитного поля ( ) их дисперсионное со-
отношение (79) принимает вид . Волны с
частотой  (80) представляют частный тип маг-
нитострофических волн, распространяющихся
только вдоль вертикальной компоненты волно-
вого вектора. В отсутствие магнитного поля
( ) их дисперсионное соотношение обраща-
ется в нуль.
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В приближении нестандартной f-плоскости
решением системы (67)–(70), линеаризованной
на фоне стационара (71), является дисперсионное
уравнение в следующем виде:

(81)

Решениями уравнения (81) являются дисперси-
онные соотношения, аналогичные полученным в
приближении f-плоскости (73), (74), описываю-
щие два типа волн: трехмерные инерционно-гра-
витационные волны и трехмерные магнитостро-
фические волны. Дисперсионное соотношение
для трехмерных магнитных инерционно-гравита-
ционных волн в приближении Буссинеска на не-
стандартной f-плоскости имеет следующий вид:

(82)

Дисперсионное соотношение для трехмерных магнитострофических волн на нестандартной -плос-
кости имеет следующий вид:

(83)

В частном случае вертикальных возмущений
в системе ( ) дисперсионное уравне-
ние (81) принимает вид аналогичный дисперси-
онному уравнению на f-плоскости (78) и имеет
решение в виде двух магнитных инерционных
волн, динамика которых определяется силой Ло-
ренца и силой Кориолиса (79), (80).

В частном случае горизонтальных возмущений
в системе ( ) дисперсионное уравне-

ние (81) принимает вид

(84)

и имеет решение в виде двумерных магнитных
инерционно-гравитационных волн с дисперси-
онным соотношением

(85)

и двумерных магнитострофических волн с дисперсионным соотношением

(86)

Знак “+” соответствует волнам, распространяю-
щимся в направлении , а знак “–” – волнам,
распространяющимся в направлении, противо-
положном . Динамика волн определяется сила-
ми Лоренца, Кориолиса и плавучести. В отличие
от стандартной f-плоскости, в силу наличия го-
ризонтальной составляющей вектора Кориолиса

 в частном случае горизонтальных течений ди-
намика волн остается прежней. Трехмерные маг-
нитные инерционно-гравитационные волны (73)
и трехмерные магнитострофические волны (74)
переходят в свои двумерные аналоги. В отсут-
ствие магнитного поля дисперсионное соотно-
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описывающее двумерные инерционно-гравита-
ционные волны [119]. Двумерные магнитостро-
фические волны не имеют аналога в динамике
нейтральной жидкости. Отметим, что порядок
величины горизонтальной составляющей силы
Кориолиса  влияет на динамику волн. Найден-
ные отличия в дисперсионных кривых, связан-
ные с горизонтальной компонентой  в нестан-
дартном приближении f-плоскости, существенно
влияют на трехволновые взаимодействия.

Общий вид дисперсионных кривых для волн
на стандартной f-плоскости при , 
представлен на рис. 4a, при ,  – на
рис. 4б. Общий вид дисперсионных кривых для
волн на нестандартной f-плоскости при ω(kx) > 0,

 представлен на рис. 4в, при ,
 – на рис. 4г.

3.1.2 Волны в астрофизической плазме с учетом
сферичности. В приближении стандартной β-плос-
кости решением системы (67)–(70), линеаризо-

Hf

Hf

ω > 0 = xk k
ω > 0 = zk k

= constyk ω( ) > 0yk
= constxk

ванной на фоне стационара (71), является дис-
персионное соотношение в следующем виде:

(87)

Рассмотрим распространение волн в плоскости
( ) при условии . Дисперсионное соот-
ношение в данном приближении имеет вид

(88)

и описывает три типа волн. Первый тип волн –
магнитогравитационные волны, аналогичные
волнам на f-плоскости (77).

Второй тип волн – волны магнито-Россби с
дисперсионным соотношением [117]
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Рис. 4. Дисперсионные кривые волн на стандартной f-плоскости в приближении Буссинеска: 1 – магнитогравита-
ционная волна , 2 – волна Альфвена  (a); 1 – магнитная инерционная волна , 2 – магнитная
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, 3 – магнитная инерционно-гравитационная волна  при , 4 – магнитострофиче-

ская волна  при  (г).

(a) (б)

(в) (г)

�

kx

k = kx, ky = 0.1 k = ky, kx = 0.1

kz

1

1 1

3

4

3

1

2

2
2

2

4

ω ( )mgr xk ω ( )A xk ω
1
( )z zk

ω
2

( )z zk

ω
2'

( ,0.1)
D

xmig
k ω

2'
( ,0.1)

D
xmstr

k

ω
2'

( ,0.1)
D

xmig
k 1Hf @ ω

2'
( ,0.1)

D
xmstr

k

1Hf @ ω
2'

(0.1, )
D

ymig
k

ω
2'

(0.1, )
D

ymstr
k ω

2'
(0.1, )

D
ymig

k 1Hf @

ω
2'

(0.1, )
D

ymstr
k 1Hf @



ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 49  № 3  2023

ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ПЛАЗМЕННОЙ АСТРОФИЗИКЕ 231

которое, в случае отсутствия магнитного поля, пе-
реходит в дисперсионное соотношение для стан-
дартной гидродинамической волны Россби [54]

(90)

Третий тип волн – волны магнито-Россби с
дисперсионным соотношением

(91)

которое обращается в ноль в отсутствии магнит-
ного поля в системе.

Динамика волн магнито-Россби определяется
силой Кориолиса и силой Лоренца. Оба типа
волн магнито-Россби (89), (91) при распростра-
нении строго по  вырождаются в альфвенов-
ские волны с дисперсионным соотношением

(92)

аналогичные волнам Альфвена на f-плоскости
при  (76).

Отметим, что в низкочастотном пределе урав-
нение (87) имеет решение в виде волны магнито-
Россби, динамику которой определяют не только
сила Кориолиса и Лоренца, но и сила плавучести:

(93)

Дисперсионое соотношение (93) переходит в дис-
персионное соотношение для волны магнито-
Россби в двумерных магнитогидродинамических
течениях вращающейся плазмы на -плоскости
[54] при :

(94)

Рассмотрим переход в дисперсионном соотноше-
нии (87) к случаю гидродинамики нейтральной
вращающейся жидкости. В отсутствие магнитно-
го поля ( ) уравнение (87) принимает вид

(95)

Заметим, что для решения в низкочастотном пре-
деле можно получить выражение для частоты
трехмерной гидродинамической волны Россби в
приближении Буссинеска

(96)

которое переходит, при условии , в стан-
дартную гидродинамическую волну Россби (90).
Динамика трехмерной волны Россби (96) опреде-
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ляется не только силой Кориолиса, но и силой
плавучести.

В приближении нестандартной -плоскости
решением системы (67)–(70), линеаризованной
на фоне стационара (71), является дисперсионное
соотношение в следующем виде:

(97)

Рассмотрим распространение волн в плоскости
( ) при условии . Дисперсионное соот-
ношение в данном приближении имеет вид

(98)

При  уравнение (98) описывает два типа
волн, аналогичных волнам на нестандартной f-
плоскости: одномерные магнитные инерционно-
гравитационные волны

(99)

и одномерные магнитострофические волны

(100)

Важное отличие, связанное с нестандартным
приближением β-плоскости, которые мы можем
получить аналитически – низкочастотный пре-
дел в уравнении (97), который дает новое выраже-
ние для волны магнито-Россби:

(101)

Выражение (101), так же как и выражение (93)
описывает волны магнито-Россби, динамика ко-
торых определяется не только силами Кориолиса
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и Лоренца, но и силой плавучести, а при 
сводится к выражению аналогичному полученно-
му в работах по исследованию магнитогидро-
динамических течений вращающейся плазмы на

-плоскости в двумерной магнитогидродина-
мике [54].

Рассмотрим переход в дисперсионном соотно-
шении (97) к случаю вращающейся нейтральной
жидкости. В отсутствие магнитного поля ( )
уравнение (97) принимает вид

(102)

В низкочастотном пределе получаем выражение
для частоты трехмерной гидродинамической вол-
ны Россби в приближении Буссинеска на нестан-
дартной -плоскости

(103)

которое переходит, при условии , в стан-
дартную гидродинамическую волну Россби (90).

Общий вид дисперсионных кривых волн на
стандартной β-плоскости при ,  пред-
ставлен на рис. 5a, для  – на рис. 5б. Дис-
персионные кривые низкочастотных волн магни-
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то-Россби при  представлены на рис.
5в для стандартной бета-плоскости и на рис. 5г
для нестандартной.

3.1.3. Выводы. В разделе обсуждаются магни-
тогидродинамические волны в стратифициро-
ванной вращающейся плазме в поле силы тяже-
сти в приближении Буссинеска (в устойчиво
стратифицированном слое с линейным профи-
лем плотности). Для плоских течений на f-плос-
кости и на нестандартной f-плоскости получены
дисперсионные уравнения и найдены решения,
описывающие трехмерные магнитные инерцион-
но-гравитационные волны (73), которые в отсут-
ствие магнитного поля переходят в трехмерные
инерционно-гравитационные волны в прибли-
жении Буссинеска в нейтральной жидкости [119],
и трехмерные магнитострофические волны (74),
не имеющие аналога в гидродинамике нейтраль-
ной жидкости. Найдено, что наличие магнитного
поля нарушает условие перпендикулярности
групповой скорости инерционно-гравитацион-
ных волн волновому вектору. В частном случае
распространения трехмерных волн в горизон-
тальной плоскости ( ) магнитые инер-
ционно-гравитационные волны на f-плоскости
превращаются в волны Альфвена (76), магнито-
строфические волны на f-плоскости превраща-
ются в магнитогравитационные волны (77), маг-
нитные инерционно-гравитационные волны на
нестандартной f-плоскости превращаются в дву-
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Рис. 5. Дисперсионные кривые волн на стандартной β-плоскости в приближении Буссинеска: 1 – магнитогравитаци-
онная волна , 2 – волна магнито-Россби  (a); 1 – магнитогравитационная волна , 2 – волна

Альфвена  (б). Дисперсионные кривые низкочастотных волн магнито-Россби на стандартной -плоскости

 (в) и на нестандартной β-плоскости  (г).
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мерные магнитные инерционно-гравитационные
волны (85), а магнитострофические волны на не-
стандартной f-плоскости превращаются в дву-
мерные магнитострофические волны (86). При
распространении волн на f-плоскости и на не-
стандартной f-плоскости только вдоль верти-
кальной составляющей волнового вектора ( )
магнитные инерционно гравитационные волны
превращаются в магнитные волны с частотой 
(79), а магнитострофические волны превращают-
ся в волны с частотой  (80), динамика которых
определяется только силой Лоренца и силой Ко-
риолиса. Для сферических течений на β-плоско-
сти и на нестандартнной β-плоскости также по-
лучены дисперсионные уравнения и найдены ре-
шения в виде магнитогравитационных волн (77),
одномерных магнитных инерционно-гравитаци-
онных волн (99) и одномерных магнитострофи-
ческих волн (100), аналогичных волнам в плоских
течениях, волн магнито-Россби (89), которые в
отсутствие магнитного поля превращаются в гид-
родинамические волны Россби (90), и волн маг-
нито-Россби (91), исчезающих в отсутствие маг-
нитного поля. Отметим, что в низкочастотном
пределе найдены дисперсионные соотношения
для трехмерных волн магнито-Россби на β-плос-
кости (93) и трехмерных волн магнито-Россби на
нестандартной -плоскости (101), которые в
приближении двумерных потоков ( ) опи-
сывают волны магнито-Россби (94), аналогичные
полученным в работах по исследованию магни-
тогидродинамических течений вращающейся
плазмы в приближении мелкой воды. Кроме того,
в приближении вертикальных течений ( )
дисперсионные соотношения как на -плос-
кости, так и на нестандартной β-плоскости
описывают магнитные волны, распространяю-
щиеся вдоль вертикальной составляющей вол-
нового вектора, аналогичные магнитным волнам
на f-плоскости и на нестандартной f-плоскости
(79), (80).

3.2. Неупругое приближение для течений 
сжимаемой вращающейся 

стратифицированной плазмы

Как было отмечено в разделе 2.3, сжимаемость
является принципиально важным свойством те-
чений в плазменной астрофизике и характеризует
большинство наблюдаемых объектов во Вселен-
ной. Наряду со сжимаемостью, большой интерес
представляет исследование влияния стратифика-
ции на волновые процессы в течениях астрофи-
зической плазмы. Далее описываются течения
вращающейся сжимаемой плазмы с устойчивым
непрерывно стратифицированным профилем эн-
тропии в неупругом приближении. Неупругое
приближение является одним из приближений,

= zk k
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β
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β

используемых при исследовании течений с
малым числом Маха, в котором характерный
временной масштаб изучаемых течений астрофи-
зической плазмы значительно превышает время
распространения акустических волн. В неупру-
гом приближении для стратифицированной
плазмы элемент жидкости при движении по
вертикали меняет свой объем вследствие измене-
ния давления окружающей среды. Изучаются
линейные волны в трехмерных течениях сжимае-
мой стратифицированной вращающейся плазмы
в рамках системы магнитогидродинамических
уравнений в неупругом приближении. Вывод си-
стемы магнитогидродинамических уравнений в
неупругом приближении основан на методике,
предложенной в [120]. В качестве исходной ис-
пользуется полная система магнитогидродина-
мических уравнений сжимаемой плазмы при на-
личии вращения, состоящая из уравнения На-
вье–Стокса, уравнения для энтропии, уравнения
индукции для идеально проводящей плазмы, урав-
нения непрерывности, уравнения бездивергент-
ности магнитного поля и уравнения состояния.
Для удобства анализа производят переход от эн-
тропии S к потенциальной температуре θ, исполь-
зуя их простую зависимость, заданную выражени-
ем . В качестве исходного рассматри-
вается состояние равновесия плазмы (u0 = 0) в
постоянном магнитном поле ( ) при на-
личии стратификации . Возмущение исход-
ного состояния равновесия , ,

, ,  такое, что воз-
мущение плотности полагается малым ( ).
Кроме того, в уравнение Навье–Стокса вводится
новая переменная  (“reduced pressure”)
[120]. Пренебрегая всеми слагаемыми, пропорци-
ональными , за исключением слагаемых, содер-
жащих градиент , обеспечивается выполнение
условия сохранения энергии в системе, а полу-
ченная система уравнений становится удобна для
дальнейшего исследования, поскольку не вклю-
чает в явном виде слагаемых, содержащих возму-
щение плотности. Система магнитогидродина-
мических уравнений в неупругом приближении
для сжимаемой стратифицированной вращаю-
щейся плазмы имеет вид [88]
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(107)

(108)

(109)

Ключевые отличия системы уравнений в неупру-
гом приближении от уравнений в приближении
Буссинеска (67)–(70) заключаются в уравнении
энергии, записанном для потенциальной темпе-
ратуры, в уравнении непрерывности, включаю-
щем в себя исходный стратифицированный про-
филь плотности и в уравнении состояния, опре-
деляющем функцию плотности, как функцию не
только давления, но и потенциальной температу-
ры (энтропии). Таким образом, в неупругом при-
ближении изменение давления и плотности жид-
кости связаны не только с силой плавучести, как
в приближении Буссинеска, но и с изменением
потенциальной температуры (энтропии).

Система уравнений (104)–(107) допускает ана-
литическое исследование для стратифицирован-
ного слоя плазмы с исходным устойчивым линей-
ным профилем энтропии:

(110)

В этом случае уравнение состояния для невозму-
щенных величин определяет связь между плотно-
стью и потенциальной температурой следующим
образом:

(111)

Введем понятие частоты Брента–Вяйсяля в
сжимаемых течениях стратифицированной аст-
рофизической пламзы в следующем виде:

(112)

Учет сжимаемости в выражении (112) приво-
дит к зависимости частоты Брента–Вяйсяля не
только от плотности, но и от давления. Первое
слагаемое в частоте Брента–Вяйсяля  для сжи-
маемых течений в неупругом приближении с ли-
нейным профилем энтропии (112) имеет вид, ана-
логичный частоте Брента–Вяйсяля в приближе-
нии Буссинеска , где  –
постоянная фоновая плотность, а  – линейный
профиль плотности, обеспечивающий устойчи-
вую стратификацию. В случае сжимаемых тече-
ний в неупругом приближении предполагается
стратификация исходного профиля плотности

, обеспечивающая линейность и устойчи-
вость профиля энтропии ( ). Таким
образом для удобства дальнейшего анализа мы
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обозначим первое слагаемое в (112) в следующем
виде:

(113)

Кроме того введем следующие переобозначе-
ния для потенциальной температуры и магнитно-
го поля

Магнитогидродинамические уравнения в не-
упругом приближении (104)–(107) записаны для
полной силы Кориолиса. Для дальнейшего ис-
следования используем четыре различных при-
ближения силы Кориолиса, описанные в разде-
ле 3.1: приближение стандартной f-плоскости,
приближение нестандартной f-плоскости, при-
ближение стандартной β-плоскости, приближе-
ние нестандартной β-плоскости.

3.2.1. Волны в астрофизической плазме без уче-
та сферичности. В приближении стандартной
f-плоскости решением системы (104)–(107), ли-
неаризованной на фоне стационарного состоя-
ния покоящегося слоя плазмы с постоянным маг-
нитным полем и линейным профилем энтропии
(110), является дисперсионное соотношение

(114)

При условии когда в состоянии покоя магнитное
поле направлено вдоль вертикальной координаты
z ( ), дисперсионное уравнение (114)
принимает вид

(115)

и его решение включает два типа волн: трехмер-
ные сжимаемые магнитные инерционно-грави-
тационные волны и трехмерные сжимаемые маг-
нитострофические волны. Дисперсионное урав-
нение для трехмерных сжимаемых магнитных
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инерционно-гравитационных волн в неупругом
приближении имеет вид

(116)

Выражение (116) имеет вид аналогичный диспер-
сионному соотношению для трехмерных магнит-
ных инерционно-гравитационных волн в при-
ближении Буссинеска (73). Однако принципи-
альным отличием является присутствие в (116)
частоты Брента–Вяйсяля для сжимаемых тече-
ний , которая зависит как от исходного профи-
ля плотности, так и от исходного профиля давле-
ния. Таким образом для волн, описываемых
дисперсионным соотношением (116) восстанав-
ливающими механизмами являются не только
вращение, магнитное поле и гравитация, но и
сжимаемость. В частном случае отсутствия верти-
кального магнитного поля ( ) выражение
(116) переходит в дисперсионное соотношение
для трехмерных инерционно-гравитационных
волн в нейтральной жидкости

(117)

Дисперсионное соотношение для трехмерных
магнитострофических волн в неупругом прибли-
жении имеет вид

(118)

Также как и в случае трехмерных магнитных
инерционно-гравитационных волн, трехмерные
магнитострофические волны в неупругом при-
ближении описываются дисперсионным уравне-
нием, аналогичным дисперсионному уравнению
в приближении Буссинеска (74), с учетом эффек-
тов сжимаемости в частоте Брента–Вяйсяля .

В случае двумерных возмущений, направлен-
ных только в горизонтальном направлении
( ), дисперсионное уравнение (114) прини-
мает вид

(119)

θ

θ


ω ± + − +



  + − +    

2 2 2
2 2 2

2 20

1/2
22 2 2

2 2 4 2

0

=
2 2

2 .
2 2

z

V z h
mig z zB

V z h
z z V

f k kB k N
k k

f k k N B k f
k

θ
2N

0 = 0zB

θ
 

ω ± − 
 

1/22 2 2
2

2 23
= .V z h

ig D

f k k N
k k

θ

θ


ω ± + − −



  − − +    

2 2 2
2 2 2

2 20

1/2
22 2 2

2 2 4 2

0

=
2 2

2 .
2 2

z

V z h
mstr z zB

V z h
z z V

f k kB k N
k k

f k k N B k f
k

θ
2N

= 0zk

θ

θ

 ω − ⋅ − ω + 
 + ⋅ ⋅ − 

4 2 2 2
0

2 2 2
0 0

2( )

( ) ( ) = 0

h

h h

N

N

B k

B k B k

и допускает решение в виде двух типов волн. Пер-
вый тип – волны Альфвена с дисперсионным со-
отношением

(120)
Второй тип – двумерные магнитогравитацион-
ные волны в неупругом приближении с диспер-
сионным соотношением

(121)
Выражение (121) в отсутствие магнитного поля
описывает сжимаемые гравитационные волны в
нейтральной жидкости в неупругом приближе-

нии с частотой .
В противоположном случае одномерных вер-

тикальных возмущений ( ) дисперсионное
уравнение (114) записывается в виде

(122)

и описывает два типа магнитных инерционной
гравитационных волн, аналогичных волнам в
приближении Буссинеска (79), (80).

Общий вид дисперсионных кривых сжимае-
мых волн на стандартной f-плоскости при ,

 представлен на рис. 6а для магнитных
инерционно-гравитационных и магнитострофи-
ческих волн и на рис. 6б для волн Альфвена и
магнитогравитационных волн.

В приближении нестандартной f-плоскости
решением системы (104)–(107), линеаризован-
ной на фоне стационарного состояния покояще-
гося слоя плазмы с постоянным магнитным по-
лем и линейным профилем энтропии (110), явля-
ется дисперсионное соотношение

(123)

Проанализируем решение полученного диспер-
сионного уравнения в частных случаях. Рассмот-
рим возмущение, направленное вдоль тороидаль-
ной компоненты магнитного поля . Тогда дис-
персионное уравнение (123) принимает вид

(124)

В неупругом приближении слагаемое с массовой
силой в уравнении на z-компоненту скорости со-
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держит потенциальную температуру, зависящую
как от плотности, так и от давления. Уравнение
непрерывности в неупругом приближении вклю-
чает в себя исходный профиль плотности, в то
время как в приближении Буссинеска является
условием бездивергентности поля скоростей. Та-
ким образом в неупругом приближении диспер-
сионное уравнение волн (123) на нестандартной
f-плоскости имеет значительное отличие в выра-
жениях при первой и третьей степени частоты,
что в частном случае распространения волн вдоль
тороидального магнитного поля приводит к по-
явлению новых типов сжимаемых магнитных
инерционно-гравитационных волн.

Соотношение (123) описывает три типа волн.
Первый тип волн – одномерные волны Альфвена
с дисперсионным соотношением

(125)

Второй тип линейных волн – сжимаемые магнит-
ные инерционно-гравитационные волны с дис-
персионным соотношением в следующем виде:

(126)

Выражение (126) значительно отличается от дис-
персионного соотношения (116) для сжимаемых
магнитных инерционно-гравитационных волн,
полученных в предыдущем разделе, а также и от
дисперсионного соотношения для магнитных
инерционно-гравитационных волн в приближе-
нии Буссинеска (82). Однако восстанавливающие
механизмы для волн, описываемых выражения-
ми (126) и (116), одинаковы. Тем не менее выра-
жение (126) описывает физические эффекты,
сопровождающие сжимаемые магнитные инер-
ционно-гравитационные волны в неупругом при-
ближении с новым законом дисперсии, восста-
навливающими механизмами которых являются
вращение, гравитация, магнитное поле и сжима-
емость. Отметим, что исходный профиль плотно-
сти связан непосредственно с горизонтальной со-
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ставляющей силы Кориолиса. Такая связь обсу-
ловлена учетом эффектов сжимаемости и
горизонтальной компоненты вектора Кориолиса,
а также распространением волн вдоль тороидаль-
ного магнитного поля. В предположении отстут-
ствия стратификации плотности ( ) вклад
силы инерции в дисперсионное соотношение
(126) исчезает и оно описывает одномерные сжи-
маемые магнитогравитационные волны в неупру-
гом приближении с частотой:

(127)

где .
В частном случае отсутствия магнитного поля

( ) дисперсионное соотношение (126)
представимо в виде

(128)

и описывает одномерные сжимаемые инерцион-
но-гравитационные волны в нейтральной жидко-
сти. Дисперсионное соотношение (128) в предпо-
ложении отстутствия стратификации плотности
( ) описывает сжимаемые гравитационные
волны в неупругом приближении с частотой

.
Третий тип волн – сжимаемые магнитные

инерционно-гравитационные волны с дисперси-
онным соотношением

(129)

аналогичным полученному выше (126) с точно-
стью до знака перед корнем. В предположении
отстутствия стратификации плотности ( )
данный тип волн переходит в сжимаемые магни-
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Рис. 6. Дисперсионные кривые волн на стандартной f-плоскости в неупругом приближении: 1 – сжимаемая магнит-
ная инерционно-гравитационная волна  и 2 – сжимаемая магнитострофическая волна  (a); 1 – сжимае-

мая магнитогравитационная волна  и 2 – волна Альфвена  (б).
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тогравитационные волны в неупругом приближе-
нии с частотой

(130)

В частном случае отсутствия магнитного поля
( ) выражение (129) описывает сжимаемые
инерционно-гравитационные волны в нейтраль-
ной жидкости с частотой

(131)

В случае полного отсутствия стратификации
( , ) оба типа волн (126), (129) пере-
ходят в одномерные волны Альфвена с частотой

.
В случае полоидального магнитного поля в со-

стоянии покоя и одномерного возмущения, на-
правленного вдоль магнитного поля, дисперси-
онное уравнение (123) принимает вид

(132)

и описывает два типа волн: одномерные магнит-
ные инерционно-гравитационные волны и одно-
мерные магнитострофические волны. Дисперси-
онное соотношение для одномерных магнитных
инерционно-гравитационных волн в неупругом
приближении имеет следующий вид:

(133)

Такой тип волн, также как и в случае трерхмер-
ных магнитных инерционно-гравитационных
волн на стандартной f-плоскости (116), является
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сжимаемым одномерным аналогом одномерных
магнитных инерционно-гравитационных волн
в приближении Буссинеска (82). В частном слу-
чае отсутствия магнитного поля ( ) выра-
жение (133) переходит в дисперсионное соотно-
шение для одномерных инерционно-гравитаци-
онных волн в нейтральной жидкости

(134)

Дисперсионное соотношение для одномерных
магнитострофических волн имеет вид

(135)

аналогичный дисперсионному соотношению для
одномерных магнитострофических волн в при-
ближении Буссинеска (83), с учетом эффектов
сжимаемости, представленных частотой Брента–
Вяйсяля .

Общий вид дисперсионных кривых сжимае-
мых волн на нестандартной f-плоскости пред-
ставлен на рис. 7a при ,  и на рис. 7б
при , .

3.2.2. Волны в астрофизической плазме с учетом
сферичности. В приближении стандартной -плос-
кости решением системы (104)–(107), линеари-
зованной на фоне стационарного состояния по-
коящегося слоя плазмы с постоянным магнит-
ным полем и линейным профилем энтропии
(110), является дисперсионное соотношение
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Рис. 7. Дисперсионные кривые волн на нестандартной f-плоскости в неупругом приближении: 1 – сжимаемая маг-
нитная инерционно-гравитационная волна  и 2 – волна Альфвена  (a); 1 – сжимаемая магнитная инерцион-

но-гравитационная волна  и 2 – сжимаемая магнитострофическая волна  (б).
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(136)

В случае двумерных возмущений, направлен-
ных только в горизонтальном направлении
( ), дисперсионное уравнение (136) прини-
мает вид

(137)

Выражение (137) описывает три типа волн.
Первый тип – сжимаемые магнитогравитацион-
ные волны в неупругом приближении, аналогич-
ные волнам на f-плоскости (121). Второй тип –
волны магнито-Россби, которые в отсутствие
магнитного поля переходят в стандартные гидро-
динамические волны Россби. Эти волны анало-
гичны волнам магнито-Россби (89) в приближе-
нии Буссинеска. Третий тип – волны магнито-

Россби, не имеющие аналога в динамике ней-
тральной жидкости. Эти волны аналогичны вол-
нам магнито-Россби (91) в приближении Бусси-
неска.

В случае одномерных возмущений, направ-
ленных только вдоль полоидальной составляю-
щей магнитного поля, дисперсионное уравнение
(136) принимает вид

(138)

Выражение (138) описывает два типа волн: одно-
мерные волны Альфвена с дисперсионным соот-
ношением

(139)

и одномерные сжимаемые магнитогравитацион-
ные волны в неупругом приближении с диспер-
сионным соотношением

(140)

В низкочастотном пределе уравнение (136)
описывает сжимаемую трехмерную волну магни-
то-Россби в неупругом приближении с дисперси-
онным соотношением в следующем виде:

(141)

Выражение (141) учитывает эффекты сжимаемо-
сти в низкочастотных трехмерных волнах Россби,
вследствие зависимости частоты Брента–Вяйся-
ля для сжимаемых течений  не только от исход-
ного профиля плотности, но и от исходного
профиля давления. Дисперсионное соотноше-
ние (141) имеет вид, аналогичный дисперсионно-
му соотношению для трехмерных низкочастот-
ных волн магнито-Россби в приближении Бусси-
неска (93). Однако в результате учета эффектов
сжимаемости в неупругом приближении выраже-
ние (141) имеет дополнительное слагаемое в зна-
менателе, связанное со стратификацией плотно-
сти, которое исчезает, если в состоянии покоя
магнитное поле направлено вдоль вертикали.

Общий вид дисперсионных кривых сжимае-
мых волн на стандартной β-плоскости представ-
лен на рис. 8a при ,  для сжимаемой
магнитогравитационной волны и волны Альфве-
на, на рис. 8б–г для сжимаемой низкочастотной
волны магнито-Россби при  (б),

 (в),  (г).
В приближении нестандартной β-плоскости

решением системы (104)–(107), линеаризован-

ной на фоне стационарного состояния покояще-
гося слоя плазмы с постоянным магнитным по-
лем и линейным профилем энтропии (110), явля-
ется дисперсионное соотношение

(142)
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Проанализируем решение полученного диспер-
сионного уравнения в частных случаях. Рассмот-
рим исходное состояние равновесия с тороидаль-
ным магнитным полем. Для двумерных возмуще-
ний, направленных только в горизонтальном
направлении ( ), таких что  и слагае-

мые , , дисперсионное уравне-
ние (142) принимает вид

(143)

и допускает решение в виде четырех типов волн.
Первый и второй тип – волны магнито-Россби,
аналогичные волнам магнито-Россби на стан-
дартной β-плоскости (и соответственно волнам
магнито-Россби в приближении Буссинеска (89),
(91)), с учетом однокомпонентности магнитного
поля ( ). Третий тип – сжимаемые
магнитные инерционно-гравитационные волны
с дисперсионным соотношением в следующем
виде:

(144)

Дисперсионное соотношение (144) аналогично
полученному при изучении волн на нестандарт-
ной f-плоскости (126).
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Четвертый тип – сжимаемые магнитные инер-
ционно-гравитационные волны с дисперсион-
ным соотношением в следующем виде:

(145)

Дисперсионное соотношение (145) аналогично
полученному при изучении волн на нестандарт-
ной f-плоскости (129).

В случае, когда в состоянии покоя магнитное
поле полоидально и одномерные возмущения на-
правлены вдоль магнитного поля, дисперсионное
уравнение (142) записывается в виде

(146)

В неупругом приближении слагаемое с массовой
силой в уравнении на z-компоненту скорости со-
держит потенциальную температуру, зависящую
как от плотности, так и от давления. Уравнение
непрерывности в неупругом приближении вклю-
чает в себя исходный профиль плотности, в то
время как в приближении Буссинеска является
условием бездивергентности поля скоростей. Та-
ким образом в неупругом приближении диспер-
сионное уравнение волн на нестандартной
β-плоскости (142) имеет значительное отличие в
выражениях при первой, второй и третьей степе-
ни частоты, что в частном случае распростране-
ния волн вдоль полоидального магнитного поля
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Рис. 8. Дисперсионные кривые волн на стандартной β-плоскости в неупругом приближении: 1 – сжимаемая магнитогра-
витационная волна  и 2 – волна Альфвена  (a); сжимаемая низкочастотная волна магнито-Россби  (б–г).
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(146) приводит к появлению новых типов сжима-
емых магнитных инерционно-гравитационных и
сжимаемых магнитострофических волн.

Дисперсионное соотношение для сжимаемых
магнитных инерционно-гравитационных волн
имеет следующий вид:

(147)

Выражение (147) имеет вид, аналогичный дис-
персионному соотношению для сжимаемых
магнитных инерционно-гравитационных волн,
полученных в предыдущих разделах. Однако
дисперсионное соотношение (147) имеет допол-
нительные слагаемые, включающие в себя пара-
метр β, характерный для волн магнито-Россби,
которые непосредственно связаны с градиентом
профиля плотности и горизонтальной составля-
ющей силы Кориолиса. Такая связь обусловлена
учетом эффектов сжимаемости и горизонтальной
компоненты вектора Кориолиса, а также распро-
странением волн вдоль полоидального магнитно-
го поля. В предположении отстутствия стратифи-
кации плотности ( ) дисперсионное соот-
ношение (147) описывает одномерные магнитные
инерционно-гравитационные волны, аналогич-
ные волнам на нестандартной f-плоскости (133).
В частном случае отсутствия магнитного поля
( ) дисперсионное соотношение (147) опи-
сывает новый тип сжимаемых инерционно-гра-
витационных волны в нейтральной жидкости с
частотой

(148)

Выражение (148) в предположении отсутствия
стратификации плотности ( ) переходит в
выражение (134), которое также описывает инер-
ционно-гравитационные волны в нейтральной
жидкости.

Дисперсионное соотношение для сжимаемых
магнитострофических волн, являющееся реше-
нием дисперсионного уравнения (146) имеет сле-
дующий вид:
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(149)

Волны, описываемые дисперсионным соотноше-
нием (149), не имеют аналога в динамике ней-
тральной жидкости. Выражение (149) имеет вид
аналогичный дисперсионному соотношению для
сжимаемых магнитострофических волн, полу-
ченных в предыдущих разделах. Однако диспер-
сионное соотношение (149) включает в себя пара-
метр β, характерный для волн магнито-Россби,
который как и в случае со сжимаемыми магнит-
ными инерционно-гравитационными волнами с
частотой (147), неразрывно связан с градиентом
профиля плотности и горизонтальной состав-
ляющей силы Кориолиса. В предположении от-
стутствия стратификации плотности ( )
дисперсионное соотношение (149) описывает
одномерные сжимаемые магнитострофические
волны, аналогичные волнам на нестандартной
f-плоскости (135). В случае полного отсутствия
стратификации ( , ) оба типа волн
(147), (149) переходят в одномерные волны Альф-
вена с частотой .

В низкочастотном пределе дисперсионное
уравнение (142) допускает решение в виде сжима-
емой трехмерной волны магнито-Россби в не-
упругом приближении с частотой

(150)

Выражение (150) учитывает эффекты сжимаемо-
сти в низкочастотных трехмерных волнах Россби,
вследствие зависимости частоты Брента–Вяйся-
ля для сжимаемых течений  не только от исход-
ного профиля плотности, но и от исходного про-
филя давления. Дисперсионное соотношение
(150) имеет вид, аналогичный дисперсионному
соотношению для трехмерных низкочастотных
волн магнито-Россби в приближении Буссинеска
на нестандартной β-плоскости (101). Кроме того
в результате учета эффектов сжимаемости в не-
упругом приближении выражение (150) имеет до-
полнительное слагаемое в знаменателе, связан-
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ное со стратификацией плотности, которое, од-
нако, не исчезает при отсутствии горизонтальных
компонент магнитного поля, как в случае стан-
дартного приближения β-плоскости.

Общий вид дисперсионных кривых сжимае-
мых волн на нестандартной β-плоскости пред-
ставлен на рис. 9a при , , на рис. 9б
при , , на рис. 9в при 

, на рис. 9г при  , на
рис. 9д при  .

3.2.3. Выводы. Приведен обзор системы маг-
нитогидродинамических уравнений сжимаемой
вращающейся плазмы с устойчивой стратифика-
цией в поле силы тяжести в неупругом приближе-
нии. Рассмотрены магнитогидродинамические
течения в слое сжимаемой устойчиво стратифи-
цированной вращающейся плазмы с линейным
профилем энтропии в неупругом приближении.

ω > 0 = xk k
ω > 0 = yk k ω > 0

= ( ,1,1)xkk ω > 0 = (1, ,1)ykk
ω > 0 = (1,1, )zkk

Приведена теория линейных волн в сжимаемых
течениях на стандартной и нестандартной f-плос-
костях, получены дисперсионные уравнения и
найдены решения, описывающие различные ти-
пы волн. В приближении f-плоскости найдены
дисперсионные соотношения, описывающие
следующие типы волн: сжимаемые трехмерные
магнитные инерционно-гравитационные волны
(116), которые в отсутствие магнитного поля пе-
реходят в сжимаемые трехмерные инерционно-
гравитационные волны в нейтральной жидкости
в неупругом приближении (117); трехмерные маг-
нитострофические волны (118), не имеющие ана-
лога в гидродинамике нейтральной жидкости;
двумерные волны Альфвена (120); двумерные
сжимаемые магнитогравитационные волны (121);
вертикальные магнитные волны, аналогичные
найденным в приближении Буссинеска (79), (80).
На нестандартной f-плоскости найдены диспер-

Рис. 9. Дисперсионные кривые волн на нестандартной β-плоскости в неупругом приближении: 1 – волна магнито-
Россби , 2 – волна Альфвена  (a); 1 – сжимаемая магнитная инерционно-гравитационная волна , 2 –

сжимаемая магнитострофическая волна  (б); сжимаемая низкочастотная волна магнито-Россби  при

 (в); сжимаемая низкочастотная волна магнито-Россби  при  (г); сжимаемая низкоча-

стотная волна магнито-Россби  при  (д).
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сионные соотношения, описывающие следую-
щие типы волн: одномерные волны Альфвена
(125); одномерные сжимаемые магнитные инер-
ционно-гравитационные волны с новыми зако-
нами дисперсии (126), (129), которые при равен-
стве нулю горизонтальной компоненты вектора
Кориолиса переходят в одномерные сжимаемые
магнитогравитационные волны в (127), (130), а в
отсутствие магнитного поля переходят в сжимае-
мые инерционно-гравитационные волны с новы-
ми законами дисперсии (128), (131); одномерные
сжимаемые магнитные инерционно-гравитаци-
онные (133) и магнитострофические волны (135),
аналогичные найденным волнам в приближении
Буссинеска (99), (100), с точностью до слагаемых
с частотой Брента–Вяйсяля для сжимаемых тече-
ний. Эффекты сжимаемости в найденных типах
волн представлены слагаемыми с частотой Брен-
та–Вяйсяля  для сжимаемых стратифициро-
ванных течений, зависящей как от исходного
профиля плотности, так и от исходного профиля
давления. Для сферических течений в приближе-
нии стандартной и нестандартной β-плоскостях
также развита теория линейных волн и получены
дисперсионные уравнения. В приближении стан-
дартной β-плоскости получены дисперсионные
соотношения, описывающие следующие типы
волн: двумерные сжимаемые магнитогравитаци-
онные волны (121); волны магнито-Россби (89),
(91), аналогичные волнам в приближении Бусси-
неска; одномерные волны Альфвена (139); низко-
частотные сжимаемые трехмерные волны магни-
то-Россби (141). В приближении нестандартной
β-плоскости получены дисперсионные соотно-
шения, описывающие следующие типы волн:
волны магнито-Россби, аналогичные волнам на
β-плоскости; двумерные сжимаемые магнитные
инерционно-гравитационные волны с новыми
законами дисперсии (144), (145), аналогичные
волнам на нестандартной f-плоскости; одномер-
ные сжимаемые магнитные инерционно-грави-
тационные (147) и магнитострофические (149)
волны с новыми законами дисперсии, включаю-
щими слагаемые с параметром β; низкочастотные
сжимаемые трехмерные волны магнито-Россби
(150). Эффекты сжимаемости в найденных типах
волн представлены слагаемыми с частотой Брен-
та–Вяйсяля  для сжимаемых стратифициро-
ванных течений, зависящей как от исходного
профиля плотности, так и от исходного профиля
давления.

4. НЕЛИНЕЙНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ВОЛН В ПЛАЗМЕННОЙ АСТРОФИЗИКЕ

Исследование нелинейных взаимодействий
волн вносит вклад в развитие теории различных
процессов в плазменной астрофизике, в частно-

θ
2N

θ
2N

сти солнечных сезонов и космической погоды.
Нелинейные взаимодействия волн магнито-
Россби связывают с длительностью солнечного
цикла. Нерегулярные переходы по амплитудам
волн напоминают наблюдаемые временные ряды
солнечной активности [63]. Развитие слабонели-
нейной теории найденных типов волн в двумер-
ных и трехмерных вращающихся течениях астро-
физической плазмы состоит из выявления
трехволновых взаимодействий, вывода ампли-
тудных уравнений и инкрементов неустойчиво-
сти для случая распада и усиления волн [43, 77].
Для существования нелинейного взаимодействия
между тремя волнами с волновыми векторами ,

 и  и частотами ,  и , необходи-
мо, чтобы их дисперсионные соотношения удо-
влетворяли условию синхронизма [121]

(151)

Чтобы определить, существуют ли такие три вол-
ны, удовлетворяющие условию синхронизма (151),
используется качественный анализ дисперсион-
ных кривых волн. На графике  необходимо
изобразить две дисперсионные кривые, смещен-
ные друг относительно друга. Первое слагаемое

 в условии синхронизма (151) задает точку
( ) на дисперсионной кривой. На смещен-
ной дисперсионной кривой слагаемое  зада-
ет точку ( ). Если при смещении относи-
тельно начала координат одной из дисперсион-
ных кривых она пересечет другую в некоторой
точке ( ), то это будет означать выполнение
условия синхронизма [121]. Таким образом для
всех найденных типов волн необходимо проана-
лизировать их дисперсионные кривые на выпол-
нение условия синхронизма.

Для каждой возможной конфигурации
трехволнового взаимодействия существует систе-
ма амплитудных уравнений, предполагающая на-
личие неустойчивостей типа распад и усиление.
Вывод системы уравнений для амплитуд трех вза-
имодействующих волн, удовлетворяющих усло-
вию синхронизма (151), производится ассимпто-
тическим методом многих масштабов. Детальное
описание метода многих масштабов в магни-
тогидродинамических течениях вращающейся
плазмы можно найти в [122]. Решение исследуе-
мой системы представляется в виде ряда по мало-
му параметру ε

(152)

где  – стационарное решение исследуемой си-
стемы,  – решение линеаризованной исследуе-
мой системы,  – поправка, описывающая влия-
ние квадратичной нелинейности. Выписав слага-
емые, пропорциональные , получим систему
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линейных неоднородных дифференциальных
уравнений относительно , содержащую в пра-
вой своей части резонансные слагаемые, приво-
дящие к линейному росту решения (по времени и
по координате). Таким образом, нарушается
условие сходимости ряда (152)  на боль-
ших масштабах. Поэтому, чтобы исключить вли-
яние резонансных слагаемых, введем зависи-
мость амплитуды волны от больших временных и
больших пространственных масштабов в виде

. Эволюцион-
ное уравнение для медленно меняющейся ампли-
туды обеспечивает равномерную сходимость
асимптотического ряда. Перейдем, таким обра-
зом, от аргументов  к “быстрым”  и
“медленным” аргументам  в соответ-
ствии с соотношениями

(153)

Подставим в исходную систему выражения (152)
и (153) и выпишем слагаемые, пропорциональ-
ные . В правой части полученной системы урав-
нений будут стоять нелинейные слагаемые, кото-
рые могут вызвать резонанс с опреатором левой
части. Представим решение линейной системы
уравнений в виде суммы трех волн, удовлетворя-
ющих условию синхронизма (151). Для исключе-
ния резонансных слагаемых в правой части необ-
ходимо воспользоваться условием ортогонально-
сти правой части системы ядру оператора левой
части, известным как условие совместности. Вы-
писав условие совместности для каждого незави-
симого решения, получим систему уравнений на
амплитуды взаимодействующих волн.

Cистема уравнений на амплитуды  взаи-
модействующих волн является универсальной
для описания неустойчивостей трехволновых
взаимодействий [123] и имеет вид

(154)

(155)

(156)

где  – дифференциальные операторы по “мед-
ленным” аргументам ,

(157)

Коэффициенты  зависят только
от начальных условий и характеристик взаимо-
действующих волн.
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Система амплитудных уравнений для взаимо-
действующих волн имеет общий вид (154)–(156) и
в предельных случаях описывает два следующих
варианта изменения системы [123]:

• распад волны с частотой  на две волны с
частотами  и : данная неустойчивость
реализуется, когда амплитуда одной из волн мно-
го больше амплитуд двух других волн ( ,

); инкремент такой неустойчивости имеет
вид: ;

• линейный рост волны с частотой  в ре-
зультате усиления двумя волнами с частотами

 и : такой линейный рост одной из
взаимодействующих волн реализуется, когда ее
амплитуда много меньше амплитуд двух других
волн ( ,  ); в таком случае ам-
плитуда волны возрастает линейно по медленно-
му времени  со скоростью .

Несмотря на общий вид амплитудных уравне-
ний (154)–(156) и инкрементов неустойчивости,
они различны для каждого типа трехволновых
взаимодействий. Различие в неявном виде пред-
ставлено в коэффициентах , ко-
торые не только могут иметь различные выраже-
ния, но и содержат в неявном виде собственные
вектора и частоты, характерные для определенно-
го типа волны. Таким образом, полученные в [43,
48, 49, 77, 78, 88] амплитудные уравнения для
приведенных ниже нелинейных взаимодействий
различны для каждой конфигурации из трех вза-
имодействующих волн. Инкременты неустойчи-
востей, полученные в [43, 48, 49, 77, 78, 88], и ско-
рости линейного роста также отличаются для
каждого случая трехволнового взаимодействия.
Далее в разделах 4.1 и 4.2 показаны все возмож-
ные варианты трехволновых взаимодействий для
найденных типов волн и описаны распадные не-
устойчивости и линейный рост амплитуд в специ-
альных начальных условиях. Детальное описание
слабонелинейной теории волн во вращающихся
течениях астрофизической плазмы, содержащий
выражения для коэффициентов ,
представлено в работах [43, 48, 49, 77] для двумер-
ных течений и в работах [78, 88] для трехмерных
течений.

4.1. Нелинейные взаимодействия волн 
в двумерных вращающихся течениях

4.1.1. Приближение однослойной мелкой воды
для несжимаемой нестратифицированной вращаю-
щейся плазмы. Проанализируем дисперсионные
соотношения магнитных инерционно-гравита-
ционных и магнитострофических волн в мелкой
воде на стандартной f-плоскости. Для волн во
внешнем вертикальном магнитном поле, как и
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для волн в горизонтальном магнитном поле усло-
вие синхронизма выполняется для следующих
конфигураций трех волн:

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и магнитострофическая волна в мел-
кой воде во внешнем вертикальном магнитном
поле (рис. 10a) и в горизонтальном магнитном по-
ле (рис. 10б);

• две магнитострофические волны и магнит-
ная инерционно-гравитационная волна в мелкой
воде во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 10в) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 10г).

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и магни-
тострофических волн в мелкой воде во внешнем
вертикальном магнитном поле возможно возник-
новение следующих неустойчивостей:

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитострофическую и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну;

• распад магнитострофической волны на маг-
нитную инерционно-гравитационную и магни-
тострофическую волны.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и магнитострофических

волн в мелкой воде в горизонтальном магнитном
поле возможно возникновение следующих не-
устойчивостей:

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитострофическую и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну;

• распад магнитострофической волны на маг-
нитную инерционно-гравитационную и магни-
тострофическую волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния магнитных инерционно-гравитационных
волн и волн магнито-Россби в мелкой воде на
стандартной β-плоскости. Для волн во внешнем
вертикальном магнитном поле, как и для волн в
горизонтальном магнитном поле условие синхро-
низма выполняется для следующих конфигура-
ций трех волн:

• три волны магнито-Россби в мелкой воде
во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 11а) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 11б);

• две волны магнито-Россби и магнитная
инерционно-гравитационная волна в мелкой во-
де во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 11в) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 11г);

Рис. 10. Условие синхронизма для трех волн в однослойной мелкой воде: две магнитные инерционно-гравитационные
волны и магнитострофическая волна во внешнем вертикальном магнитном поле (a): 1 – , 2 –

; в горизонтальном магнитном поле (б): 1 – , 2 – ;

две магнитострофические волны и магнитная инерционно-гравитационная волна во внешнем вертикальном магнит-
ном поле (в): 1 – , 2 – ; в горизонтальном магнитном поле (г): 1 – , 2 –

.
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• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и волна магнито-Россби в мелкой воде
во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 11д) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 11е).

Важно отметить, что в силу различия в дина-
мике магнитных инерционно-гравитационных
волн в мелкой воде на β-плоскости и магнитных
инерционно-гравитационных волн в мелкой воде
на f-плоскости, в случае β-плоскости условие

синхронизма не выполняется для трех магнитных
инерционно-гравитационных волн [113].

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и волн
магнито-Россби в мелкой воде во внешнем верти-
кальном магнитном поле возможно развитие воз-
никновений следующих неустойчивостей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или магнитной инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

Рис. 11. Условие синхронизма для трех волн в однослойной мелкой воде: три волны магнито-Россби во внешнем вер-
тикальном магнитном поле (a): 1 – , 2 – ; три волны магнито-Россби в горизон-

тальном магнитном поле (б): 1 – , 2 – ; две волны магнито-Россби и магнитная

инерционно-гравитационная волна во внешнем вертикальном магнитном поле (в): 1 – , 2 –

; две волны магнито-Россби и магнитная инерционно-гравитационная волна в горизон-

тальном магнитном поле (г): 1 – , 2 – ; две магнитные инерционно-гравитаци-

онные волны и волна магнито-Россби во внешнем вертикальном магнитном поле (д): 1 – , 2 –

; две магнитные инерционно-гравитационные волны и волна магнито-Россби в горизон-

тальном магнитном поле (е): 1 – , 2 – .
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• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и волн магнито-Россби в
мелкой воде в горизонтальном магнитном поле
возможно возникновение следующих неустойчи-
востей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или магнитную инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационной волну.

4.1.2. Приближение двуслойной мелкой воды
для несжимаемой стратифицированной вращаю-
щейся плазмы. Проанализируем дисперсионные
соотношения магнитных инерционно-гравита-
ционных волн и волн магнито-Россби с учетом
эффектов стратификации в двуслойной мелкой
воде на стандартной β-плоскости. Для волн во
внешнем вертикальном магнитном поле, как и
для волн в горизонтальном магнитном поле усло-
вие синхронизма выполняется для следующих
конфигураций трех волн:

• три волны магнито-Россби в двуслойной
мелкой воде во внешнем вертикальном магнит-
ном поле (рис. 12а) и в горизонтальном магнит-
ном поле (рис. 12б);

• две волны магнито-Россби и магнитная
инерционно-гравитационная волна в двуслойной
мелкой воде во внешнем вертикальном магнит-
ном поле (рис. 12в) и в горизонтальном магнит-
ном поле (рис. 12г);

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и волна магнито-Россби в двуслойной
мелкой воде во внешнем вертикальном магнит-
ном поле (рис. 12д) и в горизонтальном магнит-
ном поле (рис. 12е).

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и волн
магнито-Россби в двуслойной мелкой воде во
внешнем вертикальном магнитном поле возмож-
но возникновение следующих неустойчивостей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или на магнитную инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и волн магнито-Россби в
мелкой воде в горизонтальном магнитном поле
возможно возникновение следующих неустойчи-
востей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или на магнитную инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну.

4.1.3. Приближение однослойной мелкой воды
для нестратифицированной вращающейся плазмы с
учетом крупномасштабной сжимаемости. Про-
анализируем дисперсионные соотношения маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн в мелкой воде с учетом круп-
номасштабной сжимаемости на стандартной
f-плоскости. Для волн во внешнем вертикальном
магнитном поле, как и для волн в горизонтальном
магнитном поле условие синхронизма выполня-
ется для следующих конфигураций трех волн:

• три магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны в мелкой воде с учетом крупномас-
штабной сжимаемости во внешнем вертикальном
магнитном поле и в горизонтальном магнитном
поле;

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и магнитострофическая волна в мел-
кой воде с учетом крупномасштабной сжимаемо-
сти во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 13a) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 13б);

• две магнитострофические волны и магнит-
ная инерционно-гравитационная волна в мелкой
воде с учетом крупномасштабной сжимаемости
во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 13в) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 13г).

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и магни-
тострофических волн в мелкой воде с учетом
крупномасштабной сжимаемости во внешнем
вертикальном магнитном поле возможно возник-
новение следующих неустойчивостей:

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитострофическую и магнит-
ную инерционно-гравитационную волны;

• распад магнитострофической волны на маг-
нитную инерционно-гравитационную и магни-
тострофическую волны.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и магнитострофических
волн в мелкой воде с учетом крупномасштабной
сжимаемости в горизонтальном магнитном поле
возможно возникновение следующих неустойчи-
востей:

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитострофическую и магнит-
ную инерционно-гравитационную волны;
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• распад магнитострофической волны на маг-
нитную инерционно-гравитационную и магни-
тострофическую волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния магнитных инерционно-гравитационных
волн и волн магнито-Россби в мелкой воде с уче-
том крупномасштабной сжимаемости на стан-
дартной β-плоскости. Для волн во внешнем вер-

тикальном магнитном поле, как и для волн в
горизонтальном магнитном поле условие синхро-
низма выполняется для следующих конфигура-
ций трех волн:

• три волны магнито-Россби в мелкой воде с
учетом крупномасштабной сжимаемости во внеш-
нем вертикальном магнитном поле (рис. 14а) и в
горизонтальном магнитном поле (рис. 14б);

Рис. 12. Условие синхронизма для трех волн в двуслойной мелкой воде: три волны магнито-Россби во внешнем вер-
тикальном магнитном поле (a): 1 – , 2 – 

; три волны магнито-Россби в горизонтальном магнитном поле (б): 1 – , 2 –

; две волны магнито-Россби и магнитная инерционно-гра-

витационная волна во внешнем вертикальном магнитном поле (в): 1 – , 2 – 

; две волны магнито-Россби и магнитная инерционно-гравитационная

волна в горизонтальном магнитном поле (г): 1 – , 2 – 

; две магнитные инерционно-гравитационные волны и волна магнито-Россби во внешнем

вертикальном магнитном поле (д): 1 – , 2 – 

; две магнитные инерционно-гравитационные волны и волна магнито-Россби в горизонтальном магнит-

ном поле (е): 1 – , 2 – .
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• две волны магнито-Россби и магнитная
инерционно-гравитационная волна в мелкой
воде с учетом крупномасштабной сжимаемости
во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 14в) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 14г);

• две магнитные инерционно-гравитационные
волны и волна магнито-Россби в мелкой воде с
учетом крупномасштабной сжимаемости во
внешнем вертикальном магнитном поле (рис. 14д)
и в горизонтальном магнитном поле (рис. 14е).

Важно отметить, что в силу различия в дина-
мике магнитных инерционно-гравитационных
волн в мелкой воде на β-плоскости и магнитных
инерционно-гравитационных волн в мелкой воде
на f-плоскости, в случае β-плоскости условие
синхронизма не выполняется для трех магнитных
инерционно-гравитационных волн [113].

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и волн
магнито-Россби в мелкой воде с учетом крупно-
масштабной сжимаемости во внешнем верти-
кальном магнитном поле возможно возникнове-
ние следующих неустойчивостей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или на магнитную инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и волн магнито-Россби в
мелкой воде с учетом крупномасштабной сжимае-
мости в горизонтальном магнитном поле возмож-
но возникновение следующих неустойчивостей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или на магнитную инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну.

4.2. Нелинейные взаимодействия волн
в трехмерных вращающихся течениях

4.2.1. Приближение Буссинеска для несжимае-
мой стратифицированной вращающейся плазмы.
Проанализируем дисперсионные соотношения
волн в приближении Буссинеска на стандартной
f-плоскости. Для найденных в разделе 3.1 волн во
вращающейся стратифицированной плазме усло-
вие синхронизма выполняется для следующих
конфигураций трех волн:

Рис. 13. Условие синхронизма для трех волн в мелкой воде с учетом крупномасштабной сжимаемости: две магнитные
инерционно-гравитационные волны и магнитострофическая волна во внешнем вертикальном магнитном поле (a):
1 – , 2 – ; в горизонтальном магнитном поле (б): 1 – , 2 –

; две магнитострофические волны и магнитная инерционно-гравитационная волна во

внешнем вертикальном магнитном поле (в): 1 – , 2 – ; в горизонтальном магнит-

ном поле (г): 1 – , 2 – .
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• две магнитогравитационные волны в
приближении Буссинеска и волна Альфвена
(рис. 15а);

• две вертикальные магнитные инерционные
волны с частотами  и вертикальная магнитная
инерционная волна с частотой  (рис. 15б);

• три вертикальные магнитные инерционные
волны с частотами  (рис. 15в).

ω 1z

ω 2z

ω 2z

Таким образом, при взаимодействии магнито-
гравитационных волн и волн Альфвена в страти-
фицированных течениях вращающейся плазмы в
приближении Буссинеска на стандартной f-плос-
кости возможно возникновение следующей не-
устойчивости: распад магнитогравитационной
волны на волну Альфвена и магнитогравитацион-
ную волну.

Рис. 14. Условие синхронизма для трех волн в однослойной мелкой воде на стандартной -плоскости с учетом круп-
номасштабной сжимаемости: три волны магнито-Россби во внешнем вертикальном магнитном поле (a): 1 –

, 2 – ; три волны магнито-Россби в горизонтальном магнитном поле (б): 1 –

, 2 – ; две волны магнито-Россби и магнитная инерционно-гравитационная вол-

на во внешнем вертикальном магнитном поле (в): 1 – , 2 – ; две волны магнито-

Россби и магнитная инерционно-гравитационная волна в горизонтальном магнитном поле (г): 1 – , 2 –

; две магнитные инерционно-гравитационные волны и волна магнито-Россби во внеш-

нем вертикальном магнитном поле (д): 1 – , 2 – ; две магнитные инерционно-

гравитационные волны и волна магнито-Россби в горизонтальном магнитном поле (е): 1 – , 2 –

.
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При взаимодействии вертикальных магнит-
ных инерционных волн в стратифицированных
течениях вращающейся плазмы в приближении
Буссинеска на стандартной f-плоскости возмож-
но возникновение следующих неустойчивостей:

• распад магнитной инерционной волны на
магнитную инерционную волну и магнитную
инерционную волну;

• распад магнитной инерционной волны на
две магнитные инерционные волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния волн в приближении Буссинеска на нестан-
дартной f-плоскости. Для найденных в разделе 3.1
волн во вращающейся стратифицированной
плазме условие синхронизма выполняется для
следующих конфигураций трех волн:

• две магнитострофические волны и магнит-
ная инерционно-гравитационная волна при ма-
лом  (рис. 16а);

• две магнитострофические волны и магнит-
ная инерционно-гравитационная волна при
большом  (рис. 16б);

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и магнитострофическая волна при
большом  (рис. 16в).

Таким образом, при взаимодействии магнито-
гравитационных и магнитострофических волн в
стратифицированных течениях вращающейся
плазмы в приближении Буссинеска на нестан-
дартной f-плоскости при малом  возможно

Hf

Hf

Hf

Hf

возникновение следующей неустойчивости: рас-
пад магнитной инерционно-гравитационной
волны на две магнитострофические волны.

При взаимодействии магнитогравитационных
и магнитострофических волн в стратифициро-
ванных течениях вращающейся плазмы в при-
ближении Буссинеска на нестандартной f-плос-
кости при большом  возможно возникновение
следующей неустойчивости: распад магнитной
инерционно-гравитационной волны на две маг-
нитострофические волны или на магнитострофи-
ческую и магнитную инерционно-гравитацион-
ную волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния волн в приближении Буссинеска на стан-
дартной и нестандартной β-плоскости. Для най-
денных в разделе 3.1 новых типов волн во враща-
ющейся стратифицированной плазме условие
синхронизма выполняется для следующих кон-
фигураций трех волн:

• три волны магнито-Россби на стандартной
-плоскости (рис. 17а);

• две магнитогравитационные волны и волна
магнито-Россби на стандартной β-плоскости
(рис. 17б);

• две волны магнито-Россби и магнитограви-
тационная волна на стандартной β-плоскости
(рис. 17в);

• три низкочастотные волны магнито-Россби
на стандартной β-плоскости (рис. 17г) и на не-
стандартной β-плоскости (рис. 17д).

Hf

β

Рис. 15. Условие синхронизма для трех волн на стандартной f-плоскости: две магнитогравитационные волны и волна
Альфвена (a): 1 – , 2 – ; три магнитные инерционные волны (б): 1 – , 2 –

; три магнитные инерционные волны (в): 1 – , 2 – .
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Таким образом, при взаимодействии магнито-
гравитационных волн и волн магнито-Россби в
стратифицированных течениях вращающейся
плазмы в приближении Буссинеска на стандарт-
ной β-плоскости возможно возникновение сле-
дующих неустойчивостей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или магнитогравитационную
волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитогравитационной волны на
волну магнито-Россби и магнитогравитацион-
ную волну;

• распад низкочастотной волны магнито-
Россби на две низкочастотные волны магнито-
Россби.

При взаимодействии низкочастотных волн
магнито-Россби в стратифицированных течениях
вращающейся плазмы в приближении Бусси-
неска на нестандартной β-плоскости возможно
возникновение следующей неустойчивости: рас-
пад низкочастотной волны магнито-Россби на
две низкочастотные волны магнито-Россби.

4.2.2. Неупругое приближение для сжимаемой
стратифицированной вращающейся плазмы. Про-
анализируем дисперсионные соотношения волн в
неупругом приближении на стандартной f-плос-
кости. Для найденных в разделе 3.2 волн в сжима-
емой вращающейся стратифицированной плазме

условие синхронизма выполняется для следую-
щих конфигураций трех волн:

• две магнитогравитационные волны в неупру-
гом приближении и волна Альфвена (рис. 18а);

• две магнитострофические и магнитная
инерционно-гравитационная волны в вертикаль-
ном магнитном поле (рис. 18б, г, д);

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные и магнитострофическая волны в вертикаль-
ном магнитном поле (рис. 18в);

• три магнитострофические волны в верти-
кальном магнитном поле (рис. 18е).

Таким образом при взаимодействии магнито-
гравитационных волн и волн Альфвена в страти-
фицированных течениях сжимаемой вращаю-
щейся плазмы в неупругом приближении на
стандартной f-плоскости возможно возникнове-
ние следующей неустойчивости: распад или уси-
ление магнитогравитационной волны при уча-
стии волны Альфвена и магнитогравитационной
волны.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных и магнитострофических волн в
вертикальном магнитном поле в стратифициро-
ванных течениях сжимаемой вращающейся плаз-
мы в неупругом приближении на стандартной
f-плоскости возможно возникновение следую-
щих неустойчивостей:

Рис. 16. Условие синхронизма для трех волн на нестандартной f-плоскости: две магнитострофические волны и
магнитная инерционно-гравитационная волна (a): 1 – , 2 – ; две маг-

нитные инерционно-гравитационные волны и магнитострофическая волна при  (б): 1 – , 2 –

; две магнитные инерционно-гравитационные волны и магнитострофическая волна

при  (в): 1 – , 2 – .
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• распад магнитострофической волны на
магнитную инерционно-гравитационную и маг-
нитострофическую волны, или две магнитные
инерционно-гравитационные волны, или маг-
нитнострофическую и магнитную инерционно-
гравитационную волны, или две магнитострофи-
ческие волны;

• распад магнитной инерционно-гравитацион-
ной волны на две магнитострофические волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния волн в неупругом приближении на нестан-
дартной f-плоскости. Для магнитных инерцион-
но-гравитационных волн с принципиально но-
вым дисперсионным соотношением и волн
Альфвена в сжимаемой вращающейся стратифи-

цированной плазме условие синхронизма выпол-
няется для следующих конфигураций трех волн:

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и волна Альфвена (рис. 19а);

• три магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны (рис. 19б).

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн с принци-
пиально новым дисперсионным соотношением и
волн Альфвена в стратифицированных течениях
сжимаемой вращающейся плазмы в неупругом
приближении на нестандартной f-плоскости воз-
можно возникновение следующей неустойчиво-
сти: распад магнитной инерционно-гравитацион-

Рис. 17. Условие синхронизма для трех волн: три волны магнито-Россби на стандартной β-плоскости (a): 1 –
, 2 – ; две магнитогравитационные волны и волна магнито-Россби на

стандартной β-плоскости (б): 1 – , 2 – ; две волны магнито-Россби и маг-

нитогравитационная волна на стандартной β-плоскости (в): 1 – , 2 – ; три

низкочастотные волны магнито-Россби на стандартной -плоскости (г): 1 – , 2 –

; три низкочастотные волны магнито-Россби на нестандартной -плоскости (д): 1 –

, 2 – .
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Рис. 18. Условие синхронизма для трех волн на стандартной f-плоскости: две магнитогравитационные волны и волна
Альфвена (a): 1 – , 2 – ; две магнитострофические волны и магнитная инер-

ционно-гравитационная волна (б): 1 – , 2 – ; магнитострофическая

волна и две магнитные инерционно-гравитационные волны (в): 1 – , 2 – 

; две магнитострофические волны и магнитная инерционно-гравитационная волна (г): 1 –

, 2 – ; магнитная инерционно-гравитационная волна и две магнито-

строфические волны (д): 1 – , 2 – ; три магнитострофические волны

(е): 1 – , 2 – .
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Рис. 19. Условие синхронизма для трех волн на нестандартной f-плоскости: две магнитные инерционно-гравитаци-
онные волны и волна Альфвена (a): 1 – , 2 – ; три магнитные инерцион-

но-гравитационные волны (б): 1 – , 2 – .
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ной волны на волну Альфвена и магнитную инер-
ционно-гравитационную волну или на две
магнитные инерционно-гравитационные волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния волн в приближении Буссинеска на стан-
дартной и нестандартной β-плоскости. Для най-

Рис. 20. Условие синхронизма для трех волн: две сжимаемые магнитные инерционно-гравитационные волны и волна
магнито-Россби на нестандартной β-плоскости: 1 – , 2 –  (a); 1 –

, 2 –  (б); две волны магнито-Россби и сжимаемая магнитная инерционно-

гравитационная волна на нестандартной β-плоскости: 1 – , 2 –  (в); 1 –

, 2 –  (г); три сжимаемые низкочастотные волны магнито-Россби на стан-

дартной β-плоскости (д): 1 – , 2 – ; на нестандартной β-плоскости

(е): 1 – , 2 – ; две сжимаемые магнитные инерционно-гравитацион-

ные волны и сжимаемая магнитострофическая волна с параметром β на нестандартной β-плоскости (ж): 1 –
, 2 – .
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денных в разделе 3.2 новых типов волн в сжимае-
мой вращающейся стратифицированной плазме
условие синхронизма выполняется для следую-
щих конфигураций трех волн:

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и волна магнито-Россби на нестан-
дартной β-плоскости (рис. 20a, б);

• две волны магнито-Россби и магнитная
инерционно-гравитационная волна на нестан-
дартной β-плоскости (рис. 20в, г);

• три низкочастотные волны магнито-Россби
на стандартной β-плоскости (рис. 20д) и на не-
стандартной β-плоскости (рис. 20е);

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные и магнитострофическая волны с параметром
β на нестандартной β-плоскости (рис. 20ж).

Таким образом, при взаимодействии трех низ-
кочастотных волн магнито-Россби в стратифици-
рованных течениях сжимаемой вращающейся
плазмы в неупругом приближении на стандарт-
ной β-плоскости возможно возникновение сле-
дующей неустойчивости: распад низкочастотной
волны магнито-Россби на две низкочастотные
волны магнито-Россби.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и волн магнито-Россби в
стратифицированных течениях сжимаемой вра-
щающейся плазмы в неупругом приближении на
нестандартной β-плоскости возможно возникно-
вение следующих неустойчивостей:

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитную инерционно-грави-
тационную волну и волну магнито-Россби или
две волны магнито-Россби;

• распад волны магнито-Россби на магнитную
инерционно-гравитационную волну и волну маг-
нито-Россби или две магнитные инерционно-
гравитационные волны;

• распад низкочастотной волны магнито-
Россби на две низкочастотные волны магнито-
Россби.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных и магнитострофических волн с
параметром β в стратифицированных течениях
сжимаемой вращающейся плазмы в неупругом
приближении на нестандартной β-плоскости
возможно возникновение следующей неустойчи-
вости: распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитную инерционно-грави-
тационную и магнитострофическую волны.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе приведен обзор современных иссле-

дований волновых процессов в астрофизической
плазме. Отметим наиболее важные результаты в
этом направлении.

Магнитогидродинамические уравнения мел-
кой воды используются для описания космиче-
ской и астрофизической плазмы и являются ана-
логом уравнений мелкой воды в геофизической

гидродинамике. При выводе магнитогидродина-
мических уравнений в приближении мелкой воды
из полной системы уравнений магнитной гидро-
динамики несжимаемой плазмы усреднением по
высоте слоя предполагается, что распределение
давлений удовлетворяет условию гидростатики, а
толщина рассматриваемого слоя плазмы мала по
отношению к характерному горизонтальному ли-
нейному размеру задачи. Важным достижением
является развитие теории мелкой воды для астро-
физической плазмы во внешнем вертикальном
магнитном поле с корректным учетом условия без-
дивергентности магнитного поля. В развитой тео-
рии поле скоростей содержит только горизонталь-
ные компоненты, в то время как магнитное поле
остается трехкомпонентным. Магнитогидродина-
мическая теория мелкой воды обобщена на случай
сжимаемых течений, а также на случай стратифи-
цированных магнитогидродинамических течений
плазмы, с учетом внешнего магнитного поля.

Магнитогидродинамические уравнения в при-
ближении мелкой воды во внешнем магнитном
поле могут быть использованы для описания те-
чений плазмы на Солнце, течений атмосфер ней-
тронных звезд, для изучения растекания материи
в аккреционных дисках нейтронных звезд, маг-
нитоактивных атмосфер экзопланет, захвачен-
ных приливами несущей звезды. Выявленная
трехкомпонентность магнитного поля в таких те-
чениях, а также учет крупномасштабной сжимае-
мости представляются важными для анализа не-
давних экспериментальных наблюдений волн
Россби, а также для понимания наблюдательных
данных о солнечной активности и в развитии мо-
делей и идей долговременной изменчивости
Солнца. Теория волн Россби может быть исполь-
зована для анализа данных об R-модах солнечных
и звездных осцилляций. Магнитогидродинами-
ческие уравнения двуслойной мелкой воды пред-
ставляют собой единственную возможность са-
мосогласованного учета внешнего магнитного
поля и стратификации. Учет стратификации в
магнитогидродинамических моделях мелкой во-
ды для вращающейся плазмы важен для анализа
осцилляций R-моды во вращающихся звездах и
на Солнце и позволяет существенно расширить
возможности для интерпретации имеющихся
данных наблюдений крупномасштабных волн
Россби на Солнце. Также резонансные взаимо-
действия магнитных инерционно-гравитацион-
ных волн и волн магнито-Россби на β-плоскости
могут оказаться принципиально важными для
интерпретации различных явлений в плазменной
астрофизике, в особенности солнечных сезонов.

Развиты линейная и нелинейная теории маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн во внешнем вертикальном и в
горизонтальном магнитных полях. Показано, что
магнитные инерционно-гравитационные и маг-
нитострофические волны во внешнем вертикаль-
ном магнитном поле и в горизонтальном поле ис-
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пытывают трехволновые взаимодействия. Пока-
зано существование распадных неустойчивостей:
распад магнитной инерционно-гравитационной
волны на магнитострофическую и магнитную
инерционно-гравитационную волну; распад маг-
нитострофической волны на магнитную инерци-
онно-гравитационную и магнитострофическую
волны, распад магнитной инерционно-гравита-
ционной волны на магнитострофическую и маг-
нитную инерционно-гравитационную волну,
распад магнитострофической волны на магнит-
ную инерционно-гравитационную и магнито-
строфическую волны. Обнаружен эффект линей-
ного нарастания амплитуды одной из взаимодей-
ствущих волн в поле двух других волн: усиление
магнитной инерционно-гравитационной волны в
поле либо двух магнитных инерционно-гравита-
ционных волн, либо магнитострофической и
магнитной инерционно-гравитационной волн,
усиление магнитострофической волны в поле
магнитной инерционно-гравитационной и маг-
нитострофической волн, усиление магнитной
инерционно-гравитационной волны в поле либо
двух магнитных инерционно-гравитационных
волн, либо магнитострофической и магнитной
инерционно-гравитационной волн, усиление
магнитострофической волны в поле магнитной
инерционно-гравитационной и магнитострофи-
ческой волн. Учет крупномасштабной сжимаемо-
сти приводит к изменениям в групповой и фазо-
вой скоростях магнитных инерционно-гравита-
ционных и магнитострофических волн, а также к
изменениям в выражениях для коэффициентов
трехволновых взаимодействий и инкрементов па-
раметрических неустойчивостей.

Развиты линейная и нелинейная теории волн
магнито-Россби в горизонтальном магнитном
поле, показано, что волны магнито-Россби в маг-
нитогидродинамическом приближении мелкой
воды во внешнем вертикальном магнитном поле
и в горизонтальном магнитном поле испытывают
трехволновые взаимодействия в слабонелиней-
ном приближении. Показано существование рас-
падных неустойчивостей: распад волны магнито-
Россби на две волны магнито-Россби или маг-
нитную инерционно-гравитационную волну и
волну магнито-Россби, распад магнитной инер-
ционно-гравитационной волны на волну магни-
то-Россби и магнитную инерционно-гравитаци-
онную волну, распад волны магнито-Россби на
две волны магнито-Россби или магнитную инер-
ционно-гравитационную волну и волну магнито-
Россби, распад магнитной инерционно-гравита-
ционной волны на волну магнито-Россби и маг-
нитную инерционно-гравитационную волну. Об-
наружен эффект линейного нарастания амплиту-
ды одной из взаимодействущих волн в поле двух
других волн: усиление волны магнито-Россби в
поле либо двух волн магнито-Россби, либо маг-
нитной инерционно-гравитационной волны и
волны магнито-Россби, усиление магнитной

инерционно-гравитационной волны в поле вол-
ны магнито-Россби и магнитной инерционно-
гравитационной волны, усиление волны магни-
то-Россби в поле либо двух волн магнито-Россби,
либо магнитной инерционно-гравитационной
волны и волны магнито-Россби, усиление маг-
нитной инерционно-гравитационной волны в
поле волны магнито-Россби и магнитной инер-
ционно-гравитационной волны. Найдены коэф-
фициенты взаимодействия, инкременты неус-
тойчивостей. Учет сжимаемости приводит к из-
менениям в групповой и фазовой скоростях волн
магнито-Россби, а также к изменениям в выраже-
ниях для коэффициентов трехволновых взаимо-
действий и инкрементов неустойчивостей.

Развиты линейная и нелинейная теории волно-
вых процессов во вращающейся стратифициро-
ванной плазме в приближении двуслойной мелкой
воды. Найдены дисперсионные соотношения для
магнитных инерционно-гравитационных волн и
волн магнито-Россби на β-плоскости и поправки к
ним, описывающие влияние стратификации во
внешнем вертикальном и в горизонтальном маг-
нитных полях. Показано, что учет стратификации
влияет на групповые и фазовые скорости волн.
Выявлены трехволновые взаимодействия магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и волн
магнито-Россби. Показано существование распад-
ных неустойчивостей для волн во вращающихся
стратифицированных течениях в приближении
мелкой воды: распад волны магнито-Россби на две
волны магнито-Россби или на магнитную инерци-
онно-гравитационную волну и волну магнито-
Россби, распад магнитной инерционно-гравита-
ционной волны на волну магнито-Россби и маг-
нитную инерционно-гравитационную волну, рас-
пад волны магнито-Россби на две волны магнито-
Россби или на магнитную инерционно-гравитаци-
онную волну и волну магнито-Россби, распад маг-
нитной инерционно-гравитационной волны на
волну магнито-Россби и магнитную инерционно-
гравитационную волну. Обнаружен эффект ли-
нейного нарастания амплитуды одной из взаимо-
действущих волн в поле двух других волн: усиление
волны магнито-Россби в поле либо двух волн маг-
нито-Россби, либо магнитной инерционно-грави-
тационной волны и волны магнито-Россби, усиле-
ние магнитной инерционно-гравитационной вол-
ны в поле волны магнито-Россби и магнитной
инерционно-гравитационной волны, усиление
волны магнито-Россби в поле либо двух волн маг-
нито-Россби, либо магнитной инерционно-грави-
тационной волны и волны магнито-Россби, усиле-
ние магнитной инерционно-гравитационной вол-
ны в поле волны магнито-Россби и магнитной
инерционно-гравитационной волны. Найдены
инкременты распадных неустойчивостей.

Магнитогидродинамические уравнения в при-
ближении Буссинеска учитывают трехмерные
эффекты и позволяют детально исследовать вол-
новые процессы в магнитной гидродинамике
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стратифицированной плазмы. Учет горизонталь-
ной составляющей силы Кориолиса является
особенно принципиальным при изучении эква-
ториальных течений. Отметим, что волны Россби
обнаружены именно в экваториальной зоне
Солнца. Развиты линейная и нелинейная теории
волновых процессов во вращающейся стратифи-
цированной плазме в приближении Буссинеска.
Найдены дисперсионные соотношения для маг-
нитных инерционно-гравитационных волн, маг-
нитострофических волн и волн магнито-Россби.
Показано влияние стратификации и учета гори-
зонтальной составляющей силы Кориолиса на
динамику найденных волн. Выявлены все воз-
можные типы трехволновых взаимодействий в
четырех различных приближениях силы Корио-
лиса. Найдены следующие распадные неустойчи-
вости для волн в приближении Буссинеска для
различных приближений силы Кориолиса: рас-
пад магнитной инерционной волны на магнит-
ную инерционную волну и магнитную инерцион-
ную волну, распад магнитной инерционной вол-
ны на две магнитные инерционные волны на
стандартной f-плоскости; распад магнитной
инерционно-гравитационной волны на две маг-
нитострофические волны на нестандартной
f-плоскости при малом , распад магнитной
инерционно-гравитационной волны на две маг-
нитострофические волны или на магнитострофи-
ческую и магнитную инерционно-гравитацион-
ную волны на нестандартной f-плоскости при
большом ; распад волны магнито-Россби на
две волны магнито-Россби или магнитогравита-
ционную волну и волну магнито-Россби, распад
магнитогравитационной волны на волну магни-
то-Россби и магнитогравитационную волну, рас-
пад низкочастотной волны магнито-Россби на
две низкочастотные волны магнито-Россби на
стандартной -плоскости; распад низкочастот-
ной волны магнито-Россби на две низкочастот-
ные волны магнито-Россби на нестандартной
β-плоскости. Обнаружен эффект линейного на-
растания амплитуды одной из взаимодействущих
волн в поле двух других волн в аналогичных кон-
фигурациях. Найдены инкременты распадных
неустойчивостей.

Магнитогидродинамические уравнения сжи-
маемой вращающейся плазмы в неупругом при-
ближении важны для анализа процессов в солнеч-
ном тахоклине, устойчиво стратифицированных
областях в недрах звезд (излучающей зоны) и пла-
нет (внешний жидкий слой ядра), астрофизиче-
ских дисках, экзопланетах, а также для анализа ос-
цилляций вращающихся звезд и Солнца. Отметим,
что первые экспериментальные наблюдения круп-
номасштабных течений астрофизической плазмы
выполнены на основе изучения магнитных полей
или методами астросейсмологии, что естествен-
ным образом мотивирует развитие магнитогидро-
динамической теории с учетом как эффектов сжи-
маемости, так и эффектов магнитных полей.

Hf

Hf

β

Развита теория магнитогидродинамических
течений сжимаемой вращающейся плазмы с
устойчивой стратификацией в неупругом при-
ближении. Получены магнитогидродинамиче-
ские уравнения в неупругом приближении для
сжимаемых вращающихся течений с устойчивой
стратификацией в приближении стандартных и
нестандартных f- и β-плоскостей для силы Ко-
риолиса. Развиты линейная и нелинейная теории
магнитных инерционно-гравитационных волн,
магнитострофических волн и волн магнито-Росс-
би, найдены их дисперсионные соотношения.
Показано отличие в динамике найденных волн в
неупругом приближении от волн в приближении
Буссинеска. Показано влияние сжимаемости,
стратификации и учета горизонтальной составля-
ющей силы Кориолиса на динамику найденных
волн. Выявлены все возможные типы трехвол-
новых взаимодействий в четырех различных при-
ближениях силы Кориолиса. Найдены следую-
щие распадные неустойчивости для волн в
приближении Буссинеска для различных при-
ближений силы Кориолиса: распад магнитостро-
фической волны на магнитную инерционно-гра-
витационную и магнитострофическую волны,
или две магнитные инерционно-гравитационные
волны, или магнитострофическую и магнитную
инерционно-гравитационную волны, или две
магнитострофические волны, распад магнитной
инерционно-гравитационной волны на две маг-
нитострофические волны на стандартной f-плос-
кости; распад магнитной инерционно-гравита-
ционной волны на волну Альфвена и магнитную
инерционно-гравитационную волну или на две
магнитные инерционно-гравитационные волны
на нестандартной f-плоскости; распад низкоча-
стотной волны магнито-Россби на две низкоча-
стотные волны магнито-Россби на стандартной
β-плоскости; распад магнитной инерционно-
гравитационной волны на магнитную инерцион-
но-гравитационную волну и волну магнито-Росс-
би или две волны магнито-Россби, распад волны
магнито-Россби на магнитную инерционно-гра-
витационную волну и волну магнито-Россби или
две магнитные инерционно-гравитационные
волны, распад низкочастотной волны магнито-
Россби на две низкочастотные волны магнито-
Россби, распад магнитной инерционно-гравита-
ционной волны на магнитную инерционно-гра-
витационную и магнитострофическую волны на
нестандартной β-плоскости. Обнаружен эффект
линейного нарастания амплитуды одной из взаи-
модействущих волн в поле двух других волн в ана-
логичных трехволновых конфигурациях. Найде-
ны инкременты распадных неустойчивостей.

Работа поддержана Фондом развития теорети-
ческой физики и математики “Базис”.
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