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1. ВВЕДЕНИЕ

Поверхностные магнето-плазмоны в двумер-
ном графене представляют большой интерес для
инфракрасной плазмоники [1–12]. Во внешнем
магнитном поле спектр плазмонов имеет ано-
мальное поведение, связанное с циклотронными
резонансами (резонансами Бернштейна) [2, 3, 13].

Монослойный графен – это двумерный моно-
слой атомов углерода, помещенных в структуру
типа “пчелиные соты” с регулярной гексагональ-
ной решеткой. Три из четырех валентных элек-
тронов атома углерода образуют локализованные
σ-связи с соседними атомами углерода. Четвер-
тый электрон образует делокализованную π-связь
и может двигаться свободно. Именно этот элек-
трон и обеспечивает уникальные оптоэлектриче-
ские и фотоэлектрические свойства графена.
Экспериментальный энергетический спектр это-
го электрона в зоне Бриллюэна является сплош-
ным и с хорошей точностью представляется
двумя верхними гранями равнобедренного тре-
угольника с горизонтальным основанием и с мак-
симумом в центре зоны Бриллюэна. Высота тре-
угольника в энергетических единицах составляет
около 15 эВ. Аналитически их можно приближен-
но описать простой формулой . Величина

 имеет размерность скорости. Она мала по срав-
нению со скоростью света, так что название “ди-
раковский спектр” носит условный характер, от-

ражая только линейную зависимость энергии
электрона от его импульса. Щель между валент-
ной зоной, которая приближенно имеет вид пара-
болы, и зоной проводимости равна нулю, так что
с этой точки зрения графен можно назвать полу-
металлом. Для описания длинноволновых плаз-
менных колебаний в графене применимо класси-
ческое уравнение Больцмана, хотя характерная
длина волны для магнето-плазмонов в графене
много меньше, чем в обычных металлах.

Де-бройлевская длина волны электрона про-
водимости порядка межатомного расстояния как
в обычном металле, так и в графене, что гораздо
меньше всех характерных длин в поставленной
задаче. Эта де-бройлевская длина электрона в
данном случае есть длина волны плазмона, и об-
ратно пропорциональная волновому числу.
Обычно в металлах при расчетах кинетических
коэффициентов всегда используется классиче-
ское кинетическое уравнение Больцмана, где
предполагается, что де-бройлевская длина волны
электрона проводимости мала по сравнению с
длиной пробега. Учет конечности длины волны
электрона, и учет того, что электрон-квантовая
частица, имеющая волновые свойства, ведет к
увеличению электрического сопротивления. Та-
ким образом, здесь предполагается высокая плот-
ность электронов и, соответственно, малая де-
бройлевская длина волны электрона. Кинетиче-
ское уравнение Больцмана пишется для функции
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распределения электронов по импульсам, а какая
эта функция − больцмановская, фермиевская
или бозевская − вообще становится неважным в
бесстолкновительном случае, так как вид функ-
ции обычно учитывается только в записи столк-
новительного члена уравнения. Если температура
достаточно низкая, что имеет место в случае гра-
фена (масштаб зоны проводимости составляет
несколько электрон-вольт), то электроны прово-
димости образуют вырожденное “ферми-море”,
и можно определить поверхность Ферми (в дву-
мерном случае – это линия). Соответственно
определяется импульс Ферми. В двумерном слу-
чае импульс Ферми pF определяется через дву-
мерную концентрацию электронов проводимо-
сти ns соотношением  Соответственно
энергия Ферми равна  В соответствии с
экспериментальными данными о плотности
электронов в графене заполняется лишь неболь-
шая часть зоны проводимости [4].

В этой работе мы аналитически решаем кине-
тическое уравнение Больцмана для описания
распространения магнето-плазмонов в графене в
окрестности циклотронных резонансов. Класси-
ческое кинетическое уравнение может описывать
вырожденный электронный газ при рассмотре-
нии длинноволновых плазмонных эффектов.

2. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 
БОЛЬЦМАНА

Рассмотрим графен как двухмерный монослой
электронной плазмы в отсутствие магнитного по-
ля. Кинетическое бесстолкновительное уравне-
ние Больцмана для функции распределения

имеет известный вид

(1)

Здесь введена сила Лоренца для электронов про-
водимости

(2)

Внешнее постоянное магнитное поле Н направ-
лено перпендикулярно поверхности слоя графена
(в этом разделе будем считать Н = 0, а случай Н ≠
0 будет рассмотрен в следующем разделе).

 – напряженность электрического поля
плазменных колебаний в плоскости слоя графе-
на. Здесь  – линейный спектр энергий
электрона в монослойном графене. Скорость не-
релятивистского электрона , .
Из эксперимента следует, что  м/с,
что много меньше, чем скорость света.
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Малое отклонение функции распределение
, производимое этой силой Лоренца,

удовлетворяет уравнению, следующему из (1):

(3)

Здесь  – равновесная функция
распределения Ферми при нулевой температуре,
что является хорошим приближением для графена.

Считаем электрическое поле гармоническим:
 Для продольных коле-

баний волновой вектор k направлен вдоль век-
тора Е. Уравнение (3) – линейное, поэтому и

= . При Н = 0,
подставляя  в (3), находим
малое отклонение функции распределения от
равновесной функции распределения Ферми

(4)

Здесь θ – полярный угол между импульсом элек-
трона р и вектором напряженности электриче-
ского поля Е.

Вычисляем двумерную плотность поляриза-
ционных зарядов с учетом двукратного вырожде-
ния по спину электрона и двух энергетических
зон в спектре графена

(5)

Множитель 2 возникает из-за вырождения спек-
тра по спину электрона. Второй фактор 2 возни-
кает из-за двух подзон графена, . При пе-
реходе от интегрирования по импульсам к инте-
грированию по энергиям в (5) возникает
энергетическая плотность состояний (учитывает-
ся одна из двух дельта-функций)

(6)

Тогда из (5) находим

(7)
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Вычисляем интеграл по полярному углу между
импульсом электрона р и напряженностью элек-
трического поля Е:

(8)

Подставляя (8) в (7), находим

(9)

Зная координатную двумерную плотность за-
рядов , вычисляем соответствующий поляри-
зационный потенциал по закону Кулона

(10)

Таким образом,

(11)

Двумерная плотность зарядов отлична от нуля
только в монослое графена, вне его она равна ну-
лю. Согласно уравнению (11) над и под слоем рав-
ны нулю потенциал и напряженность электриче-
ского поля волны. Напряженность электрическо-
го поля волны может быть направлена как вдоль
волнового вектора, так и поперек. Здесь рассмат-
риваются только продольные волны .

Вычисляем компоненту индуцированной на-
пряженности электрического поля, параллель-
ной электронному слою

(12)

Подставляя (11) в (12), находим

(13)

Подставляя (9) в (13), получим окончательное вы-
ражение для напряженности индуцированного
поля и, следовательно, для вектора электриче-
ской поляризации 
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Отсюда находим продольную диэлектрическую
проницаемость тонкого плазменного слоя:

(15)

Приравнивая диэлектрическую проницаемость
нулю, получаем уравнение для спектра продоль-
ных плазмонов в графене

(16)

Из (16) находим спектр продольных плазмонов
[14]

(17)

Он упрощается в наиболее интересной длинно-
волновой области 

(18)

и в менее интересной коротковолновой области
 (здесь нет дисперсии)

(19)

Отличие от плазменных колебаний в обычной
плазме небольшое: это другая зависимость энер-
гии электрона от импульса. В обычной нереляти-
вистской плазме это было бы . В рас-
смотренном случае ситуация более похожа на
ультрарелятивистскую плазму, где  и с –
скорость света. Но и здесь нет полного совпаде-
ния, так как есть ветвь спектра . И, конеч-
но, в графене величина с только по размерности
совпадает с размерностью скорости. В действи-
тельности это – феноменологическое описание
реального спектра. Как это не удивительно, но в
двухслойном графене спектр является параболи-
ческим, как и в обычной нерелятивистской плаз-
ме, но с некоторой эффективной массой. Возбуж-
дение ионно-звуковых колебаний в монослой-
ном графене не реализуется, в отличие от
обычной плазмы.

3. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 
БОЛЬЦМАНА В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Теперь включим постоянное поперечное маг-
нитное поле Н. В отличие от обычного трехмер-
ного металла, здесь картина более простая –
внешнее магнитное поле перпендикулярно по-
верхности графена. Возбуждаемая волна является
продольной, как и в случае без магнитного поля.
А для образования поляритонов нужно несколько
слоев графена.
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Из (3) находим

(20)

Снова полагаем

(21)
Определим циклотронную частоту

(22)

Здесь определено . Тогда из (20) полу-
чим дифференциальное уравнение для фурье-
компоненты отклонения функции распределе-
ния 

(23)

Здесь, как и выше, θ – полярный угол между им-
пульсом электрона р и напряженностью электри-
ческого поля Е. Производя замену δn =

, из (23) получим урав-
нение

(24)

Решение этого дифференциального уравнения
ищем в виде ряда Фурье:

(25)

Подставляя (25) в (24), находим коэффициенты
разложения:

(26)

Здесь

(27)

Вычисляя интеграл, находим функцию распреде-
ления

(28)

Здесь  – функция Бесселя. В соответствии с
(5) находим электрическую поляризацию

(29)

Дисперсионный спектр магнето-плазмонов, со-
держащий много ветвей, имеет вид

(30)

Здесь обозначено . Для обычного двумер-

ного металла это уравнение было получено в ра-
боте [15]. Например, в окрестности первого цик-
лотронного резонанса N = 1 из (30) имеем

(31)

В частности, в длинноволновой области 
из (31) получим простой закон дисперсии

(32)
В отсутствие магнитного поля из (32), как и долж-
но быть, получаем длинноволновую часть спек-
тра (18). Аналогичное выражение было получено
ранее [16, 17] для двумерного слоя металла с
обычным нерелятивистским законом дисперсии

(33)

Здесь ρ – плотность электронов, а d – толщина
двумерного слоя металла. Переход от обычного
двумерного металла к графену меняет только чис-
ленный коэффициент в законе дисперсии [16, 17]

(34)

Две ветви спектра (30) учитывающие два пер-
вых резонанса, имеют вид
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где параметр  Ветвь спектра при знаке
“минус” показана на рис. 1 при С =1. Она отража-
ет первый циклотронный резонанс (при учете
второго). Ветвь спектра при знаке “плюс” показа-
на на рис. 2. Она отражает второй резонанс (при
учете первого). Ветви не пересекаются друг с дру-
гом. Ветвь спектра на рис. 1 слабо отличается от
ветви, в которой второй резонанс не учитывается.
При  это объясняется тем, что вклад функ-
ций Бесселя быстро убывает с увеличением их
индекса. А при  частота плазмона для каждо-
го номера резонанса становится близкой к соот-
ветствующей циклотронной частоте. Отметим су-
щественно разный масштаб по оси ординат на
рис. 1 и 2.

Начальная часть этой кривой при малых вол-
новых числах была получена для идеального газа
вырожденных электронов в обычном металле в
работе [18]

(36)

Здесь величина γ отражает влияние второго
циклотронного резонанса. Отметим, что уравне-
ния (16)–(17) (в отсутствие магнитного поля) не
являются новыми. Результаты в уравнениях (30)–
(31), (35) (в присутствии магнитного поля) явля-
ются новыми. Формулы (32)–(34), (36) также не
являются новыми.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Из спектра (31) следует, что роль магнитного
поля уменьшается при высоких частотах, и

β = ωv/ .Ck

β < 1

β > 1

−
π ρω = ω + − γ

2
2 2 32 .C

e d k k
m

спектр описывается зависимостью ;
 (18). Магнитное поле существенно изменяет

плазмонный спектр при низких частотах. Мы
пренебрегли в кинетическом уравнении элек-
трон-электронными столкновениями и другими
столкновительными эффектами [11]. Роль элек-
трон-электронных столкновений существенна
как в пределе слабой связи, когда электронно-
дырочные возбуждения определяются коллек-
тивными модами, так и в пределе сильной связи
для частично заполненных релятивистских уров-
ней Ландау [12]. В последнем случае экзотические
ферромагнитные фазы и несжимаемые кванто-
вые жидкости могут быть причиной возникнове-
ния квантового эффекта Холла. В сильном маг-
нитном поле плазмонный спектр может изме-
няться из-за электрон-фононной связи.

Сегодня электроника, основанная на крем-
нии, достигла предела в миниатюризации, со-
ставляющего 50 нм для электронного канала. По-
лоска монослойного графена в 2–3 нм может
быть использована как транзистор, − основной
компонент электроники нового поколения. В
присутствии магнитного поля в графене перспек-
тивно исследование роли квантового эффекта
Холла в электронике. Толщина двумерных метал-
лических пленок обычно больше постоянной
кристаллической решетки. Полученные резуль-
таты относятся к монослою графена, дираков-
ский спектр электронов проводимости которого
существенно отличается от спектра электронов в
тонких металлических пленках. Даже в двухслой-
ном графене электронный спектр совершенно
другой – он ближе к спектру электронов в метал-
лических пленках.

ω = κ v@k k
@ 1s

Рис. 1. Зависимость отношения квадратов частот

 от параметра  согласно (35).

1.05

1.10

1.15

1.20

1.00
2 4 6 8 100

b

( )−ω ω 2/ С β = ωv/ Ck

Рис. 2. Зависимость отношения квадратов частот

 от параметра  согласно (35).
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Вследствие линейности электронного спектра
графен представляет собой идеальный кандидат
для проверки теоретических моделей квантовых
полей, развиваемых в физике высоких энергий.
Электроны в графене можно рассматривать как
безмассовые заряженные фермионы, существую-
щие в двухмерном пространстве. Действительно,
все известные безмассовые частицы (фотоны,
нейтрино) электрически нейтральны. Поэтому
графен представляет собой мостик между физи-
кой твердого тела и физикой высоких энергий.
Плотность носителей в графене удобно контро-
лировать, в отличие от обычного металла, при-
кладывая электрическое напряжение к концам
образца.

Работа поддержана РФФИ (проект № 20-52-
05012), комитетом Армении по науке (проекты
№ 20RF-171 и 21AG-1C064), а также Министер-
ством науки и высшего образования РФ (проект
№ FSMG-2021-0005).
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