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Предметом исследования является формула, предложенная M. Ferrara и др. [Nucl. Fusion 48, 065002
(2008)] в качестве верхней границы значения внутренней индуктивности  в токамаках. Эта форму-
ла постулировалась как пригодная в предположении, что тороидальная плотность тока в плазме не
меняет знака. Здесь показано, что последнее условие позволяет получить  выше упомянутой
“верхней границы”. Это явно демонстрируется легко интегрируемыми распределениями тока и ре-
зультатом, превышающим упомянутый предел на 30% для плазмы с круглым поперечным сечением.
Приведен также контрпример для вытянутой плазмы. Анализ показывает, что электромагнитный
подход, основанный только на сравнении различных распределений тока по сечению плазмы, не-
достаточен для оценки , так как результат должен зависеть еще и от давления плазмы.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе [1] было предложено приближенное

неравенство

(1)

для внутренней индуктивности  плазмы тока-
мака. Здесь  и , соответственно, запас устой-
чивости на оси и на краю плазмы, а K – вытяну-
тость плазмы (отношение вертикальной и гори-
зонтальной осей ее поперечного сечения).
Величина  определена ниже уравнениями (4) –
для простейшей геометрии – и (30) для общей
геометрии токамака. Запас устойчивости  зада-
ется, соответственно, формулами (6) и (46).

Формула (1) была построена в два этапа.
Во-первых, использовалось соотношение

(2)

которое легко получается для цилиндрической
плазмы круглого сечения ( ) со ступенчатым
профилем плотности тока  [2–5]. Последнее
означает однородность  в пределах некоторого

радиуса  и отсутствие тока вне этой области,
вплоть до номинального края плазмы при 
(его малый радиус). В такой конфигурации долж-
но выполняться соотношение

(3)

что объясняет присутствие q в (1).
Во-вторых, переход от (2) к (1) был сделан в [1]

путем введения зависящего от K “корректирую-
щего множителя”. Он просто был вставлен без
теоретического обоснования.

Появление неравенства в (1) объяснялось тем,
что “ступенчатый профиль обладает тем свой-
ством, что он соответствует максимально воз-
можному  при заданных  и , где  – запас
устойчивости в центре плазмы. Это верно в пред-
положении, что тороидальная плотность тока не
меняет знака” [1]. В такой строгой формулировке
это можно назвать теоремой ВП (о верхнем пре-
деле) для индуктивности, хотя приведенных вы-
ше уравнений и аргументов недостаточно для ее
формального доказательства. Однако они покры-
вают все, что предложено в [1] в поддержку нера-
венства (1).
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Упомянутый Ступенчатый профиль – это ма-
тематическая абстракция, которая должна отли-
чаться от распределений  в реальных экспери-
ментах, а модель, в рамках которой получено (1),
предельно проста. Неудивительно, что во многих
случаях значения , полученные для плазмы в то-
камаке Alcator C-Mod с помощью EFIT рекон-
струкции c 52 потоковыми петлями и датчиками
полоидального поля и показанные на рисунках
1–4 в [1], заметно отличаются от предписанных
формулой (1). Тем не менее, их поведение в це-
лом (“тренды базы данных”) было оценено [1]
как разумно согласующееся с (1). Это было ча-
стью обсуждения в обоснование экстраполяции
выводов на масштаб токамака ИТЭР. На этом
уровне приложений естественно возникает во-
прос о точности формулы (1).

В [1] она была уверенно описана фразой “най-
ден верхний предел значения внутренней индук-
тивности на основе аналитических приближений
и подтвержден анализом большой базы данных
разрядов Alcator C-Mod.” Эта цитата звучит как
описание универсально применимого соотноше-
ния, но при ближайшем рассмотрении обнару-
живаются некоторые странные особенности не-
равенства (1). Начнем с того, что оно дает 
при , хотя в этом случае по определе-

ζj

 i

≤ 0i

=0 1.65 bq q

нию (в той же самой цилиндрической модели) ве-
личина

(4)

должна быть положительной. Здесь  – полои-
дальное магнитное поле,  – его значе-
ние на краю плазмы, а

(5)
– нормированная площадь перпендикулярного
сечения магнитной поверхности с малым радиу-
сом ρ. Ясно, что , если  всюду в плаз-
ме, т.е. при скинированном токе. Случай с

 разительно далек от этого.
Когда это замечено, становится ясно, что, в

остром противоречии с (4), неравенство (1) пред-
сказывает  при . При гораздо
больших отношениях , как получается на то-
камаках в разрядах с полыми профилями тока и
обращенным широм [6–14],  в (1) становится
глубоко отрицательной. Важно, что единственное
условие ВП-теоремы [1] “тороидальная плот-
ность тока не меняет знака” в таких разрядах за-
ведомо выполняется.

Экстравагантное предсказание  уже мог-
ло бы быть достаточным основанием для пере-
смотра вопроса, но это не единственная мотива-
ция. Уточнение необходимо еще и потому, что
при внимательном рассмотрении можно найти
случаи с  выше “верхнего предела” в конфигу-
рациях даже с плоскими профилями q (что долж-
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Рис. 1. Верхняя (сплошная) кривая – нормализован-
ное вращательное преобразование μ, предписанное
формулой (17) с , а нижняя кривая – соответ-
ствующее .
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Рис. 2. Плотность тока, предписанная формулой (18)
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но идеально соответствовать модели в [1]) при
. Например,  независимо от K было

получено аналитически в [15] для равновесия Со-
ловьева. Вычисленное точное значение оказалось
равным 0.484 при . Оба значения проти-
воречат выводу  из уравнения (1) для это-
го случая. Другим примером является формула

, недавно предложенная в [16], − см.
там обсуждение после уравнения (3.21). Она так-
же дает большее значение , чем неравенство (1)
при  и . Дополнительная путаница
возникает из-за того, что уравнение (2.8) в [16]
предсказывает иную зависимость  от K, причем
опять же выше уровня неравенства (1).

2. КОНТРПРИМЕРЫ К УРАВНЕНИЮ (1)
ДЛЯ КРУГЛОЙ ПЛАЗМЫ

Отправной точкой в [1] была цилиндрическая
круглая плазма. В этой геометрии

(6)

если продольное (тороидальное) поле  считать
постоянным и равным  во всей плазме. Здесь
ρ – радиус, отсчитываемый от главной оси в попе-
речном сечении, θ – полоидальный угол, ζ − обо-
значает тороидальный угол или в данном случае
его эквивалент, а  – полная длина системы.

Поскольку

(7)

мы получим

(8)

где

(9)

– продольный ток через трубку радиуса ρ, а
 – полный ток в плазме. Тогда

(10)

С определениями (5) и

(11)

что представляет собой нормированное враща-
тельное преобразование, уравнение (10) эквива-
лентно равенству:

(12)
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Также в этих обозначениях

(13)

что является следствием (5), (8) и (12). В итоге (4)
дает

(14)

где правая часть зависит только от  (или от
профиля q).

Это компактное равенство следует анализиро-
вать при основном условии  ВП теоремы
[1]. В нашей задаче

(15)

поэтому это ограничение сводится к

(16)

если считать, что .
Уравнение (14) показывает, что , когда

 во всей плазме, что соответствует .
Это в точности конкретная реализация (с )
“ступенчатого” профиля, и в таком случае

 совпадает с верхней границей в (1).
Ограничение  в (1) требует , но

при таком задании q лишь в двух точках уравне-
ние (14) допускает , если μ достигает зна-
чений выше единицы при промежуточных s. Рас-
смотрим для определенности профиль

(17)
с постоянным k. Тогда  (или

),

(18)

так что , если , и мы получим из
уравнения (14)

. (19)

Слагаемое с k может увеличить  на 30% выше
, ожидаемого из (2) при  или из (1)

при  и .
Этот пример можно проиллюстрировать

рис. 1, на котором показаны как  (верхняя
кривая), так и  при . На рис. 2 приведена
соответствующая плотность тока, заданная ра-
венством (18).

Полагая  в (17), мы охватим все семей-
ство профилей μ, подходящих для сравнения с
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2
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. Естественно, такая  должна быть ко-
нечной на концах интервала , чтобы сохра-
нить принятое в данном случае ограничение

. Большие отклонения μ и  от
единицы на рис. 1 и 2 в сочетании с результирую-
щим большим  оставляют достаточ-
ную свободу для альтернативного выбора k в пре-
делах, налагаемых (16), и обеспечивающего

.
С

(20)

символически представляющим пробную функ-
цию при указанных граничных условиях, мы по-
лучим из (14)

(21)

где штрих означает производную. Положитель-
ная правая частm снова даст  выше “верхнего
предела”. При  это легко получается
с  (и, соответственно, ) в центральной
части при малых s, и отрицательной  в перифе-
рийной области. Именно такое поведение пока-
зано на рис. 1. Эту идею легко проиллюстриро-
вать, взяв

(22)

С таким  уравнение (21) дает , что на 25%
превышает “верхний предел”.

Эти опровержения теоремы ВП можно рас-
сматривать как введение в более общий случай с

. Тогда в качестве основы для сравнения
следует использовать ступенчатый профиль с

 на краю плазмы, как в [1].

Если  при , то из (15) с приня-
тыми нормировками получим

(23)

при . Соответственно,

(24)

что является частью интеграла в (14). С 
последний член в (24) можно представить как

(25)
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так как , см. (23). Следовательно, в этом
случае

(26)

и (14) можно представить в виде

(27)

где  и . Здесь учтено, что,
согласно (11) и (23),  при .

Это можно использовать при любом .
Конфигурации с  не интересны для на-
шего обсуждения (1) из-за его нефизического
предсказания  в этом диапазоне. При 
нарушение теоремы ВП было продемонстрирова-
но с μ в виде (17). Рассмотрим теперь профили с

.
Теореме ВП можно было бы доверять, если

правая часть (27) всегда была бы отрицательной
или нулевой. Чтобы сделать ее положительной,
мы можем взять  таким же, что и μ в (17), но те-
перь как функцию y вместо s. Эта μ была введена
так, чтобы сделать , что обнуляет послед-
нее слагаемое в (27), и мы снова получим  боль-
ше, чем допускается неравенством (1). Отметим,
что  с таким .

В [1] уравнение (1) предполагалось математи-
чески точным для круглой плазмы. Здесь мы про-
демонстрировали его нарушение именно в этом
случае, при . Доказано, что уравнение (1)
фактически не дает верхнего предела для , по
крайней мере, когда .

3. КОНТРПРИМЕР К ВЫРАЖЕНИЮ (1)
ДЛЯ ВЫТЯНУТОЙ ПЛАЗМЫ

Возникает вопрос, может ли зависящий от
формы плазмы множитель каким-то образом
улучшить это соотношение для интересующих
нас конфигураций с .

Хорошо известно (и было явно указано в [17–
19]), что  для круглой плазмы с однород-
ной плотностью тока. Покажем, что то же самое
справедливо и для вытянутой плазмы.

Рассмотрим семейство магнитных поверхно-
стей , описываемое формулой

(28)

Здесь a – горизонтальная полуось (“малый ради-
ус”, вдоль линии ), b – ее значение на грани-
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це плазмы, K – вытянутость, т.е. отношение вер-
тикальной и горизонтальной осей эллипса (28), а

(29)

При однородном  равновесное решение в при-
ближении большого аспектного отношения дает

 в плазме [20–31]. Именно этот случай
анализируется ниже.

Для некруглой плазмы  часто определяется
как [15, 32–36]

(30)

где  – полоидальное магнитное поле, связан-
ное с полоидальным магнитным потоком 
соотношением

(31)

интегрирование ведется по объему плазмы,  –
элемент этого объема, Ω – полный объем плазмы, а

(32)

с полным тороидальным током в плазме , L –
длина контура поперечного сечения границы
плазмы. Здесь рассматривается тороидальная
плазма,  – обычные цилиндрические коор-
динаты, связанные с главной вертикальной осью,
ζ – тороидальный угол. Для круглой плазмы с боль-
шим аспектным отношением (30) сводится к (4).

Для вычисления (30) используем стандартные
соотношения теории равновесия

(33)

Это прямые следствия уравнений  и
(31), J – ток, текущий внутри тороидальной труб-
ки ,  – объем такого тора, штрих
означает производную по потоковой метке a (ни-
же это будет a, введенная в (28)),

(34)

обозначает усреднение по объему  тороидаль-
ного слоя между соседними магнитными поверх-
ностями. Подробнее см., например, [36, 37], где
величина

(35)

−ε ≡
+

2

2
1.
1
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K
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была рассчитана для геометрии, описанной ра-
венством (28):

(36)

Верхний индекс 0 указывает на то, что вытянутость
постоянна по радиусу ( ), а 
представляет собой радиальное положение цен-
тра поверхности со смещением  относитель-
но фиксированной точки .

С (33) и (34) для интеграла в (30) получится

(37)

Для тока J через тор с вытянутым сечением
, описываемым (28) с  (и, соот-

ветственно, ), имеем

(38)

где  – площадь поперечного сечения.
С помощью этой формулы и  уравне-
ние (37) сводится к

(39)

Подстановка (32) и (39) в (30) дает

(40)

Это чисто геометрическая величина. Объем
тора с эллиптическим поперечным сечением, за-
данным (28), равен

(41)
Тогда

(42)

где использованы уравнение (36) и определение

(43)

а  обозначает большой радиус плазменного
шнура.

Подстановка (42) в (40) дает

(44)

На последнем шаге использован тот факт, что

(45)

+α ≡
2

0
22

1.
2a

a K
R K

=' 0K ≡ + Δ0 ( )aR R a

Δ( )a
= 0r R

τ = = μ
α  

2
2 2 2

0
22

' .
b

p p
pl pl a

Jd V da daB B

= consta = constK
ζ = constj

ζ ⊥= =
2

2( ) ,pl
aJ a j S J
b

⊥ = π 2S Ka
α = α0

22 22

μ
τ =

α
2

2 0
0
22

( )
.

4( )
pl

p
pl

J bd
b

B

=
α Ω


2

0
22

.
4( )

i
L b

b

= π2 2( ) 2 .aV a Ka R

Ω ≡ = =
+ α

2 2
2 0

22

( ) ,
1 2 ( )

SN b SN
K bV b L R L

K b

+≡ π
2 12 ,
2SN

KL b

bR

= =
2

2
1 .
22

i
SN

L
L

 = π ≈  π
2 ( )2 ,SN

E kL bK L



542

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 49  № 6  2023

ПУСТОВИТОВ

где E – полный эллиптический интеграл второго

рода, а . Аппроксимация  для L
была предложена в [38]. При , представляю-
щем практический интерес, разница между L и

 незначительна.
Отметим, что (44) дает  независимо от

вытянутости K. Это отличается от предсказа-
ния (1), но для завершения сравнения необходи-
мо найти  в рассматриваемом случае.

В токамаке запас устойчивости определяется
как [19, 39–43]

(46)

где интегрирование осуществляется по полои-
дальному контуру поверхности . Соглас-
но (31), . Следовательно, (46)
сводится к

(47)

где  – тороидальный магнитный поток. Ис-
пользуя (33), (36) и (38), чтобы выразить , и ра-
венство , справедливое в низшем при-
ближении (с ), где малый вклад от плаз-
мы в Φ (в крайнем случае 1–2%) не учитывается,
из (47) для конфигураций с  получим

(48)

что лишь незначительно отличается от формул
(A10) и (A11) для  в [44] и от уравнения (4) в [45].
Здесь  и  выражены в мегаамперах.

Уравнение (48) дает q постоянным по сечению
плазмы, что делает . Тогда  в
уравнении (44) превышает “верхний предел”, по-
лучаемый из (1) при . Напомним, что точное
значение, вычисленное для равновесия Соловье-
ва при  и  в [15] было 0.484, что
всего лишь на 3% меньше нашего аналитического
результата (44).

4. ОБСУЖДЕНИЕ
Во введении мы упомянули две формулы для

, предложенные в [16] для той же конфигурации
с . Выкладки, приводящие к (44), пока-
зывают, что те соотношения в [16] ошибочны.
Этот вывод подтверждается также и тем, что они
неинвариантны относительно замены ,
тогда как конфигурации с  и  в цилиндриче-
ском приближении неразличимы, если .
Добавим к этому, что выражение  из

≡ − 21 1/k K SNL
≤ 2K

SNL
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= constK
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[16] при вполне умеренном  дает 
вместо . Столь большое отличие избавляет
от необходимости дальнейших обсуждений этой
темы.

Представленный выше анализ показывает, что
ограничение (1) оказывается неверным как при

, так и при . Для вытянутой плазмы оно
опровергается в простейшем случае с .
Для круглой плазмы – конкретными примерами с
большим превышением  над “верхним преде-
лом”. Существование конфигураций с обратным
широм [6–14] и  – дополнительный аргу-
мент против (1).

Теоретические сравнения, предложенные в
[1], оперировали с профилями , подчиненными
единственному ограничению . Это чисто
электромагнитный подход, никак не зависящий
от свойств плазмы. Фактически он эквивалентен
рассмотрению вначале различных распределений
тока в сплошном цилиндрическом проводнике, а
после этого в формулу просто добавляется коэф-
фициент, зависящий от формы.

Математически тороидальная поправка дей-
ствительно может быть незначительной, что под-
тверждается уравнением (44), полученным с ,
вычисленным для тора с большим аспектным от-
ношением [36, 37]. Однако в том же приближе-
нии уравнения равновесия дают [18, 19, 23, 37, 39,
41, 43]

(49)

для радиальной производной  смещения Ша-
франова на границе тороидальной плазмы с

. Здесь

(50)

описывает вклад от давления плазмы p.
Вложенные поверхности существуют, когда

. В токамаке желательно иметь большую 
и малые . Эти неизбежные требования и урав-
нение (49) подразумевают, что практический
предел для  должен зависеть от . Такая зави-
симость не могла появиться в формуле (1), полу-
ченной для цилиндра, но из уравнения (49) следу-
ет, что она может стать существенной при высо-
ком .

Обычно уравнение (49) считается основой для
оценки равновесного предела . Такая интер-
претация естественна по двум причинам. Во-пер-
вых, высокое давление плазмы является главной
целью экспериментов. Во-вторых, при умерен-
ных  и разумных  уравнение (49) позволяет
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значительно более высокие , чем достигаются
при нормальной работе токамаков. Тем не менее,
при  и  это уравнение превра-
щается в весьма существенное ограничение для

.
Эти аргументы показывают, что чисто элек-

тромагнитный подход с произвольным заданием
 и формы магнитных поверхностей (без требо-

вания ) недостаточен для оценки верх-
него предела . Этот факт также подтверждается
экспериментальными результатами. Графики за-
висимости  от K, представленные на рис. 3 и 4 в
[1] для равновесной плазмы без срывов в токама-
ке Alcator C-Mod, демонстрируют существенно
более сильную зависимость  от K, чем предпи-
сано соотношением (1).

Известно, что  естественным образом возни-
кает в так называемых вириальных соотношениях
[15, 17–19, 32–36, 38–40, 45], которые дают

(51)
что воспроизводит уравнения (18) в [15] или (22) в
[32]. Там и в [36] полностью определены значения
всех символов, а в [36] входящие в правую часть
интегралы  вычислены для плазмы с эллип-
тическими смещенными поверхностями вблизи
границы. Кроме этих величин необходимо еще
знание интегрального параметра

(52)

В работах на токамаке JET было установлено, что
его вычисление является наиболее трудным мо-
ментом в задаче определения  [33–35], поэтому
до сих пор известны лишь простые оценки для α,
точность которых невысока. Предложенный в
[33–35] скейлинг JET для α в сочетании с анали-
тическими результатами [36] можно использовать
для нахождения ограничения  из (51), но это от-
дельная большая задача. Тем не менее, именно
(51) следует считать основой для замены (1).

Автор благодарен экспертам Тематической
группы ITPA по МГД, срывам и управлению
за многочисленные полезные обсуждения, а так-
же российским коллегам С.В. Коновалову и
Ю.В. Грибову за поддержку.
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