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Предложена новая составная модель распределения магнитуд землетрясений, статистически удо-
влетворительно описывающая их распределение как в диапазоне слабых и умеренных землетрясе-
ний (закон Гутенберга–Рихтера), так и в области сильнейших событий (обобщенный закон Парето,
являющийся одним из предельных законов теории экстремальных значений). На примере Японии
и Курил (по данным GCMT-каталога) показано, что модель достаточно хорошо описывает сей-
смичность в кругах, содержащих не менее 80 основных событий в диапазоне уверенной регистрации
m ≥ 5.3. Требование по числу событий задает статистическое ограничение на разрешающую способ-
ность предлагаемой модели. Для указанных регионов это ограничение допускает надежную оценку
параметров сейсмичности для областей радиусом 300 км по сетке 2 × 2°. Использование указанной
модели в разработанной нами ранее статистической методике оценки сейсмического риска [Писа-
ренко, Родкин, 2007; Pisarenko, Rodkin, 2010; 2013] дает теоретическую базу для развития этой мето-
дики как в плане большей робастности результатов оценки сейсмичности, так и лучшего простран-
ственного разрешения, приближающегося к масштабу карт общего сейсмического районирования.
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ВВЕДЕНИЕ
Закон повторяемости землетрясений Гутен-

берга–Рихтера является общепризнанным, уни-
версальным законом сейсмологии. Его можно
сформулировать следующим образом. Если в не-
котором, достаточно большом, сейсмоактивном
регионе достаточно долго наблюдать землетрясе-
ния, то распределение их числа N по магнитудам
m будет иметь следующий вид:

(1)
где: N – число землетрясений с магнитудами
меньше m; m0 – нижний порог регистрации зем-
летрясений; a, b – параметры закона (они могут
иметь различные значения в различных сейсми-
ческих регионах). Разъяснению физического смыс-
ла закона Гутенберга–Рихтера, статистической
оценке его параметров и различным его модифика-
циям посвящено огромное количество работ
[Gutenberg, Richter, 1942; 1949; 1956; Kagan, 1994;
1999; Utsu, 1999; Wu, 2000; Golitsyn, 2001;
Chechowski, 2003]. Сейсмологи настолько уверова-

ли в справедливость и универсальность закона Гу-
тенберга–Рихтера, что, например, нижнюю грани-
цу представительности любого каталога определя-
ют обычно не с помощью каких-то, относящихся к
этому вопросу данных, а просто с помощью нахож-
дения нижнего порога, “за которым перестает вы-
полняться закон Гутенберга–Рихтера” (нарушается
линейность соотношения (1)).

Однако почти сразу же после начала триум-
фального применения закона Гутенберга–Рихте-
ра в сейсмологической практике стала выявлять-
ся его “Ахиллесова пята” – неопределенность его
поведения в диапазоне очень больших магнитуд.
А этот диапазон как раз представляет наиболь-
ший интерес в важнейшей практической пробле-
ме – оценке сейсмического риска. Закон Гутен-
берга–Рихтера стали записывать не в виде (1) для
числа землетрясений, а для нормированного чис-
ла землетрясений, характеризуемого статистиче-
ской функцией распределения магнитуд F(m).
Функция F(m) показывает, какова вероятность
того, что очередное (случайное) землетрясение в

0lg ,( ) ( )N a b m m= + −

УДК 550.34.013



ФИЗИКА ЗЕМЛИ  № 1  2020

СТАБИЛЬНАЯ МОДИФИКАЦИЯ ЗАКОНА ПОВТОРЯЕМОСТИ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЙ 63

данном регионе будет иметь магнитуду меньше m.
Для закона Гутенберга–Рихтера (1) функция F(m)
имеет вид:

(2)

Отметим сразу одну важную черту закона (2). Ес-
ли считать, что соотношение (2) справедливо на
бесконечном полуинтервале m ≥ m0, то среднее
значение энергии землетрясения (энергия Е при-
близительно пропорциональна exp(3.45m)) M(E)
окажется бесконечным, т.к. наблюдаемые значе-
ния параметра b всегда намного меньше 3.45 (в
формулах выше для простоты использованы на-
туральные, а не десятичные логарифмы, переход к
привычным значениям наклона графика повторяе-
мости осуществляется пересчетом b/2.3). Здесь М –
символ математического ожидания. Этот факт все-
гда вселял опасения при использовании неограни-
ченного закона Гутенберга–Рихтера. Заметим,
что экспоненциальному закону для магнитуд (2)
соответствует степенной закон Парето для рас-
пределения энергий Е:

(3)

где: β = b/3.45; E0 – энергия, соответствующая
нижнему порогу магнитуд m0. Плотность закона
(3) имеет вид:

(4)

Наиболее простой и чаще всего применяемой (в
основном, из-за своей простоты) моделью, моди-
фицирующей закон Гутенберга–Рихтера в обла-
сти больших магнитуд и обеспечивающей конеч-
ность величин средней сейсмической энергии,
стала модель усеченного закона Гутенберга–Рих-
тера (truncated Gutenberg–Richter law):

(5)

где С – нормирующая константа С = {1 – exp[–b ×
× (Mmax – m0)]}–1. Имеется огромное количество
работ, посвященных исследованию различных
аспектов этой модели [Молчан, 1973; Писаренко,
1989; 1991; 1995; Kijko, Sellevol, 1989; 1992; Dargahi-
Noubary, 1983; 2000; Wesnousky, 1994; Грачев и др.,
1996; Pisarenko et al., 1996; Писаренко, Лысенко,
1997; Ward 1997; Cosentino et al., 1997; Kijko, Gra-
ham, 1998; Kagan, 1999; 2002a; 2002b; Utsu, 1999;
Kijko, 2004]. Параметр Mmax, называемый макси-
мальной возможной региональной магнитудой,
прочно вошел в сейсмологическую практику, не-
смотря на его вполне очевидные недостатки и вы-
явившуюся на практике большую неустойчи-
вость его статистических оценок. Модель (5)
слишком грубо и не вполне адекватно характери-
зует поведение распределения магнитуд в области
больших значений (на хвосте распределения).
Ввиду явной неудовлетворительности модели (5),

( ) ( )[ ]0 01 exp ; .F m b m m m m= − − − ≥

( ) ( )0 01 / , ,f E E E E Eβ= − ≥

 1
0 0/( ) ( ) , .f E E E E Eβ β+= β ≥

0 0 max( ) { [ ( )]1 exp , ,}F m C b m m m m M= − − − ≤ ≤

были предприняты различные попытки модифи-
цировать распределение Гутенберга–Рихтера (2).

В работах [Kagan, 1994; 1997а; Kagan,  Schoen-
berg, 2001] к степенной плотности закона Парето
(4) добавлялся экспоненциальный сомножитель
exp(–γx), обеспечивающий конечность средней
энергии. Эта модель не получила, однако, широ-
кого распространения из-за искусственно вы-
бранного экспоненциального убывания плотно-
сти энергии, которое, к тому же, искажало линей-
ное поведение закона Гутенберга–Рихтера в
области достаточно часто наблюдаемых магни-
туд, обусловленное самоподобием сейсмического
процесса в широком диапазоне масштабов.

В работах [Молчан и др., 1996; Molchan et al.,
1997] на примере Италии предлагалась двухмас-
штабная модель сейсмичности. Весь исследуе-
мый регион разделяется на зоны двух масштабов:
зоны мелкого масштаба (длина 40–130 км: магни-
туды 3.5 < М < 5.0) и зоны крупного масштаба
(длина 175–400 км: магнитуды М > 6.0). Диапазон
магнитуд 5 < M < 6 полагается промежуточным.
Каждая из зон мелкого масштаба входит в какую-то
зону крупного масштаба. В результате для одной и
той же территории Италии получаются две разные
пары параметров, характеризующих сейсмичность.
Первый параметр a характеризует среднюю сей-
смическую активность, а второй параметр b задает
наклон графика повторяемости Гутенберга–Рих-
тера. Таким образом, для территории Италии по-
лучаются две пары оценок сейсмичности (a1, b1) и
(a2, b2). Первая пара получена по событиям с маг-
нитудами 3.5 < М < 5.0 и по зонам мелкого мас-
штаба. Вторая пара получена по событиям с маг-
нитудами М > 6.0 и по зонам крупного масштаба.
Важно отметить, что в этом подходе для сильных
землетрясений подразумевается, что функция
распределения магнитуд (нормированная сред-
няя сейсмическая интенсивность) имеет вид экс-
поненты, что соответствует неограниченному за-
кону Гутенберга–Рихтера. Как замечают авторы
статьи [Молчан, 1996], вопрос о параметризации
сейсмической интенсивности в интервале самых
больших значений магнитуд остается открытым.
Для нас далее существенно, что в работах этого
цикла показано, что модель с одинаковым накло-
ном графика повторяемости во всем диапазоне
магнитуд не выполняется.

В работах [Писаренко, Родкин, 2007; 2009; Pisa-
renko, Rodkin, 2010; Pisarenko et al., 2008; 2014]
изучались модели распределений самых больших
магнитуд (модели хвоста распределения). Для ре-
шения этой проблемы был предложен подход, ос-
нованный на теории экстремальных значений.
Использование максимальных значений mmax(τ),
наблюдаемых в некотором регионе за определен-
ный промежуток времени τ, позволило приме-
нить мощный математический аппарат предель-
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ных теорем теории экстремальных значений и
эффективно решать многие статистические во-
просы, связанные с этой проблемой. Заметим
сразу, что mmax(τ) в отличие от параметра Mmax явля-
ется случайной величиной. При этом она определе-
на вполне корректно, а ее распределение можно эф-
фективно моделировать, используя два предельных
распределения теории экстремальных значений:
Обобщенное Распределение Экстремумов (Gener-
alised Extreme Value distribution – GEV) и Обобщен-
ное Распределение Парето (Generalised Pareto Dis-
tribution – GPD). Эти методы были весьма успешно
применены для решения задач оценки сейсмиче-
ского риска ([Писаренко, Родкин, 2007; Pisarenko,
Rodkin, 2010]) и для других геофизических задач
[Pisarenko et al., 2014]. Так, например, за год до ре-
ализации мегаземлетрясения Тохоку (2011) была
показана достаточно высокая вероятность воз-
никновения в Японии землетрясений с магниту-
дой М9+, ранее полагавшихся в Японии невоз-
можными [Pisarenko, Rodkin, 2010].

При этом, однако, обнаружилось, что для на-
дежной оценки параметров искомых предельных
распределений необходимо использовать данные
о большом (десятки событий) числе землетрясе-
ний с экстремально большими магнитудами, от-
вечающими хвосту распределения. Надежные
оценки параметров получались для мирового ка-
талога или для достаточно обширных сейсмиче-
ских регионов типа Японии [Pisarenko, Rodkin,
2010]. А для задачи оценки сейсмического риска
желательно иметь существенно более детальные
пространственные характеристики сейсмично-
сти. В настоящей работе мы предлагаем метод
статистической оценки параметров сейсмическо-
го риска, который может быть применен не толь-
ко к большим сейсмическим регионам, но и к их
отдельным частям, т.е. метод с большей разреша-
ющей способностью по пространству. Это откры-
вает возможность использования этого метода в
задачах сейсмического районирования.

СОСТАВНАЯ МОДЕЛЬ ЗАКОНА 
ПОВТОРЯЕМОСТИ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЙ
Поскольку экспоненциальный закон Гутен-

берга–Рихтера хорошо работает в диапазоне ма-
лых и умеренных магнитуд, а на хвосте распреде-
ления можно использовать предельный закон
распределения максимальных значений GPD,
возникает естественная идея использовать для
функции распределения магнитуд F(m) состав-
ную модель:

(6)

1 0 0

1 0
1/

2

max

{ [ ( )]}
{ [ ( )]}

( )
{ [ ( )( )] }

1 exp , ,
1 exp  +

1 1 /
/ ,  0.

,

C b m m m m h
C b h m

F m
C s m h

h m M h s

− ξ

− − − ≤ ≤
 − − −= + − + ξ −
 ≤ ≤ = − ξ ξ <

Вторая ветвь представляет собой закон GPD с
отрицательным параметром формы ξ < 0. Подоб-
ная модель использовалась нами ранее (см. [Pisa-
renko et al., 2008]) с положительным ξ > 0 (неограни-
ченный закон распределения сейсмических момен-
тов) для генерирования искусственных каталогов
при оценивании разброса оценок. В данной работе
мы используем отрицательные ξ < 0 (отвечающие
конечному распределению магнитуд). В подавля-
ющем большинстве случаев с достаточным чис-
лом сильных событий, применяя нашу методику,
мы в качестве оптимального получали отрица-
тельное значение параметра формы ξ, указываю-
щее на конечность соответствующего распреде-
ления [Pisarenko, Rodkin, 2010; 2013].

Естественно потребовать, чтобы обе ветви мо-
дели гладко сопрягались при m = h, то есть, чтобы
были равны не только значения плотности рас-
пределения, но и правая и левая производные
плотности. Эта модель предлагается для описа-
ния распределения магнитуд в некотором конеч-
ном (неизвестном) диапазоне. Приведем подроб-
ное описание модели.

Модель (6) содержит 5 неизвестных парамет-
ров. Порог h разделяет 2 ветви модели, законы Гу-
тенберга–Рихтера и GPD; b, m0, s, ξ – параметры;
C1, C2 – константы (они зависят от указанных па-
раметров), которые должны обеспечить норми-
ровку функции распределения F(m) и ее непре-
рывность:

(7)

Если обозначить:

то наша модель запишется в виде:

(8)

Определение нижней границы представительно-
сти каталога m0 обычно не вызывает затруднений.
По существу, в этой составной модели остаются 4
неизвестных параметра h, b, s, ξ, которые необхо-
димо оценить по имеющимся данным. Как пока-
зали многочисленные проверки на региональных
каталогах, такая статистическая задача не всегда
является устойчивой и робастной. Особенно
большие проблемы статистической устойчивости
появляются при оценивании параметров h, ξ для
небольших локальных каталогов объемом не более
80–150 событий. Возникает потребность умень-
шить количество неизвестных параметров, под-
лежащих оценке. Для этой цели используется
условие непрерывности не только плотности рас-
пределения в точке сочленения ветвей, но и не-
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2 1 0
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прерывности ее первой производной. Это пред-
ставляется естественным, поскольку плотность
вероятности магнитуд должна описывать некий
плавный физический механизм перехода от само-
подобного процесса генерирования малых и
средних толчков к процессу генерирования круп-
нейших событий, связанных с большими блока-
ми и конечной толщиной земной коры. Из непре-
рывности производной плотности f(m) в точке
m = h следует соотношение:

(9)

Итак, мы предлагаем составную модель (8) с
ограничениями, обусловленными требованием
непрерывности плотности распределения магни-
туд f(m) и ее производной в точке сочленения вет-
вей m = h. В окончательном виде модель имеет
вид:

(10)

Модель содержит уже только 3 неизвестных пара-
метра: h, b, ξ; значение m0 предполагается извест-
ным. Ниже мы описываем результаты примене-
ния модели (10) для субрегионального описания
сейсмичности Японии и региона Курил.

ПРИМЕНЕНИЕ СОСТАВНОЙ МОДЕЛИ
К РЕГИОНУ ЯПОНИИ

Рассмотрим каталог GСМТ для региона Япо-
нии 1976–2016 гг. (4.29 ≤ m ≤ 9.08; h ≤ 70 км; 1734
события). Требование выполнимости закона Гу-
тенберга–Рихтера указывает, что в качестве ниж-
ней границы можно выбрать m = 5.3, при этом
остается 804 события. Для выделения афтершоков
применяем оконный метод с окном Байеси–Па-
суцки–Заляпина–Циона ([Baiesi, Paczuski, 2004;
Zalyapin, Ben-Zion, 2013]), использующий обоб-
щенное расстояние между двумя толчками. Сле-
дуя методике [Zalyapin, 2013], определим обоб-
щенное расстояние Dk(i) от k-ого события катало-
га до последующего i-ого события следующим
образом:

(11)

где: r – эпицентральное расстояние в км между
толчками; f – фрактальная размерность распре-
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деления эпицентров [Zalyapin, Ben-Zion, 2013].
Мы использовали значение f = 1.18, обеспечив-
шее в проведенных нами ранее расчетах наиболь-
шую эффективность – выделения афтершоков.
Процедура исключения афтершоков следующая.
Сначала берется наибольшее событие (tk, mk) в ката-
логе и с помощью окна (11) отбираются из последу-
ющих событий только те, у которых расстояние
Dk(i) меньше выбранного порога Н. Эти события
объявляются афтершоками главного толчка (tk, mk).
Эти афтершоки и главное событие удаляются из
каталога, и из оставшихся снова берется наиболь-
шее событие. Выделение афтершоков произво-
дится до исчерпания всего каталога. Мы исполь-
зовали порог различения афтершоков H = 10–5,
показавший наилучшую эффективность в пред-
варительных расчетах. Использованное окно, ос-
нованное на расстоянии (11), отличается от обычно
используемых окон [Zhuang et al., 2011] тем, что свя-
зывает расстояние между событиями по простран-
ству и по времени с помощью соотношения (11), в
то время как классические окна налагают ограни-
чения на пространство и время раздельно. Это
приводит к повышению эффективности выделе-
ния афтершоков при сохранении присущей мето-
ду окон простоте такой процедуры.

После применения этого окна остается 396
главных толчков (49.3%).

Оценки параметров модели ищутся стандарт-
ным методом максимального правдоподобия как
значения параметров, максимизирующих функ-
цию правдоподобия L(h, b, ξ,):

(12)

где (m1, …, mn) – магнитуды выборки основных
событий каталога.

Для всего региона Японии мы получили: ξ =
= –1.226 × 10–10; b = 1.998, напомним, что для пе-
рехода к привычным значениям b надо произве-
сти пересчет b/ln(10), что дает 0.868:

(13)
Качество подгонки составной модели к ката-

логу мы оценили с помощью расстояния Колмо-
горова KD:

(14)

где: F(m/ξ, b, h) – функция распределения состав-
ной модели (10) для основных событий; (ξ, b, h) –
оценки параметров, полученные методом макси-
мального правдоподобия; Fn(m) – выборочная
функция распределения. Для региона Японии мы
получили KD = 0.495. Для того, чтобы оценить
значимость этого расстояния, мы использовали

1
( , , )  ( , , ),

k n

k
k

L h b f m h b
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метод имитации процедуры оценивания (см. [Ste-
phen, 1974]). Такая процедура, вместо стандарт-
ного использования таблиц распределения Кол-
могорова, необходима потому, что эти таблицы
рассчитаны для случая, когда теоретическая
функция распределения F(m) известна заранее и
нет никаких подгоняемых параметров. Мы сгене-
рировали с помощью случайных чисел 5000 ката-
логов, каждый из которых содержал, как и ката-
лог Японии, 396 событий с распределением маг-
нитуд (10) и при значениях параметров (13). По
5000 каталогам мы получили, что вероятность
превышения наблюденного значения KD = 0.495
при нашей процедуре оценивания равна 0.91. Эту
вероятность в приводимых ниже таблицах мы бу-
дем обозначать pvKD. Чем больше расстояние
Колмогорова (хуже соответствие теоретической и
эмпирической функций распределения), тем мень-
ше эта вероятность. Обычно качество подгонки
считают приемлемым, если pvKD > 0.10. Таким об-
разом, как видно из седьмого столбца табл. 1, для
региона Японии составная трехпараметрическая
модель со значениями параметров (13) обеспечи-
вает весьма хорошее согласие.

Виртуальные 5000 каталогов были обсчитаны
аналогично исходному каталогу главных собы-
тий, и наряду с оценками параметров ξ, b, h мы
получили также оценки квантилей Qq(τ). Кван-
тиль Qq(τ) – это обратная функция по отноше-
нию к функции распределения максимальной
магнитуды на заданном отрезке времени τ, кото-
рая равна:

(15)

где λ – интенсивность Пуассоновского потока
главных толчков (см. [Pisarenko, Rodkin, 2010]).
Для оценок (11–13) и τ = 50 лет мы рассчитали
квантили уровня 0.50 и 0.90: Q0.50(50) = 8.60 ± 0.16 и
Q0.90(50) = 9.55 ± 0.22. Эти квантили мы использу-
ем и ниже. Квантиль Q0.50(50) характеризует вели-
чину типичного события за срок эксплуатации со-
оружений массовой застройки (примерно 50 лет);
квантиль Q0.90(50) отвечает стандарту вероятно-
сти величины воздействия для карты ОСР-2016-А
(превышение с вероятностью 10% за 50 лет).

Оценка разброса производилась по 5000 вир-
туальным каталогам. Квантиль Qq(τ) можно рас-
сматривать как верхнюю доверительную границу
для случайной величины mmax(τ) с уровнем дове-
рия q, поскольку по определению квантиля эта
величина не будет превзойдена указанным мак-
симумом с вероятностью q. Отметим, что для со-
вокупности виртуальных каталогов наблюдается
четко выраженная корреляция величин парамет-
ра формы ξ со значениями квантилей Qq(τ);
уменьшению значений параметра формы ξ по аб-

[ ] [ ]
( )

( ( ( ))exp 1 exp 1 ex( ) ( )p ,
m

F m
Ψ =

= −λτ − − −λτ − −λτ

солютной величине отвечает рост значений кван-
тилей Qq(τ).

Ниже мы проанализируем связь квантилей
Qq(τ) со значениями параметров формы ξ для суб-
регинов Японии и Курил.

Применим теперь описанную выше методику
к оценке параметров по сетке 2 × 2° для региона
Японии. Вокруг каждой точки этой сетки мы бу-
дем брать круг радиуса R и рассматривать земле-
трясения из этого круга. Для целей сейсмическо-
го районирования желательно иметь как можно
более детальное описание сейсмичности, т.е. вы-
бирать радиус R как можно меньшим. С другой
стороны, для более или менее надежной оценки
параметров модели статистика требует достаточ-
но большого числа наблюдений. Это требование
заставляет увеличивать радиус R. Нужен компро-
мисс, который не всегда можно формализовать и
решить однозначно. В результате многочислен-
ных экспериментов мы пришли к следующей
процедуре выбора R. В круге радиуса R использу-
емая оценка параметра h должна быть такова,
чтобы на каждую из ветвей приходилось не менее
40 независимых событий с магнитудами m ≥ 5.3.
Таким образом, в круге радиуса R должно быть не
менее 80 наблюдений. В противном случае оцен-
ки максимального правдоподобия для парамет-
ров (ξ, b, h) становятся крайне неустойчивыми. В
результате многочисленных экспериментов мы
пришли к единому компромиссному значению
для региона Японии R = 300 км. Для этого радиу-
са мы и провели оценивание параметров нашей
модели и квантилей Q0.5(50) и Q0.9(50). Результаты
оценивания приведены в табл. 1.

Во втором столбце под общим числом толчков
n в данном круге указано, как оно распределяется
между левой Гутенберга–Рихтера и правой
(GPD) ветвями составной модели, ниже указана
максимальная магнитуда в данном круге. В 7-ом
столбце таблицы приведена вероятность превы-
шения наблюденного в данном круге расстояния
Колмогорова. Для 12 точек эта вероятность пре-
вышает 0.28 и только для одной точки № 9 эта ве-
роятность меньше 0.1. Напомним, что для истин-
ной модели эта вероятность имеет равномерное
на отрезке [0; 1] распределение, поэтому в сред-
нем она может заходить за порог 0.1 в одной деся-
той всех случаев. Поэтому одна из 13 точек вполне
может чисто случайно оказаться меньше значе-
ния 0.1 даже для истинной модели. Отсюда мы
можем заключить, что составная модель достаточно
хорошо описывает имеющийся каталог землетрясе-
ний Японии 1976–2016 гг. по сетке 2 × 2° с радиу-
сом круга 300 км.

На рис. 1а–1в показаны примеры подгонки на-
шей модели к 3 субрегионам Японии. На рис. 1а, 1б
качество подгонки высокое, расстояния Колмо-
горова в этих примерах равны соответственно
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0.60 и 0.51. На рис. 1в подгонка наихудшая, рас-
стояние Колмогорова равно 1.01.

Наглядный статистический смысл параметра ξ
состоит в том, что величина –1/ξ характеризует

остроту “клюва” плотности вероятности распре-
деления магнитуд в крайней правой экстремаль-
ной области плотности: чем ближе (отрицатель-
ное) значение ξ к нулю, тем острее этот клюв, тем

Таблица 1. Параметры сейсмичности ячеек для района Японии

Широта,
долгота

центра круга

Число главных
толчков Mmax

lg(–ξ); в скобках
(–ξ)

b h KD pvKD Q0.5(50) Q0.9(50)

Вся
Япония

396
(191; 204)

9.08

–9.911 ± 0.011
(–1.226 × 10–10)

1.998 ± 0.105 5.64 ± 0.26 0.495 0.91 8.60 ± 0.16 9.55 ± 0.22

34
138

86
(20; 66)

7.37

–0.813 ± 0.314
(–0.154)

1.559 ± 0.327 5.46 ± 0.29 0.596 0.57 7.30 ± 0.26 7.73 ± 0.43

34
140

141
(20; 121)

7.37

–0.854 ± 0.273
(–0.140)

1.748 ± 0.282 5.39 ± 0.36 0.535 0.73 7.25 ± 0.23 7.63 ± 0.37

34
142

132
(21; 111)

7.00

–0.580 ± 0.086
(–0.263)

1.354 ± 0.309 5.41 ± 0.33 0.51 0.79 6.97 ± 0.14 7.16 ± 0.21

36
138

120
(20; 100)

6.67

–0.484 ± 0.105
(–0.328)

1.275 ± 0.299 5.43 ± 0.30 0.71 0.28 6.74 ± 0.11 7.19 ± 0.14

36
140

195
(175; 20)

7.00

–0.419 ± 0.082
(–0.381)

1.904 ± 0.219 6.36 ± 0.24 0.64 0.54 6.35 ± 0.10 7.10 ± 0.12

36
142

187
(162; 34)

9.08

–8.941 ± 0.023
(–1.145 × 10–9)

2.089 ± 0.144 6.32 ± 0.22 0.47 0.94 8.10 ± 0.20 9.00 ± 0.25

38
140

175
(152; 23)

9.08

–8.873 ± 0.028
(–1.340 × 10–9)

1.954 ± 0.155 6.34 ± 0.23 0.63 0.68 8.26 ± 0.23 9.22 ± 0.31

38
142

205
(183; 22)

9.08

–9.620 ± 0.019
(–2.398 × 10–10)

2.042 ± 0.144 6.49 ± 0.26 0.67 0.54 8.21 ± 0.20 9.15 ± 0.27

38
144

149
(126; 23)

9.08

–8.777 ± 0.027
(–1.670 × 10–9)

1.799 ± 0.148 6.41 ± 0.25 1.01 0.0069 8.43 ± 0.25 9.47 ± 0.34

40
142

169
(101; 68)

9.08

–8.927 ± 0.025
(–1.182 × 10–9)

1.762 ± 0.139 6.43 ± 0.25 0.66 0.59 8.56 ± 0.25 9.63 ± 0.33

40
144

155
(116; 39)

9.08

–9.461 ± 0.017
(–3.463 × 10–10)

1.802 ± 0.144 6.03 ± 0.17 0.51 0.89 8.44 ± 0.25 9.49 ± 0.33

42
142

120
(100; 20)

8.26

–10.758 ± 0.035
(–1.747 × 10–11)

2.016 ± 0.185 6.19 ± 0.20 0.77 0.34 7.98 ± 0.23 8.92 ± 0.33

42
144

125
(105; 20)

8.26

–8.420 ± 0.037
(–3.800 × 10–9)

2.130 ± 0.195 6.14 ± 0.19 0.59 0.72 7.85 ± 0.23 8.74 ± 0.31
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сильнее возрастает максимальное значение
Mmax = h – s/ξ, а следовательно, и увеличивается
значение квантиля Qq(τ). А именно:

(16)

(17)

C1, C3, C2 – константы, из соотношений (10); q >
> C1C3. Здесь предполагается, что интенсивность
потока независимых событий λ (среднее число
событий с магнитудами ≥m0 в единицу времени)
такова, что exp(λτ)  1. Если ξ положить равным
нулю (неограниченный закон Гутенберга–Рихте-
ра, для которого Mmax = ∝), то выражение для
квантиля (17) упрощается:

(18)

Его можно использовать как приближение при
малых по абсолютной величине значениях оце-
нок ξ: |ξ| < 10–3. Отличие оценки квантилей по
формуле (18) от оценок максимального правдопо-
добия при |ξ| < 10–3 не превышает 0.01, что заметно
ниже обычной погрешности величины Qq(τ).

Поскольку использованный нами каталог
GCMT 1976–2016 гг. (40 лет) довольно короток по
сравнению с возможными вековыми вариациями
сейсмического режима, и к тому же в регионе
Японии за этот период произошло мегаземлетря-
сение Тохоку (11.03.2011 гг.), мы решили провести
“исторический эксперимент”, который покажет,
насколько устойчива предлагаемая нами схема
оценивания параметров к таким редким, экстре-
мальным событиям. Мы применили нашу схему к
интервалу каталога (1976–10.03.2011 гг.), не вклю-
чающего мегасобытие, и сравнили результаты с
результатами, полученными по полному каталогу
1976–2016 гг. Конечно, такой эксперимент очень
“невыгоден” для нашей модели: события мас-
штаба Тохоку случаются на земном шаре очень
редко, а тем более в каком-либо конкретном ре-
гионе. С одной стороны, статистическая схема,
не должна быть “обрушена” никаким одиночным
событием, даже такого типа, как Тохоку. С другой
стороны, никакая схема не должна исключать не-
которое влияние мегасобытия на результаты, ис-
ключать заранее мегасобытие (как это делают
иногда в статистике, исключая “выбросы”) было
бы неверно с физической точки зрения. Ведь ме-
гасобытие произошло, и оценка его масштаба не
являлась ошибкой. Мы все же решили провести
подобный “исторический” эксперимент, заранее
предупредив о том, что он искусственно ставит
схему расчета в тяжелое положение, которое в ре-
альности, при анализе сейсмичности некоего ре-

( ) ( )
( )

− ξ−= −
− ξ

1/ 1
max

0

,
константа, зависящая от , , , ,

f m C M m
C m b h

( ) ( )
( ) ( )[ ] 1 3 2

/ 1 1 ,  

1 1/ ln /) ,
qQ h s q

q q C C C

−ξ τ = − ξ − − 
= + λτ −

�

�

@

0( ) ( ) ( )1/ ln – 1( )/ ln[l )]1/ .(nqQ m b b qτ = + λτ

Рис. 1. Примеры аппроксимации составной моделью
для субрегионов Японии: (a) – ячейка с центром (34°,
138°), 86 событий, KD = 0.57; (б) – ячейка с центром
(34°, 142°), 132 события, KD = 0.51; (в) – ячейка с цен-
тром (38°, 144°), 149 событий, KD = 1.01. Круги ради-
усом 300 км. Вертикальная линия разделяет две ветви
модели.
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гиона, имеет очень малую вероятность реализа-
ции. Результаты сравнения приведены в табл. 2.

Из оценок параметров, показанных в табл. 2,
можно сделать следующие выводы.

В целом предложенная схема оценок показала
приемлемую робастность при сравнении резуль-
татов, полученных по каталогам с учетом (весь
каталог) и без учета (расчет за интервал времени
1976–2011 гг.) до и после мегаземлетрясения Тохоку.
Будем характеризовать близость двух наборов
оценок Х = (x1,…,xn) и Y = (y1,…,yn) средней отно-
сительной разностью:

при этом Х – это оценки по интервалу 1976–2016 гг.;
Y – оценки по интервалу 1976–2011 гг.

Из табл. 2 (13 кругов радиусом 300 км) получа-
ем следующие характеристики:

( )1

1 ,
0.5

n
k k

k kk

x y
n x y=

−ρ =
+

Параметр b: ρ = 0.080 (8%). Максимальная аб-
солютная разница 0.16.

Квантиль Q0.5(50): ρ = 0.042 (4.2%). Макси-
мальная абсолютная разница 0.50.

Квантиль Q0.9(50): ρ = 0.031 (3.1%). Макси-
мальная абсолютная разница 0.95.

Параметр формы для 8 точек принимает очень
малые значения (порядка 10–8–10–10), поэтому
брать относительные значения для этих точек не-
корректно. Для оставшихся 5 точек средняя отно-
сительная разница параметра формы ξ имеет зна-
чение 0.080 (8%). Мы видим, что даже появление
такого гигантского события, как Тохоку, не “об-
рушило” нашу схему оценивания и относитель-
ные разности величин оценок составляют 3–8%.
Как и ожидалось, наиболее изменчивым оказался
параметр формы. Квантили значительно измени-
лись в 4 кругах в непосредственной близости от
эпицентра Тохоку, а в 9 остальных кругах они из-
менились весьма слабо.

Таблица 2. Сравнения результатов расчетов за два интервала времени

Широта,
долгота

ξ
1976–2016

ξ
1976–2011

b
1976–2016

b
1976–2011

Q0.5(50) 
1976–2016

Q0.5(50)
1976–2011

Q0.9(50)
1976–2016

Q0.9(50)
1976–2011

Вся
Япония

–1.23 × 10–10 –0.077 2.00 1.96 8.60 8.29 9.55 8.92

34
138

–0.154 –0.165 1.56 1.49 7.30 7.34 7.73 7.76

34
140

–0.140 –0.154 1.75 1.64 7.25 7.29 7.63 7.66

34
142

–0.263 –0.302 1.35 1.19 6.97 6.97 7.17 7.14

36
138

–0.328 –0.352 1.28 1.17 6.74 6.75 6.88 6.87

36
140

–0.381 –0.391 1.91 1.83 6.98 6.99 7.10 7.11

36
142

–1.15 × 10–9 –0.133 2.09 1.99 8.10 7.60 9.00 8.05

38
140

–1.34 × 10–9 –0.093 1.95 1.90 8.26 7.87 9.22 8.46

38
142

–2.40 × 10–10 –0.074 2.04 2.01 8.21 7.87 9.13 8.49

38
144

–1.67 × 10–9 –0.084 1.80 1.78 8.43 8.00 9.47 8.66

40
142

–1.18 × 10–9 –0.107 1.76 1.82 8.56 8.47 9.63 9.51

40
144

–3.46 × 10–10 –0.148 1.80 1.87 8.44 8.34 9.49 9.34

42
142

–1.75 × 10–11 –3.40 × 10–9 2.02 2.02 7.98 7.98 8.92 8.91

42
144

–3.80 × 10–9 –6.97 × 10–10 2.13 2.14 7.85 7.84 8.74 8.72
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ПРИМЕНЕНИЕ СОСТАВНОЙ МОДЕЛИ 
К РЕГИОНУ КУРИЛ

В качестве второго пробного региона для при-
менения нашей модели мы взяли соседний реги-
он Курил за те же годы 1976–2016 гг., m ≥ 5.3. С
помощью той же процедуры использования окна
Заляпина–Байеси с порогом H = 10–5 и показате-
лем степени эпицентрального расстояния df =
= 1.18 было выделено 307 главных толчков
(55.02%); отметим, что процент основных собы-
тий оказался несколько выше, чем для района
Японии (где он составил 49%).

Для региона Курил мы так же, как и для Япо-
нии, взяли значение радиуса круга R = 300 км.
Для этого радиуса мы провели оценивание пара-
метров нашей модели и квантилей Q0.5(50),
Q0.9(50). Результаты оценивания приведены в
табл. 3.

На рис 2а, 2б показаны примеры подгонки на-
шей модели к 2 субрегионам Курил. На рис. 2а ка-

чество подгонки высокое, расстояния Колмого-
рова равно 0.54. На рис. 2б подгонка хуже (но до-
пустимая), расстояние Колмогорова равно 0.79.

ДИСКУССИЯ И ВЫВОДЫ

По существу, мы предлагаем новую модель
распределения магнитуд землетрясений во всем
диапазоне представительной регистрации: это
известный закон Гутенберга–Рихтера с конкре-
тизацией на хвосте распределения в виде гладко
подогнанного предельного закона Парето. Эта мо-
дель логически предпочтительнее ранее предлагав-
шихся, так как она теоретически (статистически)
корректна и реализуемые в ее рамках расчеты дают,
как правило, не только конечность величин сей-
смической энергии, но и ограниченность распреде-
ления (что физически оправдано). Модель содер-
жит 3 параметра. Параметр h характеризует положе-
ние условной, довольно неопределенной границы
между законом распределения Гутенберга–Рихте-

Таблица 3. Параметры сейсмичности ячеек для района Курил

Широта,
долгота 

центра ячейки

Число
толчков

Mmax

lg(–ξ) в скобках 
(–ξ)

b h KD pvKD Q0.5(50) Q0.9(50)

Все
Курилы

307
(184; 123)

8.30

–1.403 ± 0.366
(–0.0395)

1.832 ± 0.152 5.84 ± 0.62 0.83 0.16 8.35 ± 0.30 9.12 ± 0.27

44
148

100
(79; 21)

8.25

–0.8814 ± 0.306
(–0.1314)

1.364 ± 0.205 6.31 ± 0.43 0.54 0.72 8.18 ± 0.38 8.84 ± 0.60

44
150

116
(96; 20)

8.25

–0.8184 ± 0.294
(–0.1519)

1.417 ± 0.210 6.54 ± 0.43 0.60 0.58 8.15 ± 0.33 8.73 ± 0.55

46
152

118
(98; 20)

8.30

–9.852 ± 0.034
(1.407 × 10–10)

1.814 ± 0.167 6.26 ± 0.21 0.46 0.95 8.26 ± 0.36 9.30 ± 0.36

46
154

99
(68; 31)

8.30

–9.657 ± 0.030
(2.204 × 10–10)

2.125 ± 0.222 5.83 ± 0.18 0.83 0.24 7.75 ± 0.24 8.63 ± 0.34

48
154

118
(20; 98)

8.30

–1.877 ± 0.459
(–0.0133)

2.198 ± 0.264 5.40 ± 0.34 0.64 0.49 7.36 ± 0.29 8.41 ± 0.48

48
156

108
(20; 88)

8.30

–1.623 ± 0.419
(–0.0238)

2.175 ± 0.272 5.40 ± 0.32 0.67 0.37 7.54 ± 0.29 8.27 ± 0.46

50
156

99
(59; 40)

7.00

–0.5450 ± 0.157
(–0.2851)

1.611 ± 0.335 5.83 ± 0.28 0.79 0.16 6.91 ± 0.14 7.11 ± 0.22

50
158

99
(62; 37)

7.00

–0.5380 ± 0.141
(–0.2897)

1.578 ± 0.316 5.89 ± 0.29 0.78 0.15 6.96 ± 0.16 7.16± 0.22
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ра с самоподобным механизмом генерирования
толчков в неограниченной среде и механизмом
генерирования толчков экстремально большого
размера в слое ограниченной толщины (земной
коре). Количественно эта граница определяется
не всегда определенно из-за плавного перехода
одного механизма в другой. Наша модель требует
непрерывности первой производной плотности
магнитуд, из-за чего точное значение точки пере-
хода становится также и теоретически довольно
неопределенным. Расчеты подтверждают, что
умеренные вариации величин параметра h слабо
сказываются на качестве подгонки модели к ре-
альным каталогам (качество подгонки контроли-
руется расстоянием Колмогорова). Зато модель
приобретает большую устойчивость и робаст-
ность.

Наглядный статистический смысл параметра ξ
состоит в том, что величина –1/ξ характеризует

остроту “клюва” плотности вероятности распре-
деления магнитуд в крайней правой экстремаль-
ной области плотности распределения: чем ближе
(отрицательное) значение ξ к нулю, тем острее
этот клюв, тем больше возрастает максимально
возможное значение распределения, Mmax, а сле-
довательно, и увеличивается значение квантиля
Qq(τ) (см. уравнения (17), (18)). Квантиль Qq(τ) ха-
рактеризует “вес клюва” интегральным образом,
поэтому он, в отличие от параметра Мmax, гораздо
более устойчив, особенно при малых по абсолют-
ной величине значениях ξ, представляющих осо-
бый интерес, т.к. они соответствуют регионам,
где могут происходить (или уже произошли) са-
мые большие события.

Отсюда естественно предположить тесную
связь между важными в плане оценки сейсмиче-
ской опасности значениями параметра ξ и вели-

Рис. 2. Примеры аппроксимации составной моделью для субрегионов Курил: (а) – ячейка с центром (44°, 148°),
100 событий, KD = 0.54; (б) – ячейка с центром (50°, 156°), 99 событий, KD = 0.79. Круги радиусом 300 км. Вертикаль-
ная линия разделяет две ветви модели.
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чинами квантилей. Выше отмечалось, что она
имеет место и между параметрами виртуальных
каталогов, т.е., исходно присуща нашей модели.
С другой стороны, она отражает различие сей-
смического режима разных областей. На рис. 3а,
3б приведены соотношения расчетных величин ξ
и квантилей Q0.5(50) и Q0.9(50) для субрегионов
Японии и Курил. В обоих случаях видна четкая
связь, с коэффициентом линейной корреляции
ρ > 0.8, причем зависимость величин квантиля от
значений параметра формы ξ ожидаемо стано-
вится сильнее и нелинейнее с ростом q (и τ).

На рис. 4 представлена схема полученных ве-
личин квантиля Q0.9(50). Видно, что простран-
ственные вариации полученных значений кван-
тилей отражают реальный сейсмический режим
соответствующих участков зоны Беньофа, в част-
ности, максимальные значения квантиля оказа-
лись приурочены к области реализации мегазем-

летрясения Тохоку (2011 г.). Возможно, что зна-
чения квантиля Q0.9(50), показанные на рис. 4,
также оказались несколько завышенными (отно-
сительно осредненных на большом интервале
времени) из-за реализации в рассмотренном ин-
тервале времени 1976–2016 гг. этого мегаземле-
трясения.

Один из аспектов полученных оценок пара-
метров оказался несколько неожиданным. Опти-
мальное положение границы h в нашей составной
модели по оценкам максимального правдоподо-
бия иногда (см. рис. 1а, 1б) оказывалось сильно
сдвинутым в область малых магнитуд. Можно пред-
ложить два возможных объяснения этого результа-
та. Во-первых, мы уже отмечали выше неустойчи-
вость определения h из-за самой конструкции на-
шей модели (ее гладкости в точке сопряжения
ветвей). Соответственно, при передвижении h,
один и тот же участок плотности может “благопо-

Рис. 3. Соотношение величин квантилей Q0.5(50) (а) и Q0.9(50) (б) и величин параметра формы ξ для субрегионов Япо-
нии (звездочки) и Курил (кружки).
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лучно” (почти с тем же правдоподобием) войти
как в ветвь Гутенберга–Рихтера, так и в ветвь
GPD (в логмасштабе это почти прямолинейный
участок, что подходит как для Гутенберга–Рихте-
ра, так и для GPD). Не исключено также, что
представления о хорошей выполнимости линей-
ности закона Гутенберга–Рихтера в широком
диапазоне магнитуд завышены. Напомним, что в
работах [Молчан и др., 1996; Molchan et al., 1997]
уже были убедительно продемонстрированы значи-
тельные различия среднего угла наклона графика
повторяемости в разных диапазонах магнитуд.

В целом, заключаем:

1. Предложена новая составная модель распре-
деления магнитуд землетрясений, удовлетвори-
тельно описывающая как распределение в диапа-
зоне слабых и умеренных землетрясений, так и в
диапазоне сильнейших событий. В области собы-
тий меньшей магнитуды распределение описыва-
ется законом Гутенберга–Рихтера, а в области
сильных землетрясений – обобщенным законом
Парето, одним из предельных законов теории
экстремальных значений. Условие сопряжения
двух этих ветвей закона распределения позволяет
уменьшить на единицу число подлежащих опре-
делению параметров, что ослабляет жесткие тре-
бования на число событий в анализируемых под-

борках данных. С физической точки зрения со-
пряжение двух ветвей закона распределения
отвечает существованию связи между характером
распределения редких сильнейших событий и часто
повторяющихся событий меньшей магнитуды.

2. На примере Японии и Курил (по данным
GCMT-каталога) показано, что модель хорошо
описывает сейсмичность в кругах, содержащих не
менее 80 основных событий в диапазоне уверен-
ной регистрации m ≥ 5.3. Требование по числу со-
бытий задает статистическое ограничение на раз-
решающую способность предложенного метода.
Для указанных регионов это ограничение приве-
ло к использованию единого радиуса круга 300 км
по сетке 2 × 2°.

3. Использование указанной модели в разра-
ботанной нами ранее статистической методике
оценки сейсмического риска (использование
квантилей распределения максимальной магни-
туды в заданный будущий период времени Qq(τ))
дает возможность развить методику сейсмиче-
ского районирования как в плане большей ро-
бастности (меньшей чувствительности результа-
тов расчетов к случайной реализации редких
сильнейших событий), так и в плане большей
пространственной детальности, приближающей-

Рис. 4. Схема пространственного расположения полученных значений квантиля Q0.9(50).
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ся к пространственному разрешению карт общего
сейсмического районирования.

4. Несмотря на то, что значения параметра
формы ξ предельного GPD распределения в по-
давляющем большинстве случаев оказывается от-
рицательным, что указывает на конечность зна-
чения максимально возможной магнитуды Мmаx,
само значение Мmах может оказаться плохо опре-
деляемым и неробастным. В связи с этим авторы
солидаризируются с мнением [Zoller et al., 2013],
что представляют интерес значения Мmах(τ), реа-
лизующиеся с заданной вероятностью за некото-
рый будущий интервал времени τ.

Конечно, авторы отдают себе отчет в том, что
для составления детальных, надежных карт обще-
го сейсмического районирования нужны гораздо
более представительные и длинные каталоги, чем
каталог GCMT 1976–2016 гг., использованный в на-
стоящей работе. Но, пользуясь этим каталогом, мы
проиллюстрировали возможности новой, введен-
ной нами, составной модели сейсмичности и пока-
зали ее возможности и перспективы применения.
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STABLE MODIFICATION OF THE EARTHQUAKE RECURRENCE LAW 
AND PROSPECTS FOR ITS APPLICATION IN THE SEISMIC ZONING

V. F. Pisarenkoa, M. V. Rodkina, b, *, and T. A. Rukavishnikovaa

aInstitute of Earthquake Prediction Theory and Mathematical Geophysics, 
Russian Academy of Sciences, Moscow, 117997 Russia

bInstitute of Marine Geology and Geophysics, Far Eastern Branch, Russian Academy of Sciences,
Yuzhno-Sakhalinsk, 693022 Russia

*E-mail: rodkin@mitp.ru

A new composite model of earthquake recurrence law is proposed, which statistically satisfactorily describes
the distribution both in the range of weak and moderate size earthquakes (Gutenberg-Richter law) and in the
area of strongest events (Generalized Pareto Distribution law, which is one of the limiting laws of the theory
of extreme values). Using and GCMT catalog for Japan and Kurile Islands as an example, it is shown that the
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model describes the seismicity in circles containing at least 80 main events in the range Mw > 5.3 quite well.
The requirement for the number of events determines the spatial resolution of the model. For the specified
regions, this restriction allows a reliable estimate of the seismicity parameters for areas with a radius of 300 km
on a grid of 2° × 2°. The use of this model in the previously developed statistical methodology for seismic risk
assessment [Pisarenko and Rodkin 2007; 2010; 2013] provides a theoretical basis of the method ensuring a
better robustness of the seismic zoning with the spatial resolution approaching that of the scale of general seis-
mic zoning maps.

Keywords: law of earthquake recurrence, theory of extreme values, seismic zoning.
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