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Рассмотрена кинематическая генерация течением электропроводной жидкости, периодическим в
пространстве, магнитных мод вида произведения трехмерного поля, имеющего такую же периодич-
ность, на гармонику Фурье с произвольным постоянным волновым вектором  Приведены приме-
ры расчета магнитных мод с максимальным по  инкрементом роста для поля скорости общего по-
ложения, в котором присутствует магнитный -эффект, и для центрально-симметричного поля
скорости, в котором -эффект отсутствует, но есть отрицательная магнитная вихревая диффузия.
Показано, что магнитные моды с максимальным по  инкрементом роста характеризуются слабым
разделением пространственных масштабов, поэтому ни один из указанных эффектов не может счи-
таться основным механизмом их генерации.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Направление исследований по теории магнит-
ного динамо в ИТПЗ (тогда еще Отделе вычисли-
тельной геофизики ИФЗ АН СССР) было зало-
жено во второй половине 1980-х гг. в работах
М.М. Вишика. В статьях [Вишик, 1986; 1987] он
рассмотрел задачу о длинномасштабном кинема-
тическом динамо для стационарного потока
электропроводной жидкости, в которой считает-
ся, что характерные пространственные масштабы
магнитных мод значительно превышают про-
странственный период течения. Отношение этих
масштабов  – малый параметр задачи, и реше-
ние – длинномасштабная магнитная мода, т.е.
собственная функция оператора магнитной ин-
дукции и отвечающее ей собственное значение –
были разложены в степенные ряды по этому па-
раметру. Используя теорию возмущения линей-
ных эллиптических операторов [Като, 1972], он
доказал, что при определенных условиях постро-
енные ряды сходятся. В работе [Вишик, 1987] был
математически строго рассмотрен пример тече-
ния, в котором присутствует магнитный -эф-
фект (названный в этой статье -эффектом),
предсказанный в работе [Steenbeck et al., 1966]

(см. также [Краузе, Рэдлер, 1984]) на физическом
уровне строгости. (Разложения [Вишик, 1987] эк-
вивалентны разложениям [Roberts, 1970], если
магнитная мода имеет вид короткомасштабного
поля, амплитудно-модулированного длинномас-
штабной гармоникой Фурье; они были построе-
ны независимо от работы [Roberts, 1970], тогда
нам неизвестной.) В дальнейшем, М.М. Вишик
[1988] построил разложение в степенной ряд по

 функции Грина оператора магнитной индук-
ции и использовал его для доказательства невоз-
можности быстрого динамо при отсутствии у те-
чения траекторий с положительными показате-
лями Ляпунова (где  – коэффициент магнитной
молекулярной диффузии). Этот результат был
впоследствии уточнен в работе [Klapper, Young,
1995], где выведены оценки для инкремента роста
магнитного поля в терминах топологической эн-
тропии потока.

Одновременно проводились численные [Со-
ловьев, 1985а; б; 1987а; б] и численно-аналитиче-
ские [Рузмайкин и др., 1989] исследования гене-
рации магнитного поля осесимметрическим те-
чением Куэтта–Пуазейля. Это винтовое течение
несжимаемой жидкости между двумя соосными
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цилиндрами, вращающимися с разными угловы-
ми скоростями, описываемое решением бессило-
вого уравнения Навье–Стокса с ненулевым гра-
диентом давления. В цилиндрической системе
координат скорость этого течения имеет три ком-
поненты, зависящие определенным образом от
расстояния  до общей оси цилиндров, но не от
высоты  вдоль оси цилиндра и азимута  поэтому
магнитные моды имеют вид 
где  и  – соответственно целочисленный и дей-
ствительный параметры задачи. Было численно
показано для различных краевых условий, что та-
кое течение способно возбуждать магнитное по-
ле, которое концентрируется вокруг цилиндра
определенного радиуса. ВКБ-методом было по-
строено разложение профиля магнитной моды
как функции радиуса по степеням  (где  –
магнитное число Рейнольдса) и выведено уравне-
ние для определения радиуса концентрации маг-
нитного поля.

Совместное использование аналитических и
вычислительных методов оказалось плодотвор-
ным также и для исследования кинематической
генерации длинномасштабного магнитного поля
стационарными пространственно-периодически-
ми короткомасштабными течениями в пределе су-
щественного разделения масштабов (см. [Жели-
говский, 2010] и расширенный перевод этой мо-
нографии на английский язык [Zheligovsky,
2011]). В этом случае наличие или отсутствие ге-
нерации определяется свойствами предельного
дифференциального оператора в медленных про-
странственных переменных , для которого
старшие члены разложения магнитной моды,
усредненной по быстрым переменным, и ее соб-
ственного значения являются собственной функ-
цией и собственным значением соответственно.

В общем случае (в частности при отсутствии
симметрий у потока), в течении наблюдается маг-
нитный -эффект. В этом случае предельный
оператор – т.н. оператор -эффекта – дифферен-
циальный оператор первого порядка по медлен-
ным переменным (диффузионное слагаемое в
нем отсутствует). Его спектр симметричен отно-
сительно мнимой оси [Вишик, 1987], что гаран-
тирует возбуждение длинномасштабных магнит-
ных мод с инкрементами роста порядка  Однако
в классе течений, имеющих зеркальную антисим-
метрию относительно некоторой плоскости,
спектр оператора -эффекта чисто мнимый, т.е.

-эффект способен только поддерживать гармони-
ческие колебания магнитных мод на временных
масштабах порядка  [Andrievsky et al., 2019a]. В
этом случае генерация также гарантирована, но она
обеспечена действием другого механизма – отрица-
тельной магнитной вихревой диффузии, описыва-
емой т.н. оператором вихревой диффузии – диф-
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ференциальным оператором второго порядка по
медленным переменным.

Явление магнитной вихревой (турбулентной)
диффузии естественно изучать на примере течений,
имеющих центр симметрии, поскольку -эффект у
них отсутствует. В отличие от -эффекта, наличие
магнитной вихревой диффузии не гарантирует
работу длинномасштабного магнитного динамо.
Генерация происходит, если вихревая диффузия
отрицательна, т.е. если усредненное взаимодей-
ствие флуктуирующих компонент поля скорости
и магнитного поля способно нейтрализовать мо-
лекулярную диффузию; при этом инкремент ро-
ста магнитного поля порядка  Впервые это яв-
ление было обнаружено численно в трехмерных
течениях [Roberts, 1972], зависящих от двух про-
странственных переменных, и в модифицирован-
ном течении Тейлора–Грина [Lanotte et al., 1999],
зависящем от всех трех переменных.

Тензоры магнитного -эффекта и магнитной
вихревой диффузии были выведены в работах
[Вишик, 1987; Lanotte et al., 1999] в терминах ре-
шений вспомогательных задач, описывающих
флуктуирующую часть первых членов разложе-
ния длинномасштабных магнитных мод. Эти тен-
зоры можно также выразить через решения вспо-
могательных задач для оператора, сопряженного
к оператору магнитной индукции [Zheligovsky,
2011; Andrievsky et al., 2015] с использованием эк-
вивалентности сопряженного оператора операто-
ру магнитной индукции для обратного потока.
Данные представления удобны как для проведе-
ния расчетов (число вспомогательных задач, ко-
торые необходимо решить для вычисления тензо-
ра магнитной вихревой диффузии, вдвое меньше,
чем при использовании исходного выражения
[Lanotte et al., 1999]), так и для анализа длинно-
масштабной генерации (например, с их помощью
в работах [Andrievsky et al., 2015; Rasskazov et al.,
2018] установлено, как связаны между собой тен-
зоры для некоторого потока  и противополож-
ного ему ). Отметим, что решения вспомога-
тельных задач и для оператора магнитной индук-
ции, и для сопряженного к нему легко разложить
в степенной ряд по малому магнитному числу
Рейнольдса  а тогда при умеренных 
тензоры -эффекта и вихревой диффузии можно
вычислять, используя Паде-аппроксимации доста-
точно большого порядка сумм таких степенных ря-
дов для элементов этих тензоров [Gama et al., 2019].
Для магнитных мод, генерируемых -эффектом
или вихревой диффузией, и имеющих вид корот-
комасштабного поля (т.е. поля, имеющего те же
пространственные периоды, что и поле скоро-
сти), амплитудно-модулированного длинномас-
штабной гармоникой Фурье, аналитически най-
дены инкременты роста (см. [Rasskazov et al.,
2018]); в случае -эффекта полученные выраже-
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ния эквивалентны независимо найденным ранее
в работе [Roberts, 1970]).

В рамках теории динномасштабного динамо
показана несущественность для генерации нали-
чия спиральности у генерирующего течения.
Спиральность некоторого соленоидального поля
 есть пространственное среднее скалярного про-

изведения  где  – векторный потенциал по-
ля  она является важной топологической
характеристикой  а именно степени заузленно-
сти интегральных (силовых) линий этого поля
[Moffatt, Ricca, 1992]. Эвристически, генерируют
магнитные поля течения достаточно сложной
структуры, поэтому естественны предположения
о связи способности потока быть динамо со спи-
ральностью поля скорости течения  [Краузе,
Рэдлер, 1984; Rädler, Brandenburg, 2008; Moffatt,
2014] (в т.ч. поскольку в идеальной магнитогид-
родинамике магнитное поле имеет свойство вмо-
роженности [Моффат, 1980]) или с т.н. кинетиче-
ской спиральностью, т.е. спиральностью завих-
ренности  (см., например, [Moffatt, 2016];
наличие такой зависимости представляло бы ин-
терес, поскольку при естественных краевых усло-
виях интеграл этой спиральности по всему объе-
му идеальной жидкости, а также по специально
выбранным подобъемам внутри нее – гидродина-
мические инварианты [Moreau, 1961; Moffatt,
1969]). Эта связь была продемонстрирована в не-
которых частных случаях: при некоторых допол-
нительных предположениях вычисленный в
электродинамике средних полей коэффициент

-эффекта изотропной турбулентности пропор-
ционален средней кинетической спиральности в
пределе большой проводимости (см., например,
[Rädler, 2007]); это же соотношение было выведе-
но в работе [Moffatt, 1974] в лагранжевых коорди-
натах для вращательно-симметричной турбу-
лентности идеальной магнитогидродинамики. В
пределе малых локальных магнитных чисел Рей-
нольдса коэффициент турбулентного -эффекта
выражается через спектр спиральности [Moffatt,
1970; Moffatt, Proctor, 1982], непосредственно
связанный со спиральностью завихренности.

Эти результаты объясняют повышенное вни-
мание исследователей к проявлениям спирально-
сти в МГД-системах (так, на момент написания
данной статьи Google дает 12200 результатов по
запросу “kinetic helicity”). Такое внимание мало
оправдано. Первые контрпримеры к тезису о
важности кинетической спиральности для спо-
собности течения быть гидромагнитным динамо
были построены десятилетия назад: в работе [Gil-
bert et al., 1988] опровергнута необходимость для
генерации наличия у течения ненулевого спектра
спиральности, а в работе [Zheligovsky, Galloway,
1998] показано, что гексагональное течение Кри-
стоферсона [Christopherson, 1940] способно ки-
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нематически генерировать короткомасштабное
магнитное поле, хотя плотность спиральности за-
вихренности этого течения равна нулю в каждой
точке пространства:

(1)

“Для работы длинномасштабного нелинейного
динамо не требуется много спиральности” [Gra-
ham et al., 2012]. В статье [Rasskazov et al., 2018]
описано 6 семейств стационарных трехмерных
потоков с поточечно нулевой спиральностью за-
вихренности (1), и численно показано на многих
примерах, что течения пяти из этих семейств мо-
гут кинематически генерировать при достаточно
малой молекулярной диффузии и короткомас-
штабные магнитные поля, и длинномасштабные
посредством обоих механизмов – как с помощью

-эффекта, так и отрицательной вихревой диф-
фузии. Рассматривая в качестве течений поля

 для полей  найденных в работе [Rasskazov
et al., 2018], было также численно показано [An-
drievsky et al., 2019b], что и течения с поточечно
нулевой спиральностью поля скорости способны
генерировать и короткомасштабные, и длинно-
масштабные магнитные поля. Поскольку течения
четырех семейств из пяти, для которых проводи-
лись вычисления, имеют нулевой спектр спи-
ральности, полученные результаты показывают,
что спиральности полей вида  или 
(где  – оператор Лапласа, а  – произвольное
действительное число) не характеризуют способ-
ность течения  несжимаемой жидкости функ-
ционировать в качестве динамо. Напротив, дока-
зано [Andrievsky et al., 2015], что элементы вычис-
ленного асимптотическими методами в пределе
сильного разделения масштабов симметризован-
ного тензора -эффекта пропорциональны спи-
ральностям  токов  связанных

с нейтральными магнитными модами  здесь  –
параллелепипед периодичности короткомас-
штабного течения и мод 

Теория длинномасштабной МГД устойчиво-
сти также применима для исследования слабоне-
линейных возмущений МГД и конвективных
гидромагнитных режимов. В работе [Chertovskih
et al., 2010] были рассмотрены ветви режимов,
возникающие при тепловой конвекции электро-
проводной жидкости в бесконечном горизон-
тальном слое, параметризованные скоростью его
вращения относительно вертикальной оси. Чис-
ленное изучение слабонелинейных длинномас-
штабных возмущений этого потока показало
[Chertovskih, Zheligovsky, 2015], что либо с течени-
ем времени они затухают, либо демонстрируют
сингулярное поведение: наблюдается их рост и
коллапс за конечное время.
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Однако указанные результаты, как было сказа-
но, получены в предположении значительного
разделения масштабов, при котором отношение
масштабов  инфинитезимально мало, и вывод о
наличии динамо или о поведении слабонелиней-
ного возмущения определяется первым членом
разложения инкремента роста магнитного поля
или возмущения по этому параметру. С точки
зрения физических приложений представляет
большой интерес вопрос о том, как эти результа-
ты меняются в случае, когда отношение масшта-
бов конечно, и, в частности, при каком  инкре-
мент роста максимален. Асимптотических реше-
ний для ответа на этот вопрос недостаточно:
инкременты роста магнитного поля пропорцио-
нальны  и  для случая магнитного -эффекта и
вихревой диффузии, соответственно, что побуж-
дает рассматривать как можно большие  но для
больших  асимптотические решения непригод-
ны. Настоящая статья посвящена рассмотрению
данного вопроса в приложении к кинематиче-
ским динамо.

Математическая постановка задачи приведена
в следующем разделе. В разделе 3 выведено точ-
ное расчетное выражение для градиента инкре-
мента роста магнитного поля как функции вол-
нового вектора  плоской волны, осуществляю-
щей амплитудную модуляцию магнитной моды, и
найдены некоторые  при которых выполнено
условие локального максимума: этот градиент ра-
вен 0. В разделе 4 приведены результаты расчетов
максимального по  инкремента роста таких маг-
нитных мод для двух модельных течений. В послед-
нем разделе мы интерпретируем их как указываю-
щие на отсутствие необходимости магнитного

-эффекта и вихревой диффузии, основанных на
разделении пространственных масштабов, для ге-
нерации магнитного поля планет земного типа.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В задаче кинематического динамо предполага-
ется, что магнитное поле настолько слабо, что си-
ла Лоренца не оказывает воздействия на течение
электропроводной жидкости [Моффат, 1980]. Ес-
ли скорость течения v(x) стационарна, то она эк-
вивалентна задаче на собственные значения:

(2)

для оператора магнитной индукции

Магнитная мода  – это собственная функция
оператора  а действительная часть собственно-
го значения  – ее инкремент роста. В дальней-
шем считаем, что скорость имеет период  по
каждой декартовой переменной  и что жид-
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кость несжимаема, т.е. поле скорости (как и маг-
нитная мода) соленоидально.

При изучении возбуждения длинномасштаб-
ного поля предполагают [Желиговский, 2010;
Zheligovsky, 2011], что магнитная мода зависит не
только от быстрой пространственной переменой ,
но и от медленной  Моду и собственное
значение раскладывают в степенной ряд по мало-
му отношению масштабов 

Подстановкой этих рядов в (2) получают иерар-
хию уравнений, последовательно решая которые,
можно вычислить все члены разложений. Это ли-
нейные неоднородные эллиптические уравнения
в частных производных по быстрым переменным.
Условия их разрешимости принимают вид урав-
нений в частных производных по медленным пе-
ременным. Первое из них – задача на собствен-
ные значения, определяющая среднее главного
члена разложения магнитного поля и главный
член разложения собственного значения. Для те-
чений общего вида она оказывается задачей на
собственные значения для оператора -эффекта,
а, например, если v(x) имеет центр симметрии, то
тензор -эффекта равен нулю, и возникает задача
на собственные значения для оператора вихревой
диффузии. В обоих случаях она допускает реше-
ния, в которых собственная функция – гармони-
ка Фурье по медленным переменным; тогда все
члены разложения моды оказываются пропорци-
ональны этой гармонике, т.е. мода представляет
собой короткомасштабное поле, амплитудно-мо-
дулированное длинномасштабной гармоникой.
Однако эту задачу на собственные значения мож-
но поставить в конечной области медленных пере-
менных, на границе которой заданы физически
значимые краевые условия для среднего поля, от-
личные от условия пространственной периодично-
сти; тогда длинномасштабная модуляция магнит-
ных мод имеет другую, более сложную структуру.

Нас интересует решение задачи о динамо, в
котором дополнительный пространственный
масштаб магнитной моды, независимый от про-
странственных периодов течения, не обязательно
бесконечно длинный. Как и при использовании
подхода теории устойчивости к длинномасштаб-
ным возмущениям, возможно численное реше-
ние задачи в быстрых переменных в кубе перио-
дичности течения  но для решения
полной задачи во всем пространстве компьютер-
ные ресурсы недостаточны. Поэтому, в отличие
от случая бесконечного малого отношения мас-
штабов, содержательное рассмотрение возможно
только для магнитных мод , модулированных
гармоникой Фурье:
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(3)

где короткомасштабный вектор  имеет те же пе-
риоды, что и поле скорости. В этом случае в урав-
нении (2) экспонента  сокращается, и
оно редуцируется в задачу на собственные значе-
ния в кубе периодичности  для , как и требо-
валось. Функции вида (3) возникают в физике
твердого тела: по теореме Блоха [Bloch, 1929] ре-
шение уравнения Шредингера с пространствен-
но-периодическим потенциалом, описывающее
состояние электронов с энергией, принадлежа-
щей разрешенной зоне, имеет вид произведения
функции такой же периодичности на плоскую
волну. Анзац (3) часто применяется в теории ди-
намо, например, так вводилась длинномасштаб-
ность моды при изучении -эффекта в работе
[Roberts, 1970], а также зависимость магнитного
поля от координат, от которых не зависит поле
скорости, в работах [Roberts, 1972; Соловьев, 1985а; б;
1987а; б; Рузмайкин и др., 1989]. В подобном иссле-
довании [Zheligovsky et al., 2001] вычисления прове-
дены для волновых векторов  с компонентами
только 0 и 1/2 (что было вызвано недостаточной
мощностью доступного для выполнения той рабо-
ты компьютера).

Для моды (3) получаем из (2) задачу на соб-
ственные значения:

(4)
для оператора

(5.1)

(5.2)
Необходимо найти волновой вектор  для кото-
рого (при данном ) инкремент роста моды (3)

 максимален. Достаточно рассмот-
реть  в кубе  поскольку:

и если вектор  имеет целочисленные компонен-
ты, то поле  имеет те же периоды, что и поле
скорости  Более того, согласно уравнению,
комплексно-сопряженному к (4), инкременты
роста у полей (3) с противоположными волновы-
ми векторами одинаковы, поэтому достаточно
найти максимум в параллелепипеде:

(6)

3. ЧИСЛЕННЫЙ ПОДХОД
Задачу на поиск максимума решали с помо-

щью метода градиентного спуска [Press et al.,
1997]. Производные инкремента  по компонен-
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там вектора  можно вычислять, используя биор-
тогональность собственных функций линейного
оператора и сопряженного к нему. Дифференци-
рование (4) по  дает

(7)

где  – орт декартовой системы координат.
Определим скалярное произведение  в про-
странстве Лебега равенством:

где черта означает комплексное сопряжение.
Оператор  сопряженный к  находим из
определяющего тождества  = 

(8.1)

(8.2)
где

(9)

– оператор, сопряженный к  Когда  имеет
собственное значение  сопряженный оператор
имеет собственное значение  Соответствующую
собственную функцию  обозначим  и нор-
мируем ее соотношением:

(10)
Скалярное умножение (7) на  дает:

Градиент инкремента роста моды находим, как
действительную часть этого равенства:

(11)

Собственные функции  и  отвечающие до-
минирующим собственным значениям с макси-
мальной (для данных  и ) действительной ча-
стью, вычисляли стандартным псевдоспектраль-
ным методом программой, описанной в
[Zheligovsky, 1993]. Расчет результата действия опе-
ратора  на данное поле  выполняли программой
вычисления  где согласно (5.1) целочисленные
волновые числа  при вычислении ротора и опе-
ратора Лапласа были заменены на  без про-
граммирования дополнительных слагаемых  яв-
но выписанных в (5.2). Аналогично, условие соле-
ноидальности моды (3) в терминах коэффициентов
Фурье собственной функции
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принимает вид условия ортогональности
 = 0 для всех волновых векторов 

Для вычисления собственных функций  опе-
ратора  применяли ту же программу с обраще-
нием поля скорости  Из (8.1) и равенства

(12)
следует

(13)

где  – оператор магнитной индукции для обрат-
ного поля скорости (как и для случая оператора

 из-за наличия в (13) экспонент  вычисле-
ния проводятся в  со сдвигом волновых чисел

) и

Уравнение (12) эквивалентно

где  и правая часть становятся известны после
решения задачи (13), а оператор слева легко обра-
щается в пространстве коэффициентов Фурье.

В принципе, для решения задачи оптимизации
можно решать систему трех уравнений

(14)
Заметим, однако, что выражения (11) для произ-
водных верны для собственных значений, остаю-
щихся при изменении  на одной ветви, тогда
как максимальные инкременты роста на разных
интервалах  могут отвечать разным ветвям, а в
точках их сопряжения сохраняется непрерыв-
ность инкремента по  но не его дифференциру-
емость. Дифференцируемость может также про-
падать в концах ветвей, где происходят бифурка-
ции. Такая негладкость – существенная помеха
при решении системы нелинейных уравнений.
Кроме того, при поиске глобального максимума
необходимо найти все решения, что в случае не-
линейной системы проблематично [Press et al.,
1997].

Укажем некоторые решения системы (14).
Условия локального максимума (14), очевидно,
выполнены при  если собственное значение
оператора магнитной индукции  действитель-
но, т.к. в этом случае собственные функции  и 
действительнозначны; при этом ограничений на
кратность этого собственного значения нет.
Пусть теперь все компоненты  равны 
или 0, а собственное значение  в задаче (4) дей-
ствительно и однократно (такие решения (4) мы

iˆ e ⋅=  n x
n

n

b b

ˆ ( )⋅ +nb n q .n
*b

*M

.→ −v v

* ** = λb bM

i ie (e )− ⋅ − ⋅ = λ ,q x q xF FL

−
L

,M
ie± ⋅q x

3
T

k k kn n q→ +
i ie rot(e *)− ⋅ ⋅= .q x q xF b

i ie ( )(e *)− ⋅ ⋅ηΔ − λ = × ,q x q xb v F

λ

0nq∂γ ∂ = .

nq

nq

,nq

0,=q
L

b *b

0≠q 1/2±
λ

встречали в расчетах). Тогда, если  – решение за-
дачи (4), то комплексное сопряжение этого ра-
венства с учетом (5.1) показывает, что  – то-
же ее решение, имеющее период  по каждой пе-
ременной и отвечающее тому же  В силу
одномерности этого собственного подпростран-
ства, поля  по крайней мере
одно из которых не равно 0, – также из этого же
подпространства. Следовательно, в качестве ре-
шения задачи (4) можно выбрать  где
 – действительнозначное поле. Аналогично, из

(8.1) и (12) находим, что собственная функция
оператора  отвечающая этому же  имеет вид

 где  действительнозначно. Под-
ставляя эти выражения в (11), находим, что два
первых слагаемых справа взаимно сокращаются
(и каждое из них равно 0, когда ), а третье
равно 0, т.е. равенства (14) выполнены. Отметим,
однако, что для полей общего вида, обладающих
магнитным -эффектом, среди решений такого
вида системы уравнений (14) мы не встречали ло-
кальных максимумов инкремента роста.

В следующем разделе также рассмотрено воз-
буждение магнитного поля центрально-симмет-
ричным течением (т.е. ). Если в этом
случае  – собственное значение оператора 
отвечающее собственной функции  то поле

 как легко проверить, – тоже собственное, и
отвечает собственному значению  Кроме того, в
этом случае векторы  все компоненты которых
равны  или 0, оказываются решениями си-
стемы (14) даже, если собственное значение  в
задаче (4) комплексное. Для доказательства заме-
тим, что в силу (5.1) и (4) уравнение для собствен-
ного значения  как отмечено выше, можно
представить в виде:

Равенство, комплексно-сопряженное к этому,
показывает, что  – собственная функ-
ция оператора  отвечающая собственному зна-
чению  Однако по предположению о виде вол-
нового вектора  это поле -периодично по каж-
дой декартовой координате, а, значит, поля

 – также собственные,
отвечающие  Соответственно,  где
 – центрально-симметричное или центрально-

антисимметричное векторное поле. По предпо-
ложению о простоте собственного значения  ре-
ализуется только одна из этих возможностей.
Аналогично легко показать, что собственная
функция оператора  отвечающая  имеет вид

b

2ie− ⋅q x b
2π

.λ

i i ie (e e ),− ⋅ − ⋅ ⋅±q x q x q xb b

ie ( ),− ⋅= q xb f x
f

,*M ,λ
i* e *( ),− ⋅= q xb f x *f

0nq =

α

( ) ( )= − −v x v x
λ ,M

( ),b x
( ),−b x

.λ
,q

1/2±
λ

,λ

i 2i i 2i(e (e ( ))) e (e ( ))− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅− = λ − .q x q x q x q xb x b xL

2ie ( )− ⋅ −q xb x
,M

.λ
q 2π

i i ie (e ( ) e ( ))− ⋅ ⋅ − ⋅± −q x q x q xb x b x
.λ ie ( ),− ⋅= q xb f x

f

λ

,*M ,λ



124

ФИЗИКА ЗЕМЛИ  № 1  2020

ЖЕЛИГОВСКИЙ, ЧЕРТОВСКИХ

 где  тоже центрально-симмет-
ричное или центрально-антисимметричное поле.
При этом  и  имеют один и тот же тип симмет-
рии, т.к. в противном случае  что ис-
ключает выполнение равенства (10), а возмож-
ность такой нормировки гарантируется общей
теорией несамосопряженных операторов. Под-
становкой этих выражений для  и  в (11) убеж-
даемся, что, как и ранее, два первых слагаемых
справа взаимно сокращаются (и каждое из них
равно 0, когда ), а третье равно 0, в силу чего
равенства (14) выполнены. Среди решений систе-
мы (14) такого вида нам встречались и локальные,
и глобальные максимумы инкремента (см. раздел 2).
Указанное обстоятельство повышает интерес к
работе [Zheligovsky et al., 2001], где анализировали
генерацию магнитных мод вида (3) только для
волновых векторов рассмотренного в данном аб-
заце вида.

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Поведение инкремента роста магнитного

поля (3) изучали на примере двух модельных
трехмерных течений с нулевым средним, синтези-
рованных как конечные ряды Фурье, состоящие из
гармоник, волновые числа которых не превосхо-
дят 7, с псевдослучайными коэффициентами, из-
начально равномерно распределенными на ин-
тервале  Коэффициент гармоники с волно-
вым вектором  умножен на  и спроецирован
на плоскость, ортогональную  чтобы течение
было соленоидально. Течения нормализованы
так, что среднеквадратичная скорость равна 1,
поэтому магнитное число Рейнольдса можно
оценить как  Все коэффициенты Фурье второ-
го течения мнимы, вследствие чего оно централь-
но-симметрично относительно начала координат
(т.е. ). Таким образом, в первом те-
чении (но не во втором) имеет место магнитный

-эффект, а во втором – магнитная вихревая
диффузия. Энергетический спектр так построен-
ных полей скорости монотонно спадает на 12 по-
рядков с 1-го по 13-й сферический слой единич-
ной толщины в пространстве волновых векторов.
Соответственно, модельные течения гладкие и
периодичны по декартовым переменным, но
имеют достаточно сложную пространственную
структуру (см. рис. 1). (Как иллюстрация структу-
ры течений, на рис. 1в, 1г показан некоторый на-
бор траекторий частиц жидкости, продолжаю-
щихся до пересечения с гранями куба периодич-
ности.)

Задачу поиска максимального в  инкремента
 решали численно для относи-

тельно больших молекулярных диффузий
 что не требует большого пространствен-
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ного разрешения. При  для представления
решения использовано  гармоники Фурье, что
обеспечивает падение энергетического спектра
вычисленных собственных функций  и  не ме-
нее 8 порядков; при  использовано

 гармоник, падение энергетического спектра
составляет не менее 6 порядков.

4.1. Течение с α-эффектом
На рис. 2б, 2в показаны инкременты роста 

доминирующих магнитных мод (3) для волновых
векторов  из области  (6), вычисленные для
первого рассмотренного модельного течения при

 Рис. 2а демонстрирует наличие магнит-
ного -эффекта; на нем показаны инкременты
роста  (в медленном времени масштаба порядка

) длинномасштабных магнитных мод, генери-
руемых -эффектом. График имеет вертикаль-
ную асимптоту при  при этой величине
молекулярной диффузии начинается генерация
короткомасштабного магнитного поля. Такая
сингулярность была обнаружена в работе [An-
drievsky et al., 2019a]; для поля скорости общего
положения соответствующие асимптотические
разложения длинномасштабной магнитной моды
и ее инкремента роста рассмотрены в работе [An-
drievsky et al., 2019b].

На рис. 2б инкременты роста при  пока-
заны как функции компоненты  волнового век-
тора при   и   из
этих графиков видно, что доминирующими при
таких параметрах оказываются две ветви мод, и в
точках перехода от одной ветви к другой домини-
рующий инкремент теряет дифференцируемость,
как обсуждено в разделе 3. (Эти графики также
иллюстрируют периодичность инкрементов ро-
ста доминирующих мод с периодом 1 по каждой
компоненте волновых векторов .)

На рис. 2в приведены изоповерхности инкре-
мента роста  доминирующих магнитных мод (3)
при  Ось  направлена перпендикулярно
плоскости рисунка в сторону от читателя, ось 
вертикальна. Самые дальние от читателя изопо-
верхности отвечают минимальному из изобра-
женных уровню 25% от максимума инкремента в
параллелепипеде  и далее уровни растут при
приближении к фронтальной плоскости 
Максимальный в  инкремент роста, равный
0.041, достигается при 
(что соответствует ). Для рассмат-

риваемого течения в кубе  периодично-
сти по  локальных максимумов инкрементов
два, они отвечают противоположным  и оба
максимума глобальные. Поскольку они оба рас-
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положены вблизи плоскости  на рис. 2в воз-
никают четыре локальных максимума при рассе-
чении надвое этой плоскостью систем изоповерх-
ностей вокруг двух указанных глобальных
максимумов в кубе  и их копий при па-
раллельном переносе на период вдоль вертикаль-
ной оси . У вертикальной срединной плоскости

 упорядоченность изоповерхностей на рис.
2в нарушена, что вызвано потерей дифференци-
руемости максимальных инкрементов при смене
ветвей собственных значений (которую иллю-

1 0,q =

3[ 1/2 1/2]− ,

3q
2 0q =

стрирует рис. 2б: на каждой из двух указанных
прямых в  максимальный инкремент достигает-
ся на двух различных ветвях) и относительной
грубостью сетки  точек в  где были
вычислены инкременты для построения рис. 2в.

На рис. 3а представлены результаты вычисле-
ния максимальных (по волновым векторам ) ин-
крементов  роста магнитных мод формы (3).
Для рассматриваемого модельного течения эти
инкременты демонстрируют монотонный рост
при уменьшении молекулярной диффузии  что

Q

21 41 41× × ,Q

q
maxγ

,η

Рис. 1. Изоповерхности плотности кинетической энергии  (а), (б) и завихренности  (в), (г) первого (а), (в) и
второго (б), (г) модельных течений, для которых проведены расчеты, на уровнях 50% (для первого течения) и 60% (для
второго течения) от соответствующих максимумов. На рис. (в), (г) также показаны отрезки некоторых траекторий ча-
стиц жидкости. Изображен один куб периодичности течений.
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согласуется с физическими представлениями о ее
влиянии. Отметим, что поведение инкрементов
никак не коррелирует с эффективностью -эф-
фекта (которую естественно соотносить с макси-
мальным инкрементом роста генерируемого -
эффектом длинномасштабного магнитного поля
в медленном времени, см. рис. 2а): “точечное”
прекращение генерации -эффектом (происхо-
дящее, когда среднее собственное значение сим-
метризованного тензора -эффекта обращается в
0 [Roberts, 1970; Rasskazov et al., 2018]) при

 никак не сказывается на монотонном
росте максимального инкремента роста моды (3)
при уменьшении  равным образом, график рис. 3а
не отражает никаких драматических явлений в
окрестности точки  начала генерации
короткомасштабных магнитных полей, в которой
инкремент мод, генерируемых -эффектом, син-
гулярен и обращается в 

Рисунок 3б показывает, при каких волновых
векторах достигается максимум инкрементов ро-
ста моды (3). Если  и  заключены в пределах

 то  несколько превышает 1/2
при η & 0.055, и соответствующие волновые век-
торы  формально не попадают в выделенную об-
ласть  Тем не менее, мы не корректировали
представленные на графике величины 
(вычитая 1 из них), чтобы проиллюстрировать
гладкость зависимости каждой компоненты  от
молекулярной диффузии. Такая коррекция, од-
нако, выполнена при расчете  (при переходе

 через пороговую величину  в этом гра-
фике не возникает разрыв, но появляется излом).
Полученная зависимость представляется физиче-
ски естественной: с увеличением диффузии, т.е. с
ростом  течение возбуждает поля с простран-
ственными структурами, имеющими все бóльшие
пространственные масштабы и тем самым все ме-
нее поддающиеся разрушению молекулярной
диффузией; слабое разделение масштабов, отве-
чающее значительным  у генерируемых
мод возможно только при относительно малой
молекулярной диффузии.
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4.2. Течение с вихревой диффузией

Инкременты роста  доминирующих магнит-
ных мод (3), рассчитанные при  для вол-
новых векторов из  (6) для второго, централь-
но-симметричного модельного течения, приве-

γ
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Рис. 2. Максимальный инкремент роста длинномас-
штабного магнитного поля  генерируемого -эф-
фектом, в первом модельном течении, как функция
молекулярной магнитной диффузии  (а). Точки: вы-
численные величины  Тонкая прямая – вертикаль-
ная асимптота  в точке начала генерации коротко-
масштабного магнитного поля. Инкремент роста 
доминирующих магнитных мод (3) для  
(сплошная линия) и   (пунктирная
линия) как функции  при  (б). Изоповерхно-
сти инкремента  в области  (.7) волновых векто-
ров  для первого модельного течения при  на
уровнях 25%, 50%, 75% и 90% от максимального в

-инкремента (в).
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дены на рис. 4б, 4в. Рисунок 4а иллюстрирует
присутствие отрицательной магнитной вихревой
диффузии. Обозначим  инкремент роста (в

медленном времени масштаба порядка ) длинно-
масштабных магнитных мод вида (3), генерируемых
вихревой диффузией. Минимум 
называется минимальной вихревой диффузией;
генерация происходит, если  т.е. вихревая
диффузия отрицательна. На графике  (рис. 4а)
видна вертикальная асимптота при  в
точке начала генерации короткомасштабного
магнитного поля. Впервые аномально большая
отрицательная вихревая диффузия, связанная с
ее сингулярностью в точке начала генерации ко-
роткомасштабного поля, была обнаружена и объ-
яснена в работе [Zheligovsky et al., 2001].

eddy( )γ q
2−ε

min eddymin ( )η = −γq

min 0,η <
minη

0 028η ≈ .

Зависимости инкремента  от компоненты 
волнового вектора для   и

  при  (рис. 4б) демон-
стрируют, что доминирующими при этих пара-
метрах оказываются соответственно пять и две
ветви магнитных мод (3). Как и на рис. 2б, видно,
что в точках смены ветвей доминирующие инкре-
менты не дифференцируемы (см. раздел 3), и что
инкременты имеют период 1 по  (как и по обеим
другим компонентам ).

Изоповерхности инкремента роста доминиру-
ющих магнитных мод (3) (рис. 4в) построены по
величинам инкремента, рассчитанным при

 на сетке  точек в  Оси направ-
лены как на рис. 2в. Изоповерхности при удале-
нии от фронтальной плоскости  отвечают
убывающим уровням инкремента роста. Макси-
мальный в -инкремент равен 0.038, что по по-
рядку величины совпадает с максимумом при

 для первого модельного течения. В кубе
периодичности волновых векторов  два
глобальных и два локальных максимума. Они
расположены вблизи фронтальной плоскости

 при  (глобальные)
и  (локальные максимумы), что от-
вечает отношениям масштабов  и
1/2 соответственно. Четыре локальных максиму-
ма в  на рис. 4в возникают при разрезании этой
плоскостью систем изоповерхностей вокруг че-
тырех указанных максимумов. Как и на рис. 2в, у
вертикальной срединной плоскости  нару-
шена упорядоченность изоповерхностей; это вы-
звано потерей дифференцируемости максималь-
ных инкрементов при смене ветвей доминирую-
щих собственных значений (см. рис. 4б), и
относительной грубостью сетки, где заданы дан-
ные для построения изоповерхностей. Изопо-
верхность на минимальном из показанных на
рис. 4в уровне 25% от максимального в -инкре-
мента роста имеет вид “гофрированной” поверх-
ности, что также есть следствие грубости исполь-
зованной сетки.

Рис. 5а показывает график максимальных (по
волновым векторам ) инкрементов  роста
мод (3). Как и для первого модельного течения
(рис. 3а), в целом эти инкременты при уменьше-
нии молекулярной диффузии  растут, что физи-
чески осмысленно. Однако в отличие от случая
первого течения, максимальные инкременты те-
перь принадлежат трем независимым ветвям. На
ветви, отвечающей наибольшим из рассмотренных

, максимальный инкремент, равный 0, достигает-
ся при  (пунктирная линия на рис. 5а). Эта
ветвь состоит из нейтральных мод (3), т.е. соот-
ветствующее собственное значение равно 0. Их
существование следует из того [Арнольд и др.,
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Рис. 3. Максимальный в -инкремент  роста
магнитной моды (3) для первого модельного течения (а)
и волновой вектор  при котором достигается макси-
мальный инкремент; (б) как функции молекулярной
магнитной диффузии  Точки: вычисленные величи-
ны  (а). Сплошная линия:  штриховые: 
длина штриха увеличивается с индексом  (б).
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1982; Zheligovsky, 2011], что все векторы–кон-
станты принадлежат ядру оператора  (9), со-
пряженного оператору магнитной индукции (по-
этому линейно-независимых короткомасштаб-
ных нейтральных магнитных мод не менее трех, и
если их три, то у ограничения  на собственное
подпространство, отвечающее нулевому соб-
ственному значению, нет жордановых клеток
размера 2 или более). Как обсуждено в разделе 3,
условия локального максимума (14) в данном слу-
чае тривиально выполнены при любом . Однако
эта ветвь изображена не на всей ширине рисунка,
а только в том интервале , где нулевые инкре-
менты роста являются локальными (для  в малой
окрестности нуля) максимумами инкрементов.
(Строго говоря, это проверено для , изображен-
ных жирными точками на графиках рис. 5а, и
только в этих отдельных точках; если в интервале

 эта величина, очевидно, является гло-
бальным максимумом, то для меньших  это
утверждение нетривиально.) Следующая при
уменьшении  (средняя) ветвь максимальных ин-
крементов (штриховая линия) отвечает волново-
му вектору  В разделе 3 доказано, что
это  также является решением системы (14). Ин-
кременты этой ветви являются глобальными мак-
симумами при  Наконец, при
самых малых , изображенных на рис. 5а, ветвь
максимальных инкрементов опять сменяется.
Волновые векторы, на которых достигаются мак-
симумы на этой ветви (сплошная линия), изобра-
жены на рис. 5б.

Как и в случае первого модельного течения,
поведение максимальных в -инкрементов роста
магнитных мод (3) не коррелирует с действием
механизма длинномасштабной генерации: три
ветви инкрементов на рис. 5а ничем не напоми-
нают график максимального инкремента роста
длинномасштабного магнитного поля, генериру-
емого отрицательной вихревой диффузией, на
рис. 4а. Например, на рис. 5а никак не отобража-
ется сингулярность вихревой диффузии в точке
начала генерации короткомасштабного магнит-
ного поля 
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Как и компонента  для первого модельного
течения (см. рис. 3б),  несколько превышает 1/2
при  векторы  с такими ком-
понентами не попадают в область  (6). При по-
строении графиков индивидуальных компонент
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Рис. 4. Минимальная магнитная вихревая диффузия
 во втором модельном течении как функция мо-

лекулярной диффузии  (а). Точки: вычисленные вели-
чины . Тонкая прямая – вертикальная асимптота

 в точке начала генерации короткомасштабного
магнитного поля. Инкремент роста  доминирующих
магнитных мод (3) для   (сплошная
линия) и   (пунктирная линия) как
функции  при  (б). Изоповерхности инкре-
мента в области  (.7) волновых векторов  для второго
модельного течения при  на уровнях 25%, 50%,
75% и 90% от максимального в  инкремента роста (в).
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 эти векторы не были перенесены в  чтобы
показать гладкость зависимости  на которых до-
стигаются максимумы, от молекулярной диффу-
зии. Расчет  выполнен для эквивалентных 
в  (отсюда изломы в точках перехода  через по-
рог 1/2 при  и 0.0144). Таким образом,
при η & 0.183, когда максимальные инкременты
достигаются на двух ветвях, изображенных сплош-
ной и штриховой линиями,  что отвечает
слабому разделению масштабов; при бóльших 
динамо не работает, максимальный инкремент
роста, равный нулю, имеют короткомасштабные
магнитные моды при  Существенное разде-
ление масштабов, при котором у доминирующих
мод  мало, и их генерация происходит имен-
но вследствие действия механизма отрицатель-
ной вихревой диффузии, не обнаружено.

kq ,Q

,q

ε = q q
Q 2q

0 076η ≈ .

1/2,≥q
η

0.=q

ε = q

5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ КОММЕНТАРИИ
Исследовано возбуждение магнитных мод ви-

да (3) пространственно-периодическими течени-
ями несжимаемой жидкости. Магнитный -эф-
фект, а для центрально-симметричных течений
вихревая диффузия оказываются частными слу-
чаями рассмотренного механизма, реализующи-
мися при  В сценарии Л.Д. Ландау разви-
тия турбулентности предполагалось постепенное
усложнение течения с появлением в последова-
тельности бифуркаций временных периодично-
стей, несоизмеримых с уже присутствующими в
течении. Исследованный в данной работе дина-
мо-механизм аналогичен этому сценарию (хотя в
нем предполагается появление дополнительных
пространственных частот). При учете нелиней-
ности МГД процессов он способен самовоспро-
изводиться: когда возбуждаются новые несоизме-
римые со старыми основные частоты в магнит-
ном поле, под действием силы Лоренца они
переносятся и в течение жидкости, после чего в
МГД возмущении нового режима могут вновь
возникнуть дополнительные основные частоты.

Волновой вектор  магнитной моды (3) произ-
волен, но, поскольку максимальные инкременты
мод имеют период 1 по каждой компоненте  и
поскольку равным, но противоположным по зна-
ку  отвечают одинаковые максимальные инкре-
менты, мы сосредоточились на их расчете в па-
раллелепипеде волновых векторов  (6). Для это-
го было синтезировано два модельных течения
вида тригонометрических полиномов с псевдо-
случайными коэффициентами и быстро затухаю-
щим энергетическим спектром. В одном из них
возникает магнитный -эффект, другой цен-
трально-симметричен, и поэтому -эффект в нем
отсутствует, но имеет место отрицательная маг-
нитная вихревая диффузия.

Оба указанных эффекта могут возбуждать
длинномасштабное поле, когда отношение мас-
штабов достаточно мало. Однако описанные в дан-
ной статье расчеты для двух модельных течений по-
казали, что максимальный инкремент роста имеют
магнитные моды, у которых длина волнового век-
тора  не слишком мала (порядка половины при
рассмотренных величинах коэффициента молеку-
лярной магнитной диффузии), что соответствует
незначительному разделению масштабов, и растет
с ростом магнитного числа Рейнольдса. Поэтому
неочевидно, что генерацию магнитного поля в
данном случае надо относить на счет действия
именно -эффекта или магнитной вихревой диф-
фузии. Чтобы магнитный -эффект был значите-
лен, кроме достаточного разделения масштабов
необходимо наличие достаточно развитой струк-
туры у короткомасштабного течения. Такие усло-
вия характерны для процессов на пространствен-
ных масштабах, отвечающих инерционному ин-
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Рис. 5. То же, что на рис. 3, для второго модельного
течения. На графиках (б) приведены длина (после пе-
реноса в ) и компоненты вектора  для левой ветви
(сплошная линия) на графике (а).
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тервалу спектра турбулентности, для которых
локальное магнитное число Рейнольдса  уже
мало. Они возникают, когда  меньше гидроди-
намического числа Рейнольдса, что характерно
для планетарных динамо.

Указанный результат позволяет предполагать,
что в природных гидромагнитных динамо при-
сутствует непрерывная шкала масштабов, слабо
разделенных между собой, и турбулентное тече-
ние данного пространственного масштаба гене-
рирует магнитное поле несколько (но не значи-
тельно) большего масштаба. Возможно, эта кар-
тина верна только при относительно малых 
для которых нами проведен численный экспери-
мент. Она усложняется нелинейным взаимодей-
ствием между полями разных масштабов, состав-
ляющих эту шкалу. Если же данная картина гене-
рации магнитных полей верна и при больших 
то мы приходим к выводу, что явление генерации
сложнее, чем это следует из представлений о гла-
венствующей роли магнитного -эффекта. То-
гда, в частности, теряет фатальность для процес-
сов генерации астрофизических магнитных по-
лей катастрофическое подавление -эффекта
(т.н. -quenching) при больших 

В современных численных моделях геодина-
мо, как правило, использованы вычислительно
приемлемые коэффициенты молекулярных диф-
фузий, на порядки величины бóльшие известных
к настоящему времени оценок их величины во
внешнем ядре Земли, однако некоторые резуль-
таты такого моделирования тем не менее реали-
стичны. Предложенное объяснение [Старченко,
2017; Starchenko, 2019] этого неожиданного успеха
состоит в том, что геодинамо характеризуется ве-
личинами т.н. турбулентной (вихревой, в нашей
терминологии) диффузии, схожими с использо-
ванными в численных моделях. Косвенно это
подтверждают полученные нами результаты, объ-
ясняющие формирование повышенной эффек-
тивной диффузии следующим образом. Из рис. 5а
следует (если он отражает ситуацию общего поло-
жения), что (как и в случае -эффекта) для цен-
трально-симметричных течений на простран-
ственных масштабах, для которых локальное маг-
нитное число Рейнольдса порядка 1 и меньше,
магнитным модам (3) присуще значительное раз-
деление масштабов. Соответственно, определена
вихревая диффузия, и она усиливает молекуляр-
ную (см. рис. 4а), действуя при этом на поля су-
щественно бóльших пространственных масшта-
бов, чем периоды поля скорости. Это останавли-
вает обратный каскад магнитной энергии (при
условии когерентного действия элементарных
ячеек короткомасштабного турбулентного тече-
ния). Аналогичный механизм, связанный с вих-
ревой вязкостью, по-видимому, способен оста-
навливать и обратный каскад кинетической энер-

mR
mR

,mR

,mR

α

α
α .mR

α

гии течения, однако этот вопрос требует
отдельного изучения.

Полученный вывод об отсутствии необходи-
мости эффектов, базирующихся на разделении
масштабов, для генерации магнитных полей пла-
нет земного типа основан на проведенных расче-
тах для только двух течений, моделирующих мел-
комасштабную турбулентную составляющую те-
чения расплава в ядре планеты. Мы, однако,
полагаем, что этот вывод слабо зависим от дета-
лей структуры таких компонент течений и потому
универсален. Хотя алгоритм построения исполь-
зованных нами модельных течений предполагает
их репрезентативность, в дальнейшем необходимо
провести более детальное исследование рассмот-
ренного круга вопросов. В частности, естественно
проверить этот вывод для течений, отвечающих
разным законам затухания энергетического спек-
тра (например, колмогоровскому закону).

Отметим, что тензоры вихревой диффузии,
построенные асимптотическими методами, как
правило, анизотропны, что в приведенном выше
объяснении не принимается во внимание, но это
несоответствие, вероятно, можно объяснить сто-
хастичностью турбулентных течений. В связи с
этим уместно следующее замечание. Чаще всего
для вычислительных экспериментов в теории
МГД устойчивости к длинномасштабным возму-
щениям и кинематического динамо используют
стационарные пространственно-периодические
короткомасштабные течения. Однако эти экспе-
рименты призваны моделировать процессы в тур-
булентных течениях, а периодические стационар-
ные течения, очевидно, не лучшим образом отве-
чают этому предназначению. И предложенный в
настоящей статье подход, и подход теории устой-
чивости к длинномасштабным возмущениям,
описанный в работах [Желиговский, 2010; Zheli-
govsky, 2011], легко (по крайней мере, в принци-
пе) переносятся на случай пространственно-ква-
зипериодических (имеющих две или более несо-
измеримые частоты по данному направлению), а
также периодических или квазипериодических
по времени течений. Использование в расчетах
таких течений, очевидно, позволит лучше имити-
ровать короткомасштабную турбулентность.

Примененный здесь подход не может быть не-
посредственно перенесен на длинномасштабные
слабонелинейные возмущения МГД систем, та-
кие как исследованные в работе [Chertovskih,
Zheligovsky, 2015] возмущения конвективного ди-
намо. Однако, поскольку, как нами установлено,
инкременты роста магнитных возмущений при до-
статочно больших магнитных числах Рейнольдса
достигают максимума при умеренных отношениях
масштабов, изучение поведения слабонелинейных
возмущений даже при относительно больших отно-
шениях периодов возмущаемого состояния и воз-



ФИЗИКА ЗЕМЛИ  № 1  2020

О КИНЕМАТИЧЕСКОЙ ГЕНЕРАЦИИ МАГНИТНЫХ МОД 131

мущения – например, в диапазоне 1 : 2÷1 : 4 –
представляет большой интерес и может быть вы-
полнено численно.
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ON THE KINEMATIC GENERATION OF MAGNETIC MODES
OF THE BLOCH TYPE

V. A. Zheligovskya, * and R. A. Chertovskihb, **
aInstitute of Earthquake Prediction Theory and Mathematical Geophysics, Russian academy of sciences, Moscow, Russia

b Research Center for Systems and Technologies (SYSTEC), University of Porto, Porto, Portugal
*E-mail: vlad@mitp.ru

**E-mail: olgap@mitp.ru

Kinematic generation by space-periodic f low of electrically conducting f luid is considered. The generated
magnetic modes have the form of the product of a three-dimensional field that has the same spatial periodicity,
and of a Fourier harmonics whose wave vector  is an arbitrary constant. We give examples of computation
of modes associated with the maximum (over ) growth rates for a generic f low velocity, where the magnetic

-effect is present, and for a parity-invariant f low lacking the -effect and featuring negative magnetic eddy
diffusivity. It is shown that magnetic modes associated with the maximum over  growth rates are character-
ised by a weak separation of spatial scales, and for this reason none of the two effects mentioned above can be
regarded as the main mechanism responsible for their generation. 

Keywords: kinematic magnetic dynamo, magnetic field generation, Bloch mode, magnetic -effect, negative
magnetic eddy diffusivity.

α

×v b

q
q

α α
q

α



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


