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Изучена модель слабого отбора по жизнеспособности по двум диаллельным локусам со стандарти-
зацией подходов за счет использования теории возмущений; дан анализ оценки квазиравновесия
для коэффициента D неравновесности по сцеплению; результаты получены в терминах средних эф-
фектов в количественной генетике и в терминах теории сингулярных возмущений в математике.
Рассматривается аппроксимация обыкновенными дифференциальными уравнениями модели с
дискретным временем случайно скрещивающейся популяции с неперекрывающимися поколениями
при слабом отборе. Слабый отбор рассматривается как возмущение модели без отбора. Получаемая
модель является сингулярно возмущенной, т.е. в ней выделяются быстрые (D) и медленные (частоты
аллелей) переменные. Уравнение первого приближения для квазиравновесия D получено с использо-
ванием первых членов разложения в ряд Тейлора функций модели. Оно совпадает с соответствующей
частью системы первого приближения асимптотического ряда для решения сингулярно возмущен-

ных уравнений. Первым приближением для квазиравновесия D будет D* = ε(p) x(1 – x)y(1 – y), ε(p) ≡
≡ v11(p) – v12(p) – v21(p) + v22(p), где μ – интенсивность отбора; r – коэффициент рекомбинации;
ε(p) – коэффициент неаддитивности эпистаза для жизнеспособностей  x, y – частоты аллелей
первого и второго локусов соответственно. Эволюция неравновесного состояния популяции фак-
тически протекает при квазиравновесии (при итоге этапа динамики быстрых переменных D) и те-
кущем значении медленных x, y.
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Проблемы теоретического анализа генетиче-
ской детерминации количественных признаков
привлекали внимание и разрабатывались со вре-
мени возникновения популяционной генетики
[1, 2]. Тогда же формализовались понятия адди-
тивности и эпистаза эффектов генов, детермини-
рующих величину количественного признака. С
точки зрения микроэволюции генетической
структуры популяции особый интерес представ-
ляет собой такой количественный признак как
жизнеспособность особей, поскольку она самым
очевидным образом влияет на динамику генети-
ческой структуры популяции.

На заре становления теоретической популяци-
онной генетики были установлены основные
простые свойства генетической структуры при
случайном скрещивании и отсутствии отбора –
закон Харди–Вайнберга в ситуации одного локу-
са и предельная с течением времени независи-
мость комбинирования генов в генотипах для не-
скольких локусов (многолокусные соотношения
Харди–Вайнберга, или равновесие по сцеплению). В
двулокусном случае доказательство сходимости к
равновесию по сцеплению в модели давления ре-
комбинаций элементарно. Для любого числа
аутосомных локусов диплоидной популяции со
случайным скрещиванием это будет непростой
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задачей, которая доведена до явного решения с
использованием генетических алгебр Ю.И. Лю-
бичем [3, 4]. Картина динамики качественно оха-
рактеризована более простыми методами в [5].
При дальнейшем развитии теории и практики ге-
нетических исследований выяснилась возмож-
ность нарушения предельной независимости со-
четаний генов в генотипах, например из-за отбо-
ра. Данное нарушение весьма обременительно
для анализа генетической структуры, так как рез-
ко усложняет его.

В частности, анализ такого важного фактора
микроэволюции как отбор становится еще более
затруднительным. Для нелинейной модели отбо-
ра по жизнеспособности неизвестно точное ре-
шение даже в однолокусном диплоидном случае.
Анализ качественных характеристик моделей и
их линейной аппроксимации вблизи состояний
равновесия продвинут в большей степени (см.,
например, [6, 7]). Наиболее ярко качественные
свойства динамики генетической структуры по-
пуляции в случае одного локуса и постоянных
жизнеспоcобностей характеризуются фундамен-
тальной теоремой естественного отбора Р.А. Фи-
шера [8], согласно которой в результате отбора
неравновесное состояние изменяется в направле-
нии увеличения средней жизнеспособности по-
пуляции.

Нарушение свободного сочетания генов в ге-
нотипах и гаметах приводит к невозможности ис-
пользования теоремы Фишера при анализе дина-
мики многолокусной генетической структуры. В
связи с этим вызывает особый интерес поиск усло-
вий, при которых можно использовать в моделях,
хотя бы приближенно, равновесие по сцеплению.
Так, С. Райт [9] давно указывал, что в случае слабо-
го по сравнению с рекомбинациями отбора можно
пользоваться предположением о независимости
комбинирования генов в многолокусных геноти-
пах. Однако строгого обоснования этому не было
дано.

Для модели с непрерывным временем отбора
по жизнеспособности в популяции с неперекры-
вающимися поколениями без возрастной структу-
ры такое обоснование было представлено автором
[10] на основе выделения быстрых и медленных
переменных. Позже появилось доказательство и
для модели с дискретным временем [11]. Во всех
подобных обоснованиях случайное комбинирова-
ние генов рассматривалось лишь как приближен-
ное и отклонение от него изучено недостаточно.

В 1965 г. вышла работа М. Кимуры [12], иссле-
довавшего нарушение от свободного сочетания
генов в генотипах в случае двух диаллельных ло-
кусов при слабом отборе по жизнеспособности.
М. Кимура показал, что нарушение такой свободы
невелико (т.е. достигается квазиравновесие по
сцеплению), и разработал оригинальное обоснова-

ние этих результатов. С тех пор к проблеме квази-
равновесия привлекались теоретические соображе-
ния в основном качественные на базе известных в
математике концепций геометрической теории
сингулярных возмущений. Такие соображения
[13] обосновывают существование квазиравнове-
сия по сцеплению, близкое к почти независимо-
му сочетанию генов в генотипах, но все-таки не
оценивают его количественно явным образом.

Статья М. Кимуры привлекла к себе внимание,
ее цитируют более чем в полутора сотнях работ, но
до сих пор она мало развивалась в отношении ко-
личественных характеристик квазиравновесия.
Она также не обобщалась на случай множествен-
ных аллелей и локусов, не получила интерпрета-
ции результатов в терминах стандартных концеп-
ций количественной генетики, а также не была
определена методологическая координата анализа
исследуемой проблемы в русле развитых матема-
тических методов и подходов. Среди таких подхо-
дов, в частности, привлекательны методы анализа
моделей сложных систем как возмущений более
простых и легче поддающихся изучению.

К настоящему времени уже немало исследова-
телей прилагали усилия к получению точных ре-
шений многих ранее сформулированных моде-
лей, и пока не часто получается говорить об уве-
личении шансов добиться успеха на этом пути.
Здесь кажется перспективным отыскание прибли-
женных решений с заданной точностью. Суще-
ствуют различные методы приближенного анализа
популяционно-генетических моделей, среди кото-
рых рассмотрим метод разделения переменных на
быстрые и медленные. Его эффективность при
изучении слабого отбора по отношению к реком-
бинациям и/или миграциям продемонстрирована
в ряде работ [10, 14–17]. Биологические приложе-
ния рассматривались также в [18, 19], где приве-
дена обширная библиография. Однако в ней не-
многочислены приложения к проблемам популя-
ционной генетики. В настоящей работе мы
применим метод разделения переменных по ско-
рости к анализу квазиравновесия по сцеплению в
случае слабого отбора по жизнеспособности, за-
висящей от двух локусов.

Цель настоящей серии из двух сообщений состо-
ит в изучении квазиравновесия по сцеплению для не-
равновесности D при слабом отборе по жизнеспо-
собности по двум диаллельным локусам с использо-
ванием теории возмущений, в обобщении анализа
результатов для диаллельных локусов на случай
множественных аллелей, в стандартизации подхо-
дов к изучению слабого влияния систематических
факторов микроэволюции. Попутно решаются за-
дачи получения оценки квазиравновесия в более
удобном виде как в плане использования стан-
дартного коэффициента D неравновесности по
сцеплению, так и интерпретации результатов в



470

ГЕНЕТИКА  том 55  № 4  2019

ПАСЕКОВ

терминах привычных концепций средних эффек-
тов в количественной генетике и в терминах тео-
рии сингулярных возмущений в математике.
Данное (первое) сообщение целиком посвящено
анализу двух диаллельных локусов.

Статья построена по следующему плану. Снача-
ла рассматривается заданная разностными уравне-
ниями модель динамики генетической структуры
двулокусной популяции с неперекрывающимися
поколениями. В следующем разделе обосновывает-
ся ее аппроксимация обыкновенными диффе-
ренциальными уравнениями. Далее описывается
влияние на генетическую структуру отбора по
жизнеспособности и рекомбинаций и детально
анализируется гаплоидная популяция с двумя ди-
аллельными локусами. Затем в двух центральных
разделах рассматривается модель слабого отбора
как возмущение нейтральной модели без отбора.
Для нее найдена приближенная квазиравновес-
ная величина стандартного коэффициента нерав-
новесности по сцеплению D в виде, допускаю-
щем интерпретацию в терминах дисперсий встре-
чаемости аллелей в популяции и коэффициента
взаимодействия аллелей (эпистаза) при детерми-
нации такого количественного признака как жиз-
неспособность, а также в терминах эффектов ге-
нов и их комплексов.

Обсуждаются качественные свойства микроэ-
волюции двулокусной генетической структуры,
дающие наглядную картину динамики без точно-
го решения уравнений модели и опирающиеся
только на разномасштабность скоростей измене-
ний переменных (выделение быстро меняющего-
ся коэффициента неравновесности по сцепле-
нию D и медленно эволюционирующих частот
аллелей). Приближенно динамика генетической
структуры популяции происходит практически
при равновесии по сцеплению и в направлении
увеличения жизнеспособности популяции, если
жизнеспособности постоянны. Отклонения от
равновесия по сцеплению (от нулевого прибли-
жения, когда D = 0) при слабом отборе имеют по-
рядок O(μ), где μ – малый параметр, характеризу-
ющий давление отбора. Напомним, что O(μ)
означает, что отклонения по модулю меньше ли-
бо равны C|μ| для некоторой положительной кон-
станты C. Иначе говоря, при уменьшении μ от-
клонения если и уменьшаются, то не быстрее μ
(например, когда существует предел модуля отно-
шения отклонения к μ, он конечен и больше нуля).
Полученный далее коэффициент квазинеравно-
весности D* оценивает величину отклонений и да-
ет следующее приближение с точностью O(μ2). Он
удовлетворяет уравнениям первого приближения
теории сингулярных возмущений, хотя фактиче-
ски получен дельта-методом.

Во второй части [20] настоящей серии резуль-
таты обобщаются на ситуацию, когда локусы c

множественными аллелями. Качественная кар-
тина динамики сохраняется и в случае множе-
ственных аллелей. Показано, что запись коэффи-
циентов квазинеравновесности в терминах эф-
фектов аллелей и их взаимодействий одинаково
проста и прозрачна как при диаллельности, так и
при множественных аллелях. Указано, что обоб-
щение результатов на диплоидные популяции в
сущности не вносит ничего принципиально но-
вого. Обсуждаются свойства коэффициентов не-
аддитивности эпистаза для элементарных гено-
фондов, соответствующих генотипам пар особей.
Коэффициенты неаддитивности эпистаза для
эффектов отдельных генотипов, определяющие
величину квазиравновесности на популяцион-
ном уровне, представляют собой средние значе-
ния для элементарных коэффициентов.

В данном сообщении векторы и матрицы на-
браны полужирным шрифтом. Получаемые выво-
ды сформулированы как результаты, замечания и
ремарки, конец соответствующего доказательства
отмечается символом b.

ДВУЛОКУСНАЯ МОДЕЛЬ С ДИСКРЕТНЫМ 
ВРЕМЕНЕМ ПОПУЛЯЦИИ

И НЕПЕРЕКРЫВАЮЩИМИСЯ 
ПОКОЛЕНИЯМИ

Использование популяционно-генетических
моделей необходимо для понимания и объясне-
ния, предсказания и ретроспективного анализа ге-
нетического состояния популяции. Такие модели
могут характеризовать динамику генетического
состояния, например в терминах концентраций pi
многолокусных гамет (концентраций гаплоидных
особей). Далее под гаплоидными генотипами под-
разумеваем в соответствии с контекстом геноти-
пы гаплоидных особей или генотипы гамет в ди-
плоидной популяции. В настоящем разделе будем
рассматривать модели динамики генетической
структуры в отношении двух аутосомных локусов
преимущественно диплоидных популяций, по-
скольку модели для гаплоидной ситуации здесь
можно рассматривать как их частный случай.

Пусть жизненный цикл исследуемой популяции
с неперекрывающимися поколениями имеет вид
замещение родительской популяции потомками → 
→ отбор по жизнеспособности → рекомбинации → 

→ появление потомков (нового поколения).
Эффектами редких мутаций будем пренебрегать в
предположении анализа динамики на ограничен-
ном промежутке времени. Начнем с напомина-
ния результатов изучения отправной точки для
дальнейших обобщений – простейшего случая
популяции со случайным скрещиванием при от-
сутствии давления систематических факторов (в
приведенной схеме опустим отбор по жизнеспо-
собности) и отсутствии эффектов случайного
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генного дрейфа (из-за величины популяции). Бу-
дем говорить о моделях как селективно нейтраль-
ных, когда в них не учитывается действие отбора.
Поскольку при случайном скрещивании происходит
независимое слияние гамет в диплоидных геноти-
пах особей (случайный выбор второго гаплоидно-
го генотипа при рекомбинации у гаплоидов), по-
сле рекомбинационной перетасовки генов кон-
центрации гаплоидных генотипов соответствуют
генетической структуре следующего поколения.

Отсюда ясно, что в простейшем случае дина-
мика частот многолокусных гаплоидных геноти-
пов в ряду поколений обусловлена лишь процес-
сами сегрегации и рекомбинации, т.е. рекомби-
нациями в широком смысле. Так как в силу
независимого слияния гамет в генотипах дипло-
идных особей частоты генотипов находятся как
произведения концентраций соответствующих
гаплоидных гамет, генетическое состояние попу-
ляции можно задать вектором p частот многоло-
кусных гаплоидных генотипов как в диплоидной,
так и в гаплоидной популяции:

Здесь координата ik мультииндекса i равна номеру
аллеля k-го локуса, входящего в i-ю гамету, l – ко-
личество локусов в рассматриваемом множестве
локусов L. Условия  1 ≥ pi ≥ 0 задают
симплекс возможных генетических состояний
популяции p. В дальнейшем состояние популя-
ции будем относить к началу поколения (к “но-
ворожденным”, заменяющим поколение родите-
лей).

В наиболее простой модели динамики генети-
ческого состояния диплоидной популяции рас-
сматривается множество из одного аутосомного
локуса, и состоянием будет вектор частот его ал-
лелей. Согласно закону Харди–Вайнберга при
случайном скрещивании частоты аллелей (одно-
локусных гамет) постоянны в ряду поколений и
не зависят от поведения многолокусной системы
в целом, куда входит рассматриваемый локус
(“динамика” частот однолокусных гамет замкну-
та, частоты постоянны, так как генетические пре-
образования сводятся лишь к перераспределению
аллелей в генотипах при скрещивании).

Более сложная генетическая система состоит
уже из двух аутосомных локусов, скажем, с номе-
рами k и m и с вероятностью рекомбинации (об-
мена локусами между двумя гаплоидными гено-
типами (гаметами при диплоидности)) r > 0. При-
ведем для замкнутости изложения основные
обозначения и главные известные результаты для
двулокусной модели динамики под влиянием ре-
комбинаций.
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Результат 1. Пусть рассматривается случайно
скрещивающаяся диплоидная (гаплоидная) популя-
ция с неперекрывающимися поколениями и дискрет-
ным временем в отношении концентраций  гап-
лоидных генотипов двух аутосомных локусов k и m,
несущих аллели с номерами ik, im соответственно (в
остальном на состав генотипов нет ограничений) и
с вероятностью рекомбинации r > 0. Тогда

А. Уравнения динамики частот гаплоидных гено-
типов гамет (особей)  в модели давления реком-
бинаций имеют вид

(1)

где

(2)

 и  – частоты аллелей k-го и m-го локусов и
 – коэффициент (гаметической) неравновесно-

сти по сцеплению соответственно, t – время в по-
колениях, штрих символизирует значения после
этапа рекомбинаций.

Б. На траекториях (1) частоты аллелей  
постоянны (являются константами движения).

В. Решением (1) будет

(3)

В пределе при времени t → ∞ (t) → 0, (t) →
→  и аллели разных локусов сочетаются в гено-
типах независимо.

Доказательство этих известных фактов (см.,
например, [5]) опустим.

Укажем следующее свойство неравновесно-
стей. Сумма по любому их двух индексов  рав-
на нулю (оба случая доказываются аналогично):

(4)

ОПИСАНИЕ СЛАБОГО ОТБОРА
ПО ЖИЗНЕСПОСОБНОСТИ В ПОПУЛЯЦИИ 

С НЕПЕРЕКРЫВАЮЩИМИСЯ 
ПОКОЛЕНИЯМИ

Анализ начнем с описания его изолированно-
го давления на выживаемость (на стадии отбора
по жизнеспособности). Жизнеспособность vi(p, t)
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особей с i-м гаплоидным генотипом понимаем
как вероятность особи дожить до стадии размно-
жения. Очевидно, изменение частоты гаплоидно-
го генотипа на этапе отбора определяется вероят-
ностями vi(p, t), зависящими в общем случае от ге-
нетического состояния популяции p и времени t.

На стадии отбора по жизнеспособности частоты
генотипов (независимо от плоидности) изменяются
пропорционально их жизнеспособностям, а чтобы
новые значения к концу этапа оставались частота-
ми (чтобы их сумма равнялась единице), надо вве-

сти нормировку, т.е.  Ко-
гда жизнеспособности заданы, изменения частот
генотипов за рассматриваемую стадию отбора не
зависят от того, рассматривается однолокусный
или многолокусный случай и имеют вид

(5)

Здесь p – вектор частот генотипов; vi(p, t) – жиз-
неспособность i-го генотипа. Из (5) видно, что са-
ми по себе величины жизнеспособностей не вли-
яют на темп динамики в том смысле, что если
умножить всех их на как угодно малый (большой)
положительный сомножитель (на константу или
одну и ту же функцию c состояния и экологиче-
ских параметров), то приращения Δpi и динамика
останутся прежними. Действительно, при этом
числитель и знаменатель (5) получают множитель c,
сокращающийся в итоге. Поэтому интерес пред-
ставляет не сама величина жизнеспособностей, а
величина вызываемых ими изменений генетиче-
ской структуры p, понимаемой как распределение
концентраций генотипов в популяции. В последу-
ющем будем пользоваться относительными жиз-
неспособностями, более удобными для характери-
зации генетической динамики. Под относитель-
ной жизнеспособностью понимают некоторую
нормировку абсолютной жизнеспособности, по-
лучаемую обычно путем деления на ее макси-
мальное значение [21].

Далее будем рассматривать достаточно типич-
ную природную ситуацию медленного изменения
(микроэволюции) генетической структуры в ре-
зультате отбора по жизнеспособности. Будем на-
зывать отбор слабым, если вызываемые измене-
ния генетической структуры за поколение малы
при любом генетическом состоянии популяции p,
скажем, имеют порядок O(μ), 0 < μ  1. Посколь-
ку при одинаковых жизнеспособностях отбор в
рамках рассматриваемой модели отсутствует, ин-
туитивно понятно, что при малых различиях меж-
ду ними отбор будет слабым.
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Однако различия абсолютных жизнеспособ-
ностей можно сделать как угодно малыми при
умножении всех их на достаточно малую положи-
тельную константу, хотя изменение генетической
структуры из-за отбора при этом останется преж-
ним, как уже говорилось ранее. Для относитель-
ных жизнеспособностей такой проблемы не су-
ществует: умножение на константу не меняет не
только приращения концентраций генотипов
(степень давления отбора), но сохраняются сами
относительные жизнеспособности (и различия
между ними).

Ремарка 2. Приращения концентраций гено-
типов в общем случае индуцируют изменение ча-
стот аллелей, гамет и прочих подмножеств генов
всего генотипа, но для дальнейшего точный вид
таких изменений нам пока не нужен.

В важном частном случае диплоидности степень
давления отбора одинакова на уровнях генотипов и
гамет: на стадии действия отбора по жизнеспособ-
ности изменения концентраций диплоидных гено-
типов малы, если и только если индуцированные
ими изменения частот гаплоидных гамет малы. Так
как (маргинальные) частоты гамет выражаются
через частоты генотипов путем соответствующего
суммирования последних, то когда приращения
из-за отбора концентраций диплоидных геноти-
пов малы, того же порядка будут и изменения ча-
стот гамет. Аналогично при малости приращений
концентраций гаплоидных гамет, через которые
гладким образом можно выразить изменения ча-
стот диплоидных генотипов (например, по зако-
ну Харди–Вайнберга), последние также будут то-
го же порядка.

Значит, для диплоидных популяций отбор яв-
ляется слабым в смысле изменения гаметическо-
го состояния p за поколение тогда и только тогда,
когда изменения концентраций диплоидных ге-
нотипов малы. Поэтому в дальнейшем доказа-
тельстве при упоминании о концентрациях гено-
типов не требуется конкретизировать их плоид-
ность.

Сфокусируемся на стадии отбора по жизне-
способности. Как отмечено выше, здесь формулы
изменения частот генотипов не зависят от коли-
чества локусов. Естественно, нет зависимости и
от системы скрещивания.

Результат 3. Для того чтобы эффекты стадии
отбора по жизнеспособности в популяции с завися-
щими от генетического состояния p относитель-
ными жизнеспособностями vi = vi(p) генотипов бы-
ли слабыми, достаточно выполнения условия |vi(p) –
– vj(p)| = O(μ), 0 < μ  1 для любых i, j, p.

Необходимым условием слабого отбора в популя-
ции с постоянными относительными жизнеспособ-
ностями vi является равенство vmax – vmin = O(μ),
где vmax и vmin обозначают максимальную и мини-

!
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мальную (vmax > vmin) относительные жизнеспособ-
ности.

Доказательство. Докажем достаточное условие
слабого отбора, т.е. если для любых i, j и p выпол-
няется неравенство |vi(p) – vj(p)| ≤ Cμ, то |Δpi| =
= O(μ). Так как формально можно считать отбор
однолокусным, индексы-номера генотипов бу-
дем писать как скалярные. Фиксируем произ-
вольные i, p и оценим |Δpi|:

Здесь  функция pi/v(p) непрерывна по
p на компактном симплексе, следовательно до-
стигает на нем максимума при некотором p, и C1
обозначает его наибольшее по i значение. Таким
образом, |Δpi| = O(μ), т.е. отбор является слабым.

Теперь докажем необходимое условие слабого
отбора при постоянных жизнеспособностях гено-
типов vi. Оценим сверху константу vmax – vmin. Вы-
берем такую генетическую структуру p, когда оце-
нивание наиболее просто. Пусть в популяции
только два генотипа i и j. Тогда pj = 1 – pi, v = vi pi +
+ vj pj = vi pi + vj(1 – pi) и согласно (5)

При слабом отборе Cμ ≥ max|Δpi| = |vi – vj|C2

max , откуда |vi – vj| ≤ (C/C2)Cμ. Получен-

ное неравенство для |vi – vj| верно для произвольно
выбранных генотипов i и j с любыми частотами, в
частности для генотипов с максимальной и ми-
нимальной жизнеспособностями и с частотами,
доставляющими максимум pi(1 – pi)/v(p) ≡ C2.
Значит, vmax – vmin ≤ (C/C2)μ, т.е. vmax – vmin =
= O(μ).◄
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Пример. Итак, необходимым и достаточным
условием слабого отбора является малость разли-
чий между относительными жизнеспособностями
генотипов. Приведем иллюстрацию явной зависи-
мости жизнеспособностей от малого параметра μ,
когда их абсолютные значения могут быть вели-
ки, а различия относительных жизнеспособно-
стей малы. Пусть жизнеспособности wij(p, t) име-
ют вид wij(p, t) = c(p, t) + μvij(p, t), где функция c(p, t)
положительна, ограничена сверху и снизу кон-
стантами. В этом случае максимальное различие
относительных жизнеспособностей генотипов не
превосходит μ (maxi, jvij(p, t) – mini, jvij(p, t)) = O(μ) и

Далее для определенности будем характеризо-
вать генотипы относительными жизнеспособно-
стями и при слабом отборе записывать их как
μvij(p, t), а приращение частоты генотипа из-за от-
бора будем писать как

(6)

Замечание 4 [5]. Пусть в популяции с непереры-
вающимися поколениями в течение жизненного
цикла последовательно и слабо действуют два (и
более) фактора микроэволюции (у нас в многолокус-
ном случае отбор и рекомбинации), т.е. изменение
Δip из-за влияния i-го фактора имеет порядок O(μ),
скажем, в нем можно выделить сомножитель μ.

Тогда в модели с разностными уравнениями ре-
зультат их совместного влияния Δp можно аппрок-
симировать с точностью O(μ2) суммой соответ-
ствующих изолированному действию каждого фак-
тора по отдельности вкладов Δip(p, t) как функций
одного и того же текущего состояния популяции:

Δp = 

Доказательство. Представим приближенно
приращение Δp как сумму первых членов ряда
Тейлора для Δp – сумму вкладов каждого отдель-
ного фактора, малых по предположению (равных
O(μ)). Отсюда дополнительное изменение малого
значения Δp из-за отдельного фактора за счет
приращения другого фактора будет порядка
O(μ2). b
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АППРОКСИМАЦИЯ РАЗНОСТНЫХ 
УРАВНЕНИЙ МОДЕЛИ ОБЫКНОВЕННЫМИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ

Рассмотрим модели динамики генетической
структуры популяции типа p' = p + Δp(p, t). В целях
упрощения и сокращения доказательств далее пе-
рейдем к аппроксимации таких разностных урав-
нений обыкновенными дифференциальными.

Замечание 5 [5]. Пусть рассмативается класс
моделей, описываемых системой разностных урав-
нений p' = p + Δp(p, t), где величина координат век-
тора Δ порядка O(μ), 0 < μ  1. Тогда решение си-
стемы данного класса аппроксимируется решением
системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний dp/dt = Δp(p, t).

Если в модели диплоидной (гаплоидной) популя-
ции с неперекрывающимися поколениями этого
класса изменения концентраций гамет Δip в резуль-
тате давления i-го из нескольких последовательно
действующих в течение жизненного цикла факто-
ров микроэволюции за поколение малы, то решение
модели аппроксимируется решением системы обык-
новенных дифференциальных уравнений dp/dt =
=

Доказательство. Пусть изменения концентра-
ций гамет Δp за поколение малы (порядка μ, что
удобно записать как μΔp, 0 < μ  1). Когда состо-
яние можно описать единственной переменной,
динамика во времени геометрически иллюстри-
руется дискретным графиком, где по оси абсцисс
время, а по оси ординат – состояние. Чем меньше
изменения состояния p за поколение, тем меньше
отстоят друг от друга соседние точки-состояния
по вертикали. При переходе к новому медленно-
му (“эволюционному”) времени s, в котором дли-
тельность поколения (единица прежнего времени t)
занимает очень небольшой промежуток Δs = μ,
соседние точки будут мало отстоять друг от друга и
по горизонтали и все теснее ложиться друг возле
друга, все более напоминая непрерывную кривую.

Если дискретный процесс изменения генети-
ческой структуры p по поколениям описывать в
непрерывном времени ломаной, соединяющей
значения p в точках смены поколений, то эта ло-
маная будет ломаной Эйлера для гладкой инте-
гральной кривой обыкновенного дифференци-
ального уравнения dp/ds = Δp(p, s). Чем меньше μ,
тем ближе располагается ломаная к интегральной
кривой и при μ → 0 сходится к последней. В этом
смысле рассматриваемая модель с дискретным
временем аппроксимируется дифференциаль-
ным уравнением, которое можно анализировать в
прежнем масштабе с единицей времени t, равной
длительности поколения [5]. Для многомерного
состояния p результат остается верным, но не до-
пускает графической иллюстрации.

!

( , ).ii
tΔ∑ p p

!

Теперь обратимся к модели динамики состоя-
ния популяции под влиянием некоторой после-
довательности факторов микроэволюции. Со-
гласно замечанию 4 представим приближенно
приращение Δp как сумму первых членов его ряда
Тейлора – сумму вкладов каждого отдельного
фактора, малых по предположению (равных
O(μ)). Дополнительное изменение малого значе-
ния Δp из-за отдельного фактора за счет прираще-
ния другого фактора будет порядка O(μ2), и при
переходе к дифференциальным уравнениям при
μ, стремящемся к нулю, получаем аппроксима-
цию требуемого вида. b

Для получения условий корректной аппрокси-
мации разностных уравнений модели с непере-
крывающимися поколениями дифференциальны-
ми нужно оценить влияние различных факторов
на темп Δp изменения генетической структуры p за
поколение. Очевидно, что переход к дифференци-
альным уравнениям возможен лишь при слабом
отборе, т.е. когда изменения концентраций гено-
типов за поколение малы (полагаем, порядка
O(μ)). На стадии отбора по жизнеспособности в
гаплоидной популяции согласно (6)

(7)

При отборе по жизнеспособности в многоло-
кусном случае правая часть предельной модели,
описываемой обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями, равна сумме компонента, со-
ответствующего (формально однолокусной) мо-
дели чистого отбора, и компонента, соответству-
ющего (формально нейтральной) многолокусной
модели процессов рекомбинации в соответствии
с замечанием 5. В самом простом случае многоло-
кусная генетическая система состоит из двух ди-
аллельных локусов, скажем, с номерами k и m и с
вероятностью рекомбинации локусов r > 0. При
(корректной при малом коэффициенте r) аппрок-
симации разностных уравнений (1) модели давле-
ния рекомбинаций дифференциальными уравне-
ниями получаем

а в случае слабого давления отбора получаем (7).
Если в модели принимаются в расчет и влияние
отбора по жизнеспособности (напомним, что со-
ответствующий компонент модели выглядит оди-
наково для однолокусного и многолокусного слу-
чаев отбора), и влияние процессов рекомбина-
ции–сегрегации, то в уравнения динамики входят
оба компонента, и в двулокусном случае

Ремарка 6. В модели популяции с непрерыв-
ным временем и перекрывающимися поколения-
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ми без возрастной структуры уравнения динами-
ки при интенсивной плодовитости будут такими
же без обременительного требования малости ко-
эффициента рекомбинации [5]. В этом отноше-
нии существуют ясно видимые параллели со схо-
димостью к соотношениям Харди–Вайнберга в
случае одного локуса в модели с непрерывным
временем популяции с перекрывающимися по-
колениями без возрастной структуры [14].

МОДЕЛЬ ОТБОРА ПО ЗАВИСЯЩЕЙ
ОТ ДВУХ ДИАЛЛЕЛЬНЫХ ЛОКУСОВ 

ЖИЗНЕСПОСОБНОСТИ В ГАПЛОИДНОЙ 
ПОПУЛЯЦИИ

В моделях гаплоидной (и диплоидной) попу-
ляции, рассматриваемой в отношении двух диал-
лельных локусов (скажем, первого и второго) с
коэффициентом рекомбинации r, в качестве не-
зависимых переменных можно взять частоты x и y
первых аллелей локусов. Тогда для обозначений ча-
стот всех аллелей имеем для первого локуса x1 ≡ x и
x2 ≡ 1 – x, а для второго y1 ≡ y и y2 ≡ 1 – y, концен-
трации двулокусных гамет по-прежнему обозна-
чаем  Как известно, в данном случае ко-
эффициенты неравновесностей для различных
типов гамет могут отличаться лишь знаком (см.,
например, [5]):

В терминах частот всех аллелей и коэффициента
неравновесности D имеем

В случае диаллельных локусов дифференци-
альные уравнения динамики частот гамет и коэф-
фициента неравновесности D из-за влияния ре-
комбинаций записываются как

(8)

Далее предполагаем, что жизнеспособности не
зависят от t и {vi = vi(p)}. При учете влияний фак-
торов рекомбинаций и отбора получаем

(9)

Перейдем от частот гамет pi к новым перемен-
ным, задающим генетическое состояние популя-
ции в терминах коэффициента неравновесности
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по сцеплению D и частот аллелей. Прямая и об-
ратная замены имеют вид

(10)

Таким образом, рассматриваемые модели
можно изучать в терминах независимых частот
аллелей x и y (без индексов) и в терминах всех ча-
стот аллелей (которые пишем с нижними индек-
сами) и по ходу переключаться между ними, где
это доставляет удобства. Изучение можно вести и
в терминах частот двулокусных гаплоидных гено-
типов  где также можно исключить одну из
них как зависимую переменную, поскольку сум-
ма частот равна единице. Для перехода между пе-
ременными применяются формулы (10). Какой
именно из вариантов используется в дальнейших
доказательствах видно из их деталей.

При отборе по жизнеспособности в уравнениях
динамики частот двулокусных генотипов в гапло-
идной популяции и в уравнениях относительно
однолокусных гамет в диплоидной фигурируют
формально одинаковые жизнеспособности 
см., например, [5, 6]. Однако существенным раз-
личием служит то, что в случае аутосомного локуса
при отсутствии материнского эффекта однолокус-
ные жизнеспособности диплоидов симметричны
(не изменяются при перестановке индексов, по-
скольку генотип остается прежним), тогда как пе-
рестановка индексов у жизнеспособности в гапло-
идном случае приводит к изменению генотипа, от-
куда жизнеспособности двулокусных гаплоидов
несимметричны. Например, при равновесии по
сцеплению уравнения динамики частот двулокус-
ных генотипов в гаплоидной популяции и одноло-
кусных гамет в диплоидной формально одинако-
вы, но матрица жизнеспособности для гаплоидов
несимметрична, хотя при этом остается верной
фундаментальная теорема отбора Фишера, если
жизнеспособности постоянны и достигнуто рав-
новесие по сцеплению.

С помощью (9)–(10) можно выписать уравне-
ния динамики для переменных D, x, y в явном ви-
де, но они оказываются чрезмерно громоздкими
для эффективного анализа решения. Поэтому да-
лее обратимся к более простым асимптотическим
методам получения приближенных результатов
согласно теории возмущений. В соответствии с
представлениями Чарлза Дарвина об эволюции
как медленном постепенном процессе под влия-
нием отбора будем рассматривать достаточно ти-
пичную ситуацию слабого отбора.
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ПАСЕКОВ

СЛАБЫЙ ОТБОР КАК ВОЗМУЩЕНИЕ 
НЕЙТРАЛЬНОЙ МОДЕЛИ

И КВАЗИРАВНОВЕСИЕ ПО СЦЕПЛЕНИЮ

Займемся оценкой скоростей динамики в
предположении слабого по сравнению с реком-
бинациями отбора, когда скорости из-за этого
фактора имеют порядок O(μ), 0 < μ  r, r = O(1).
Тогда эффекты отбора можно рассматривать как
малое возмущение модели без отбора. Например,
из определения концентрации аллеля x (10) сле-
дует, что dx/dt = dp11/dt + dp12/dt. В этой сумме
члены из-за рекомбинаций сокращаются соглас-
но (9), а оставшиеся слагаемые из-за отбора име-
ют порядок O(μ), откуда dx/dt = O(μ). Аналогично
получаем, что dy/dt = O(μ). Что касается порядка
dD/dt, то сюда входят эффекты и отбора и реком-
бинаций, которые запишем как dD/dt = –rD + μF.
Если представить члены O(μ) как μO(1), то урав-
нения динамики (9) в новых переменных прини-
мают вид

(11)

Здесь μF может соответствовать слабому дав-
лению отбора и/или других систематических
факторов микроэволюции. Отсюда видно, что
данную систему можно рассматривать как возму-
щенную, μ – как малый параметр (r считаем фик-
сированным и независящим от генотипа). Пусть,
например, при отсутствии возмущений dD/dt =
= g(D, x, y), а с их учетом dD/dt = g + μF. Уравне-
нию g = 0 удовлетворяет невозмущенное равнове-
сие по D при равновесности прочих переменных.
Аналогично в возмущенном равновесии g + μF = 0.
Если g зависит от D линейно (и g можно записать
как g0(x, y, μ) + cD), а F не зависит от D, то в воз-
мущенном равновесии D = –(g0 + μF)/c. Конечно,
в общем случае зависимости нелинейны, но если
искать равновесие приближенно дельта-методом,
в котором используются только первые члены
разложения Тейлора рассматриваемых функций,
то линейность выполняется. В результате в общих
чертах задача приближенного отыскания равно-
весия D (квазиравновесия D*) редуцируется к вы-
числению g0 (у нас g0 описывает давление реком-
бинаций), μF (давление систематических факто-
ров) и c. Детально этот подход реализуется в
доказательствах соответствующих утверждений
далее.

В (11) невозмущенная часть получается при
μ = 0; очевидно, она определяет нейтральную мо-
дель динамики в результате рекомбинаций, а воз-

!
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мущение соответствует эффектам систематиче-
ских факторов. В этой системе μ, x, y на началь-
ном этапе динамики можно рассматривать как
фиксированные параметры, определяющие соот-
ветствующее равновесие D невозмущенного
уравнения dD/dt = –rD, которым, очевидно, будет
D = 0. В результате малого возмущения μ, x, y по-
лучат приращения Δμ, Δx, Δy, благодаря чему у D
будет новое равновесие, мало отличающееся от
нулевого исходной нейтральной модели. Назы-
вать его равновесием можно лишь условно, по-
скольку “параметры” x, y сами медленно меняют-
ся согласно точным уравнениям возмущенной
динамики, поэтому за данным показателем за-
крепилось название квазиравновесие. Таким обра-
зом, нулевое значение D приближенно оценивает
квазиравновесную величину D (нулевое прибли-
жение). Далее мы приступим к отысканию более
точной оценки D, получаемой с учетом вида воз-
мущений (первое приближение).

Результат 7. Пусть рассматривается модель ди-
намики генетической структуры гаплоидной попу-
ляции (11) в отношении двух диаллельных локусов.

Тогда приближенное значение квазиравновесия
для D представимо в виде

(12)

где функция μF(D, x, y) определяет вклад в скорость
динамики D слабого давления систематических
факторов микроэволюции.

Доказательство. Положим, что уточненная
оценка квазиравновесного значения D отличает-
ся от нулевого приближения D = 0 приращением
ΔD, т.е. задача состоит в отыскании ΔD.

А. Координатами равновесия при μ = 0 будут
D = 0 и текущие значения x, y, а уточненное рав-
новесие соответствует приращению Δμ малого
параметра. Переменные x и y также получают ка-
кие-то малые приращения Δx и Δy. Напомним,
что правая часть dD/dt как функция от D, x, y, μ
имеет вид –rD + μF(D, x, y). В любом равновесии
эта часть равна нулю, т.е. при отсутствии возму-
щений  и аналогич-
но в уточненном квазиравновесии

Таким образом, при указанных приращениях
аргументов выражение –rD + μF получило нуле-
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вое изменение, которое обозначим Δ. Значит
приближенно

где производные вычисляются при ΔD = Δx = Δy =
= Δμ = 0. Впрочем, видно, что значения Δx, Δy не
влияют на отыскание ΔD, так как при них стоит
равный нулю множитель μ.

Б. Удачность последнего обстоятельства в том,
что благодаря ему не потребуется решать систему
уравнений относительно приращений всех пере-
менных, и искомое приращение ΔD (приближен-
ное значение D*) удовлетворяет уравнению

(13)

Здесь мы учли, что ΔD = D* (D* обозначает уточ-
ненное значение квазиравновесия D), поскольку
приращение ΔD до D* отсчитывается от нуля, и
аналогично Δμ = μ. Отсюда D* имеет вид D* =

= F(0, x, y). b

Значит при отыскании уточненного прибли-
женного значения квазиравновесия D* нужно
только вычислить μF(D, x, y) при D = 0, т.е. значе-
ние F при достижении равновесия по сцеплению
из-за доминирующего влияния процессов реком-
бинации.

Результат 8. При слабом отборе в гаплоидной по-
пуляции с жизнеспособностями генотипов 
зависящими от двух диаллельных локусов, прибли-
женным значением квазиравновесия (12) будет

(14)

Доказательство. Будем анализировать модель (9)
в терминах переменных D, x, y. Поскольку для
возмущенной модели (9) dD/dt = –rD + μF(D, x,
y), то искомое значение μF(0, x, y) равно правой
части dD/dt при одновременном выполнении
условий dD/dt = 0 и D = 0. В соответствии с опре-
делением D ≡ p11 – xy производная dD/dt равна
dp11/dt – d(xy)/dt. Напомним, что согласно (9)
dp11/dt = μp11(v11(p) – v(p)) при D = 0. Остается вы-
числить d(xy)/dt. Так как сейчас в (9) правая часть
вычисляется при условии D = 0 (т.е. при многоло-
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кусных соотношениях Харди–Вайнберга, когда
p11 = xy, p12 = x(1 – y)), то из x ≡ p11 + p12 получаем

Используем полученные выражения для вычис-
ления d(xy)/dt:

Подставим в dD/dt найденное выше выражение с
учетом того, что dp11/dt = μxy(v11(p) – v*(p)) при
равном нулю D, и вынесем xy за скобки. В резуль-
тате получаем

Здесь средней жизнеспособностью v*(p) при усло-
вии D = 0 будет

Подставим v*(p) в правую часть полученного вы-
ражения для F(0, x, y) и приведем подобные чле-
ны. В итоге получим, что все слагаемые содержат
множитель ε (называемый коэффициентом неад-
дитивности эпистаза, поскольку он обращается в
нуль при аддитивной жизнеспособности):

В итоге уточненным квазиравновесным значени-
ем D согласно (12) будет

Следовательно, на эволюционном этапе дина-
мики при текущих значениях частот аллелей x и y
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приближенной величиной коэффициента неравно-

весности по сцеплению будет 

Эта величина мультипликативно определяется
дисперсиями встречаемости аллелей первого и
второго локусов у особей в популяции x(1 – x) и
y(1 – y) соответственно, отношением давления
отбора μ к коэффициенту рекомбинации r и по-
казателем неаддитивности эпистаза ε. Эпистаз
характеризует взаимодействие неаллельных ге-
нов при детерминации признака. Показателем
неаддитивности эпистаза служит отклонение
значения признака от соответствующего сумме
отклонений, вызванных отдельными аллелями
(см. операционное определение ε11(p) в (15), реду-
цирующееся к данному в (14) для двулокусного
диаллельного случая). При постоянных жизне-
способностях коэффициент эпистаза ε будет не-
зависимой от генетического состояния популя-
ции константой, и неравновесность D* достигает

своего равного  максимума на траектории,

проходящей через точку (x, y) = (1/2, 1/2). Квази-
равновесность изменяется с эволюцией частот
аллелей и может как увеличиваться, так и умень-
шаться в зависимости от текущего состояния по-
пуляции. Приведенное приближенное вычисле-
ние D* в сущности основано на дельта-методе, а
используемое для отыскания D* уравнение сов-
падает с уравнением первого приближения тео-
рии сингулярных возмущений. Далее мы допустим
некоторую вольность в формулах, используя для
краткости записи одновременно переменные p и x,
y, относящиеся к разным системам координат.

Результат 9. Квазиравновесие по сцеплению D* в
(14) можно представить через генные эффекты в
виде, допускающем обобщение на случай множе-
ственных аллелей:

(15)

Здесь δ11 = v11 – v*,   жир-
ная точка означает усреднение (суммирование по
индексу на этом месте с весами, равными концен-

трациям аллелей соответствующего локуса), 
имеет смысл среднего эффекта первого аллеля пер-

вого локуса, аналогично  – средний эффект перво-
го аллеля второго локуса, а δ11 – отклонение жизне-
способности v11 от популяционного среднего v*
(звездочка указывает, что вычисление соответ-
ствующего показателя производится при равнове-

сии по сцеплению). Разность δ11(p) – 
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r
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p p

интерпретируется как средний эффект взаимодей-
ствия первых аллелей разных локусов (как коэффи-
циент эпистаза ε11(p)).

Кроме того, величина D* имеет при слабом от-
боре порядок O(μ2).

Доказательство. Напомним, что по (12) D* =

= (0, x, y), значит для вычисления D* надо

найти F(0, x, y). Для возмущенной модели (9) при
D = 0 согласно (11)  = (–rD +
+  т.е. μF(0, x, y) находится как

 Как и в предыдущем случае, займемся
вычислением dD/dt. Из определения D получаем
dD/dt = dp11/dt – d(xy)/dt. При D = 0

(16)

При выводе учтено, что y1 + y2 = 1, (p) обозна-
чает среднюю жизнеспособность генотипа при
условии, что он содержит первый аллель первого
локуса (коротко, жизнеспособность этого алле-
ля). Здесь точкой обзначен индекс, по которому
произведено суммирование с весами, равными
частотам аллелей данного локуса. В этих обозна-
чениях среднюю жизнеспособность первого ал-

леля второго локуса можно записать как  Ана-

логично получаем, что dy1/dt = y1(  – v*). В итоге
при D = 0

Значит согласно (12)

Отметим, что при слабом отборе D* имеет по-
рядок O(μ2), так как

F
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поскольку различия между жизнеспособностями
при слабом отборе порядка μ. b

Замечание 10. Коэффициент эпистаза ε11(p) ге-
нотипа (11) в (15) является средним по элементар-
ным генофондам, соответствующим аллелям дан-
ного генотипа и генотипа особи, случайно выбран-
ной из популяции, в которой достигнуто равновесие
по сцеплению.

(17)

где ε11(p) интерпретируется как средний неадди-
тивный эффект генотипа (11).

Доказательство. Очевидно, надо доказать, что
ε11(p) = εx2y2. Рассмотрим по отдельности коэф-
фициенты ε11km, входящие в сумму в (17) с весами
xkym. При расписывании ε11km через компоненты
vkm обнаруживается, что для индексов km = (11),
(12), (21) коэффициенты ε11km = v11(p) – v1m(p) –
– vk1(p) + vkm(p) обращаются в нуль. В итоге в (17),
т.е. в ε11, останется только одно слагаемое, и

Доказательство закончено. b
В результате

в диаллельном случае. Кроме того, из (12)–(17) по-
лучаем различные варианты выражений для D*:

Ремарка 11. В доказательстве не предполага-
лось, что жизнеспособности являются константа-
ми, они могут зависеть от генетического состоя-
ния p, но у них нет явной зависимости от t.

Ремарка 12. Представление (17) коэффициента
эпистаза обобщается на случай множественных
аллелей [20].
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Ремарка 13. Коэффициенты εijkm можно на-
звать показателями (коэффициентами) неадди-
тивности эпистаза для элементарного генофон-
да, содержащего аллели i, k первого локуса и j, m
второго. Легко видеть, что эти коэффициенты бу-
дут нулевыми при аддитивной по локусам жизне-
способности. Однако аддитивность не является
необходимым условием для существования нуле-
вых коэффициентов εijkm – некоторые из них мо-
гут быть нулевыми и при неаддитивной жизне-
способности, как мы уже видели в приведенном
выше доказательстве. Жизнеспособности геноти-
пов при мультипликативной детерминации имеют
вид  В этом случае ε = (u1 – u2)(w1 – w2),
где  и  – мультипликативные компоненты
жизнеспособности для первого и второго локу-
сов, i1 и i2 принимают значения 1 или 2.

Таким образом, эпистатические эффекты в
формулах для квазинеравновесности D* допуска-
ют различную интерпретацию. Это коэффициент
ε = v11 – v12 – v21 + v22, который при постоянных
жизнеспособностях не зависит от генетической
структуры, а является константой, описывающей
генетическую детерминацию жизнеспособности
на организменном уровне; это стандартно опре-
деляемая в терминах эффектов аллелей и их взаи-
модействий популяционная (в общем случае) ха-
рактеристика неаддитивности эпистаза ε11 и это
ε11 как усредненный коэффициент отклонения от
аддитивности в детерминации жизнеспособно-
сти, явно выражаемый через коэффициенты эпи-
стаза ε11km элементарных генофондов. Некоторые
из перечисленных свойств видны более ярко в
случае множественных аллелей [20].

Далее обратимся к динамической интерпрета-
ции полученного квазиравновесия по сцеплению
D* в рамках анализа возмущения отбором как
сингулярного.

СЛАБЫЙ ОТБОР КАК СИНГУЛЯРНОЕ 
ВОЗМУЩЕНИЕ

Обратим внимание, что в возмущенной моде-
ли (11) при условии 0 < μ/r  r скорость измене-
ния неравновесности D много больше скорости
медленно эволюционирующих частот аллелей.
Такие системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с быстрыми и медленными пере-
менными называются сингулярно возмущенными.
Для них можно без решения уравнений охаракте-
ризовать качественную картину динамики следу-
ющим образом. На первом этапе с большой ско-
ростью идут изменения быстрых переменных в
силу системы, получающейся из исходной (воз-
мущенной) при μ = 0, тогда как медленные пере-

1 2 1 2
.i i i iu w≡v

1iu
2iw
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менные практически постоянны. Их здесь можно
рассматривать как фиксированные параметры.
Часто такое поведение быстрых переменных
много проще, чем для возмущенной модели, и
понятно на качественном уровне.

Пусть на этом этапе быстрые переменные схо-
дятся к некоторому устойчивому по первому при-
ближению равновесию, которое в итоге будет
функцией медленных переменных. У нас быстро
изменяется неравновесность по сцеплению D,
которая согласно (8) и вышеизложенному схо-
дится к нулевому значению (в данном случае не-
зависимо от текущих значений не фиксирован-
ных на нуле или единице концентраций аллелей).

На втором этапе происходит эволюция мед-
ленных переменных при условии квазиравнове-
сия быстрых, т.е. в силу системы, получающейся
при подстановке в уравнения для медленных пе-
ременных вместо быстрых их равновесие (точнее,
квазиравновесие), полученное на первом этапе
как функция текущих значений медленных. В на-
шем случае получается, что эволюция частот ал-
лелей будет идти под действием отбора при усло-
вии многолокусных соотношений Харди–Вайн-
берга (равновесии по сцеплению).

Таким образом происходит редукция первона-
чальной размерности задачи на обоих этапах: на
первом рассматривается динамика только быст-
рых переменных, а на втором, эволюционном,
только медленных (вместо частот двулокусных
гаплоидных генотипов анализируется меньшее
количество частот аллелей). Кроме того, частоты
аллелей представляют собой агрегированные пе-
ременные – они являются частотами меньшего
количества объединенных в блоки двулокусных
генотипов по принципу включения в свой состав
того или иного аллеля. Значит теория сингуляр-
ных возмущений обосновывает агрегацию пере-
менных, которая может очень существенно умень-
шить размерность задачи, что подчеркивается во
многих работах (например, в [17]).

Приведенная выше картина динамики, конеч-
но, лишь приближенная, и нулевое значение ко-
эффициента неравновесности по сцеплению не-
сколько отличается от точного. Очевидно, что
давление рекомбинаций направлено на устране-
ние неравновесности, тогда как давление отбора
может этому препятствовать. Баланс указанных
факторов способен привести к отклонению от ну-
левого значения неравновесности при динамике
медленных частот аллелей, и появляется задача
оценивания величины возникающего отклоне-
ния. В данном разделе эта задача анализируется с
применением стандартных методов теории син-
гулярных возмущений, согласно которой на пер-

вом этапе быстрой динамики нужно анализиро-
вать невозмущенную систему, получающуюся
при μ = 0.

Замечание 14. При μ = 0 возмущенная система (9),
(11) редуцируется к уравнениям (8), описывающим
динамику генетического состояния популяции из-за
давления процессов рекомбинации.

При фиксированных частотах аллелей един-
ственным асимптотически устойчивым (и устой-
чивым по первому приближению) равновесием (8)
будет D = 0.

Доказательство. Невозмущенная система
уравнений имеет вид

Ее очевидное решение показывает, что D стре-
мится к нулю независимо от начального значе-
ния, и нуль будет асимптотически устойчивым (и
устойчивым по первому приближению) равнове-
сием для быстрой переменной D. Хотя в данной
выше записи формально фигурируют значения
медленных частот аллелей, они фиксированы на
первом этапе, т.е. рассматриваются как парамет-
ры.b

Результат 15. Асимптотически при μ/r → 0 на
траекториях возмущенной системы (11) в проме-
жутке 0 < t1 < t < ∞ выполняется:

А. Концентрации гамет равны произведениям
частот входящих в них аллелей (D = 0).

Б. Уравнениями для частот аллелей (медленных
переменных) будут

 (18)

где  и  – маргинальные жизнеспособности ал-
лелей первого и второго локусов соответственно
при D = 0 (напомним, что точкой обозначен индекс,
по которому произведено усреднение), а v* – средняя
жизнеспособность при равновесии по сцеплению;
x1 = x, x2 = 1 – x1, y1 = y, y2 = 1 – y1.
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Доказательство. А. Согласно (11) уравнения
возмущенной динамики можно записать как

с некоторыми функциями F, f1, f2 нужной гладко-
сти. Перейдем к медленному (“эволюционному”)
времени s = μt, единице которого соответствует
большой промежуток быстрого времени t. В ре-
зультате такой замены уравнения записываются в
стандартном виде для сингулярно возмущенной
системы (с малым параметром при производной)

(19)

Согласно теореме Тихонова (см., например,
[22]) нулевое приближение x0(s), y0(s) точного ре-
шения (19) находится из вырожденной системы

где ϕ(x0, y0) – устойчивое по первому приближе-
нию равновесие присоединенной системы (для
быстрых переменных) при используемых началь-
ных данных

в которой x0, y0 рассматриваются как параметры.
При μ → 0 нулевое приближение (x0, y0) стремит-
ся к точному решению при 0 < s < ∞.

У нас, очевидно, нетипичный случай, когда
ϕ(x, y) – равновесное для присоединенной систе-
мы значение D не зависит от медленных перемен-
ных (оно равно нулю, откуда концентрации гамет
будут равны произведениям частот входящих в
них аллелей, и устойчиво по первому приближе-
нию). Этим часть А доказана.

Б. Вернемся к традиционной в популяцион-
ной генетике записи модели в быстром времени t,
в котором x и y рассматриваем как нулевое при-
ближение для точного решения (9), (11). Соглас-
но (16) для dx/dt (и аналогично для dy/dt) при D =
= 0 имеем

что доказывает часть Б.
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Остается рассмотреть в каком диапазоне вре-
мени можно использовать уравнения медленной
эволюции частот аллелей. Обозначим через t1 ин-
тервал быстрого времени, требуемый для достиже-
ния D квазинулевого значения с заданной точно-
стью. С этого момента приближенно медленные
переменные эволюционируют при квазиравнове-
сии быстрой. Интервалу (0, t1) быстрого времени t
соответствует интервал (0, μt1) медленного s,
длина которого стремится к нулю при μ/r → 0.
При этом сходимость приближенного решения
(вырожденной системы) к точному верна при 0 <
< s < ∞. b

Результат 16. В гаплоидной популяции при посто-
янных жизнеспособностях, зависящих от двух диал-
лельных локусов, и при равновесии по сцеплению:

А. Уравнения динамики частот аллелей можно
записать как

(20)

Здесь v* = v*(x, y) – средняя жизнеспособность по-
пуляции при условии D = 0:

Б. Средняя жизнеспособность популяции v* воз-
растает вдоль неравновесных траекторий приве-
денной выше системы уравнений (20) медленной
эволюции частот аллелей.

Доказательство. Уравнения (18) напоминают
уравнения модели отбора по жизнеспособности
по одному локусу в диплоидной популяции, ко-
торые (см., например, [5]) формально совпадают
с (18) при x = y, но теперь жизнеспособности не-
симметричны по индексам.

А. Будем анализировать модель в терминах ча-
стот всех аллелей, когда

Напомним, что при многолокусных соотно-
шениях Харди–Вайнберга (при D = 0) средняя
двулокусная жизнеспособность для гаплоидной
популяции в терминах всех переменных записы-
вается как

Заметим, что, с одной стороны, производные по
времени x и y выражаются в соответствии с (16)
через маргинальные жизнеспособности в (18). С
другой стороны, при постоянных жизнеспособ-
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ностях маргинальные жизнеспособности выра-
жаются через производные v*:

откуда

Поскольку x1 = x, x2 = 1 – x1, а ∂v*/∂x = ∂v*/∂x1 –
– ∂v*/∂x2, то

Аналогично находим, что при постоянных
жизнеспособностях

Таким образом, при нулевом значении D эволю-
ция медленных переменных, частот аллелей, будет
квазиградиентной, уравнения динамики записы-
ваются как было предложено еще С. Райтом [9], в
виде dx/dt = μx(1 – x)∂v*/∂x, dy/dt = μy(1 – y)∂v*/∂y.
Тем самым часть А доказана.

Б. Эта часть следует из непосредственного вы-
числения производной dv*(x, y)/dt при условии
D = 0 на траектории медленного движения:

Данное неравенство обращается в равенство
только в равновесии, где либо x и y обращаются в
нуль или единицу (граничное равновесие), либо

одновременно  и  равны нулю

(внутреннее полиморфное равновесие, невоз-
можное в случае гаплоидности). b

Ремарка 17. Для сингулярно возмущенных си-
стем разработано (см., например, [22]) построе-
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ние асимптотики решения в виде суммы регуляр-
ного и погранслойного асимптотических рядов
по степеням μ, чья частичная сумма до членов с μn

включительно аппроксимирует точное решение с
погрешностью O(μn + 1). Значение D = 0 дает нуле-
вое приближение с точностью O(μ) для быстрой
координаты равновесного решения (9). Обосно-
вание результатов использования для отыскания
D* дельта-метода (приведшего к формуле (13)) в
том, что он дал уравнение, совпадающее с соот-
ветствующей частью системы первого приближе-
ния для асимптотического ряда. Отличие найден-
ного квазиравновесия D* от точного значения на
траектории медленного движения частот аллелей
имеет порядок O(μ2).

ОБСУЖДЕНИЕ

Изучение коэффициента неравновесности по
сцеплению D в модели с непрерывным временем
слабого по сравнению с рекомбинациями отбора
по жизнеспособности по двум диаллельным ло-
кусам показало, что D является быстрой перемен-
ной, а частоты аллелей – медленными перемен-
ными. Это позволяет без явного решения обык-
новенных дифференциальных уравнений модели
представить качественную картину генетической
динамики популяции. На первом этапе коэффи-
циент D быстро сходится к практически нулевому
значению, означающему равновесия по сцепле-
нию и являющемуся итогом быстрой динамики.
После этого медленная эволюция частот аллелей
происходит при условии равновесия по сцепле-
нию, что существенно упрощает анализ. Таким
образом, текущее генетическое состояние попу-
ляции является одновременно итогом и этапом
микроэволюции. Приведенная картина подтвер-
ждает то положение С. Райта [9], что условие рав-
новесия по сцеплению можно использовать, если
давление отбора существено меньше давления
рекомбинаций.

Описанная картина дает лишь приближенное
описание динамики, и возникает проблема оце-
нивания отклонений от равновесия по сцепле-
нию (отличие D от нуля). Данное отклонение
можно охарактеризовать различным образом.
Пионером изучения нарушения равновесия по
сцеплению при слабом отборе является М. Киму-
ра [12], использовавший в качестве показателя
нарушения z ≡ p11p22/(p12p21). Преимуществом
предложенного нами подхода является оценива-
ние популярного показателя такого нарушения
D с использованием коэффициента эпистаза ε в
терминах привычных концепций средних эф-
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фектов δ в количественной генетике: D* = (δ11(p) –

– (p) – (p))  x1y1 ≡ ε11(p) x1 y1.

Это показывает важность отношения давления
отбора μ к давлению рекомбинаций r для характе-
ризации квазиравновесия D* (и динамики гене-
тического состояния популяции как сингулярно
возмущенной, а не использование отношения
ε/r). Кроме того, использование теории сингу-
лярных возмущений позволило провести оцени-
вание D* на твердой теоретической основе. Дан-
ный подход не требует изобретения специальных
приемов для проблемы оценивания D* и позволя-
ет стандартизировать ее решение. Полученные
результаты приложимы и к диплоидной популя-
ции при соответствующем вычислении коэффи-
циента эпистаза [20].
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The aim of the work is to study a weak viability selection at two diallelic loci with standardization of approach-
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equilibrium coefficient D and to obtain results in terms of average effects in quantitative genetics and in terms
of the theory of singular perturbations in mathematics. Approximation by ordinary differential equations of a
model with a discrete time of a random mating population with nonoverlapping generations under weak se-
lection is considered. Weak selection is regarded as a perturbation of the model without selection. The result-
ing model is singularly perturbed, that is, fast (D) and slow (allele frequencies) variables are separated in it.
The equation in the first approximation for quasi-equilibrium D is obtained using the first terms in the Taylor
expansion of the model functions. It coincides with the corresponding part of the first approximation system
of the asymptotic series for the solution of singularly perturbed equations. The first approximation for the

quasi-equilibrium of D is D* = ε(p) x(1 – x)y(1 – y), ε(p) ≡ v11(p) – v12(p) – v21(p) + v22(p). Here μ is the

intensity of selection, r is the recombination coefficient,  is the index of the epistasis non-additivity for
the viabilities  of the haploid genotypes i1i2, x and y are the frequencies of alleles constituting the genotype
i1i2. Evolution of the nonequilibrium state of the population actually takes place under quasi-equilibrium D
(as the result of the stage of fast variable D dynamics) and the current values of slow x, y.

Keywords: theoretical population genetics, mathematical models, weak two-locus viability selection, diallelic
loci, quasi linkage equilibrium, singular perturbations.
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