ПРИЛОЖЕНИЕ 1. ВЫВОД УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ
Выведем уравнения динамики численности и частот генов для двух возрастной популяции, для одной из самых простых модельных ситуаций, когда плодовитость (а) и выживаемости (s и v) является адаптивными признаками, которые определяются одним аутосомным диаллельным локусом с аллеломорфами А и а. 

Для этого введем следующие обозначения численностей сразу после процесса размножения (зачатия):

	
	генотипы
	аллели

	
	AA
	Aa
	aa
	A
	a

	
	n-ый год (сезон)*

	Дети (годовики)
	XAA(n)
	XAa(n)
	Xaa(n)
	LA(n)
	La(n)

	Размножающиеся
	YAA(n)
	YAa(n)
	Yaa(n)
	MA(n)
	Ma(n)

	Новые зиготы
	ZAA(n)
	ZAa(n)
	Zaa(n)
	NA(n)
	Na(n)

	
	(n + 1)-ый год (сезон)

	Дети (годовики)
	XAA(n+1)
	XAa(n+1)
	Xaa(n+1)
	LA(n+1)
	La(n+1)

	Размножающиеся
	YAA(n+1)
	YAa(n+1)
	Yaa(n+1)
	MA(n+1)
	Ma(n+1)

	Новые зиготы
	ZAA(n+1)
	ZAa(n+1)
	Zaa(n+1)
	NA(n+1)
	Na(n+1)


*Все относится к n-ому году (сезону размножения), а не к поколению.
LA(n) = 2XAA(n) + XAa(n),   La(n) = 2Xaa(n) + XAa(n),



(8)

MA(n) = 2YAA(n) + YAa(n),   Ma(n) = 2Yaa(n) + YAa(n), 



(9)

NA(n) = 2ZAA(n) + ZAa(n),   Na(n) = 2Zaa(n) + ZAa(n). 



(10)

X(n) = XAA(n) + XAa(n) + Xaa(n),   L(n) = LA(n) + La(n),   L(n) = 2X(n),

(11)

Y(n) = YAA(n) + YAa(n) + Yaa(n),   M(n) = MA(n) + Ma(n),   M(n) = 2Y(n), 

(12)

Z(n) = ZAA(n) + ZAa(n) + Zaa(n),   N(n) = NA(n) + Na(n),   N(n) = 2Z(n). 

(13)

Описание процесса размножения

Пусть в рассматриваемой популяции имеет место панмиксия гамет. 

1. Производство гамет с учетом их выживаемости. 
Учитывая, что гаметы, вошедшие в новые зиготы, были произведены взрослыми размножающимися особями и, учитывая законы Менделя, получаем: 

NA(n) = 2gAAYAA(n) + gAaYAa(n),   Na(n) = 2gaaYaa(n) + gAaYAa(n),

(14)

где 2gij – гаметопродукция, среднее число новых гамет (аллелей) на единицу соответствующего генотипа размножающихся особей, при этом учтена выживаемость гамет вплоть до их вхождения в новые зиготы, причем предполагается, что гетерозиготы Аа производят оба типа гамет (А и а) поровну и выживаемости этих гамет одинаковы (поэтому gAa=gaA).
2. Соединение гамет (панмиксия гамет).
Образование пар и рождение (зачатие) потомства (Z – могут быть оплодотворенные яйцеклетки, личинки или эмбрионы, в общем, новые зиготы). Будем считать, что при образовании нового потомства все выжившие гаметы соединяются по парам случайным образом: например, они все оказываются во внешней среде и либо не различаются полу, либо ровно половина гамет каждого типа являются женскими гаметами (неоплодотворенные яйцеклетки) и половина – мужскими. Тогда число пар каждого типа, т.е. число новых зигот соответствующего генотипа, будет определяться формулами: 
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Просуммировав, опять обнаруживаем Z(n) = N(n)/2, что число гамет естественно вдвое меньше числа вошедших в них зигот. 
Учитывая (14), получаем
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Пусть отсутствует различие между генотипами по гаметопродукции, т.е.все gij равны: gij = g, тогда 
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или
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Суммируя и учитывая (12), получаем
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и окончательно
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Описание процесса выживания.
Xij(n+1) = wij Zij(n),
Yij(n+1) = sij Xij(n) + vij Zij(n),

где wij, sij и vij - коэффициенты выживаемости (доли выживших за сезон) для ij – го генотипа зародышей, неполовозрелых и размножающихся особей, соответственно. Заметим, что все выживаемости, включая wij, меньше 1.
Вывод уравнений динамики частот аллелей и численностей возрастных классов 

Введем обозначения: 
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Обозначим Aij=g wij. По существу, Aij – это рождаемость (фертильность) ij-го генотипа: среднее число родившихся и выживших между смежными сезонами размножения потомков, приходящихся на одну взрослую особь ij-го генотипа. Ясно, что величины Aij положительны, причем они могут быть как меньше 1, так и больше.

Учитывая это, получаем 
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Аналогично, 
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поэтому, учитывая (9) и (10), 
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откуда получаем два уравнения динамики
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Далее
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Пусть все sij равны: sij = s, и все vij также равны между собой vij = v, тогда
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следовательно,
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Аналогично,
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поэтому
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Отсюда получаем еще два уравнения динамики
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Учтем плотностное регулирование роста численности в процессе рождаемости. Будем считать величины Aij функциями численностей возрастных классов. Положим 
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[image: image21.wmf](

)

(

)

))

(

)

(

exp(

)

(

,

 

n

Y

n

X

n

Y

n

X

f 

b

a

-

-

=

.

Учитывая это, получим окончательный вид уравнений динамики:
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Обозначив 
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, X(n)=Xn, Y(n)=Yn. Получаем итоговый вид уравнений:
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ ТОЧЕК
Стационарная точка является устойчивой, если все ее собственные числа по модулю меньше единицы: |(i| < 1, i=1,…,4. Собственные числа ((i) для каждой стационарной точки модели (4) определялись из следующего уравнения: 
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Одним из способов исследования на устойчивость является построение так называемого «треугольника» устойчивости, границы которого соответствуют линиям бифуркаций коразмерности один и находятся на основе характеристического многочлена системы (4) 
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. Границы  имеют вид [33]:

транскритическая бифуркация, 
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бифуркация Неймарка–Сакера, 
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Для системы (4) коэффициенты характеристического многочлена имеют вид:
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Границы области устойчивости мономорфной стационарной точки (5) задаются следующим образом:

транскритическая бифуркация, 
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бифуркация удвоения периода, 
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бифуркация Неймарка–Сакера, 
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Границы области устойчивости мономорфного решения (6) легко получить из бифуркационных линий решения (5), поскольку они симметричны относительно rAA и raa .

Границы области устойчивости полиморфной стационарной точки (7) имеют вид:

транскритическая бифуркация, 
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бифуркация удвоения периода, 
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бифуркация Неймарка–Сакера, 
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