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Предложена эколого-генетическая модель сообщества “хищник–жертва”, в которой приспособ-
ленность хищника определяется генетически одним диаллельным плейотропным локусом. Рас-
сматривается аутосомный локус диплоидной популяции. Различные генотипы хищника, отличаясь
по репродуктивному потенциалу, неодинаково приспособлены и к ограничению по пищевым ре-
сурсам, в результате приспособленность генотипа хищника определяется не только его собствен-
ным генотипом, но и численностью жертвы. Модель представлена уравнениями с дискретным вре-
менем, что позволяет учитывать ярко выраженную цикличность жизненного цикла видов, состав-
ляющих сообщество. Данная работа продолжает наши предыдущие исследования, посвященные
моделированию эволюции локальной популяции и объяснению существующего генетического раз-
нообразия по размеру помета в различных (естественных и искусственных) популяциях песцов Al-
opex lagopus. Явное включение в модель популяционной динамики жертвы и рассмотрение полного
сообщества позволяют оценить возможности поддержания полиморфизма в популяциях песца в
более реалистичных условиях. Проведенное исследование показывает, что направление эволюции
популяции хищника, как и в более простых моделях, в целом определяется взаимным расположе-
нием приспособленностей его генотипов, при этом характер динамики взаимодействующих видов
определяется уже набором параметров, характеризующих репродуктивные способности жертвы и
хищника, а также характеристиками межвидового взаимодействия. Вместе с тем устойчивое под-
держание полиморфизма у хищника возможно даже в отсутствие сверхдоминирования, когда зна-
чительные по амплитуде колебания обилия жертвы меняют направление отбора в популяции хищ-
ника. При этом различная динамика генетического состава хищника может привести к смене дина-
мического режима в популяции жертвы.

Ключевые слова: эволюция, естественный отбор, динамика сообщества, хищник–жертва, теорети-
ческая популяционная генетика, полиморфизм.
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Появившиеся в начале прошлого столетия
классические работы А. Лотки [1] и В. Вольтерры
[2], рассматривающие динамику взаимодейству-
ющих видов, радикально изменили принципы
моделирования в экологии. Предложенная ими
концепция и ее развитие, реализованное во мно-
жестве работ (которые невозможно более-менее
полно охарактеризовать в рамках одного обзора
(например, [3–7])), по сути сформировали новую
теорию математической экологии [8], которая

гармонично объединила в себе разработанные ра-
нее принципы внутривидовой регуляции ([9, 10]
и др.) и межвидовых взаимодействий: от простей-
ших двухвидовых сообществ “хищник–жертва” и
“паразит–хозяин” до целых пищевых цепочек.
Пионерские работы [11–15], объединившие по-
пуляционно-генетическую теорию [16–18] и кон-
цепцию межвидового взаимодействия [1, 2], дол-
гое время не получали широкого внимания и раз-
вития, поскольку считалось, что экологические и
эволюционные процессы имеют разные времен-
ные шкалы [19] и результирующая микроэволю-
ция не влияет на экологическую динамику. При
всей сложности создаваемых моделей межвидо-

1 Дополнительная информация для этой статьи доступна
по doi 10.31857/S0016675822010131 для авторизованных
пользователей
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вого взаимодействия долгое время в традицион-
ной экологии не выделяли внутривидовые гене-
тические вариации популяций, составляющих
сообщество [3, 4, 20, 21].

Благодаря росту количества эксперименталь-
ных работ и наблюдений, подтверждающих то,
что биологическая эволюция особенностей жиз-
ненного цикла организмов может происходить в
масштабе времени, аналогичном динамике их по-
пуляций [22–24], относительно недавно появи-
лось понятие “быстрой эволюции” (Rapid Evolu-
tion). Это неизбежно привело к пониманию того,
что быстрая эволюция может формировать эко-
логическую динамику взаимодействующих видов
[25] и необходимо учитывать этот факт при моде-
лировании динамики сообществ.

В результате интерес к эколого-генетическому
подходу в моделировании взаимодействующих
видов значительно вырос. К настоящему времени
синтез эволюционного и экологического подхо-
дов представляет собой широкий спектр теорети-
ческих и практических работ, однако новая син-
тетическая теория развивается преимущественно
на основе упрощенных моделей эволюции, деталь-
но не рассматривающих генетическую динамику.
Как правило, моделируется эволюция полигенных
непрерывно распределенных признаков (или ко-
личественных признаков [26]) (например, [21,
27–31], а также эволюция клональных систем
хищник–жертва (часто эквивалентных гаплоид-
ным генетическим моделям), в которых особи име-
ют отдельные дискретные значения признаков и
идеальное наследование фенотипов, нарушаемое
редкими мутациями [21, 27, 30, 32]. Относительно
недавно появилась серия работ, моделирующих ге-
нетически неоднородное сообщество “хищник–
жертва”, в котором один из видов [33–35] или оба
[36–38] состоят из двух генетически различимых
групп. Этот подход также не предполагает деталь-
ного описания механизма наследования призна-
ков, при этом популяция одного из взаимодей-
ствующих видов формально делится на две группы
(называемые генетически различимыми), каждая
из которых описывается отдельным уравнением.

Прямой перенос популяционно-генетических
уравнений, не упрощающих принципы менде-
левского наследования, в модели экологического
сообщества, реализованный в ранних работах
В.А. Костицина [11] и Д. Пиментеля [12, 13], как
правило, не используется, и работы, продолжаю-
щие именно это направление, крайне редки (на-
пример, [39–41]). Причина непопулярности мо-
нолокусных моделей, по-видимому, связана с
укоренившимся представлением о полигенном
контроле фенотипических признаков, а увеличе-
ние количества рассматриваемых локусов значи-
тельно усложняет модель и быстро лишает воз-
можности адекватно интерпретировать результа-
ты моделирования.

Тем не менее оказалось, что монолокусное на-
следование важнейших признаков жизненного
цикла животных наблюдается в природе. В част-
ности, Т.И. Аксенович с соавт. [42] показали, что
механизм наследования размера помета у песцов
Alopex lagopus соответствует простейшей Менде-
левской однолокусной модели. Кроме того, песец
представляет собой интересный пример вида,
участвующего в различных сообществах, взаимо-
действующих по принципу “хищник–жертва”.
Заметим, что естественные популяции песца, на-
селяющие прибрежные и континентальные тер-
ритории, радикально отличаются по своей репро-
дуктивной стратегии. Прибрежные песцы пита-
ются морскими птицами, рыбой, тюленями и
морскими беспозвоночными [43]. Из года в год
наблюдаются лишь очень небольшие колебания
доступности этих ресурсов. Каждый год при-
брежные песцы производят приплод небольшого
размера [44]. Континентальные песцы питаются
мелкими грызунами, главным образом полевка-
ми, численность которых характеризуется цикли-
ческими колебаниями [45]. В голодные годы по-
пуляции континентальных песцов демонстриру-
ют крайне низкий репродуктивный уровень, а в
годы с обильной пищей (когда в популяциях
жертвы наблюдается подъем численности) резко
увеличивают свою плодовитость [46–48]. Это
позволило предположить, что прибрежные песцы
однородны по размеру помета, а континенталь-
ные неоднородны и представлены особями с раз-
ной потенциальной плодовитостью. Полимор-
физм по размеру помета наблюдается и у песцов,
которых разводят в фермерских звероводческих
хозяйствах. Проведенный в работе [42] комплекс-
ный сегрегационный анализ типа наследования
размера помета в расширенной генеалогии фер-
мерских песцов подтвердил, что данный признак
является аутосомным женским признаком, а его
наследование можно описать в рамках смешан-
ной модели с основным геном и контролем мало-
го размера помета по рецессивному типу.

В данной работе мы предлагаем эколого-гене-
тическую модель сообщества “хищник–жертва”,
которая в явном виде описывает Менделевский
механизм наследования одного из признаков
жизненного цикла хищника, его репродуктивный
уровень. При моделировании мы ориентирова-
лись на сообщество “песец–мышевидные грызу-
ны”, представляющее собой пример межвидово-
го взаимодействия типа “хищник–жертва”, при
описании которого важно учитывать не только
экологические переменные, но и генетическую
структуру хищника.

Поскольку один из важнейших признаков
жизненного цикла песца – размер помета опреде-
ляется генетически одним диаллельным локусом,
использование однолокусной диаллельной моде-
ли наследования в данном случае вполне оправ-
дано. Более того, при ограниченности ресурсов
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питания (в данном случае при малой численности
мышевидных грызунов – “жертвы”) в больших и
малых пометах песцов выживаемость щенков
различается, поэтому рассматриваемый локус
определяет не только репродуктивный уровень,
но и выживаемость потомства в популяции пес-
цов, т.е. его можно считать плейотропным. Вме-
сте с тем выживаемость песцов, особенно в боль-
ших пометах, будет существенно зависеть от
уровня обеспеченности кормом – от численности
“жертвы” – мышевидных грызунов в данном слу-
чае. Для моделирования такой ситуации вместо
постоянных приспособленностей генотипов, ис-
пользуемых в классических работах [11–13], мы
введем функциональную зависимость приспо-
собленностей генотипических групп хищника от
численности жертвы. В соответствии с этим теку-
щая абсолютная приспособленность генотипа
хищника, представляющая собой произведение
рождаемости и выживаемости, определяется те-
перь не только его собственным генотипом, но и
численностью жертвы.

Данная работа продолжает наши предыдущие
исследования [49, 50], посвященные моделирова-
нию механизма дифференциации репродуктивных
стратегий в естественных популяциях песцов. В
предыдущих работах мы изучали динамику генети-
ческого состава локальной популяции, учитывая
циклы кормовой базы с помощью периодически
изменяющихся параметров. Такое упрощение поз-
волило оценить степень влияния особенностей на-
следования размера помета (ограниченность по-
лом этого признака), а также наличие возрастной
структуры в популяции на условия существова-
ния полиморфизма по рассматриваемому при-
знаку. Оказалось, что изменение цикла кормовой
базы может значительно изменять условия суще-
ствования полиморфизма [51]. При этом реаль-
ная динамика жертвы может быть достаточно
разнообразна, начиная от стационарной и строго
периодической и заканчивая нестрогими (или за-
шумленными) циклами и даже нерегулярными
колебаниями. Явное включение в модель популя-
ционной динамики жертвы и рассмотрение пол-
ного сообщества, вместо локальной популяции,
позволит избавиться от искусственного цикличе-
ски изменяющегося параметра, вариация значе-
ний которого весьма ограничена, и оценить воз-
можности поддержания полиморфизма в популя-
циях песца в более реалистичных условиях.

МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ
СООБЩЕСТВА “ХИЩНИК–ЖЕРТВА”, 

УЧИТЫВАЮЩАЯ ЕСТЕСТВЕННЫЙ ОТБОР
В ПОПУЛЯЦИИ ХИЩНИКА

В качестве базовой модели для описания эво-
люционной динамики локальной популяции

хищника рассмотрим классическую модель мо-
ногенного отбора по признаку, контролируемому
одним аутосомным диаллельным локусом с алле-
ломорфами А и а в диплоидной популяции. Огра-
ничимся случаем F-отбора, действие которого не
зависит от численности (плотности населения)
популяции хищника, однако при этом влияние
плотностно-зависимых факторов, лимитирующих
ее рост, учитывается на уровне общей популяцион-
ной численности. Обозначив через Y – численность
популяции хищника, через p – частоту аллеля A в
популяции хищника и через n – сезон размноже-
ния, можно получить следующие уравнения эво-
люционной динамики [52]:

(1)

Величина  соответствует средней относитель-
ной приспособленности в n-ый сезон размноже-
ния и определяется следующим образом:

где wij – относительная приспособленность ij-го
генотипа (индексы i, j могут принимать значения
A, a), независящая от уровня численности.

Будем полагать, что при этом есть и плотност-
ное лимитирование популяции, которое осу-
ществляется по линейному закону одинаково для
всех генотипов (дискретный аналог модели Ферх-
юльста): f(Yn) = 1 – Yn/М, где М – емкость эколо-
гической ниши хищника – максимально возмож-
ная его численность в сообществе.

Здесь важно отметить, что использование ана-
лога модели Ферхюльста налагает существенные
ограничения как на возможные (соответствую-
щие биологическому смыслу задачи) значения
параметров модели, так и на диапазоны рассмат-
риваемых в модели численностей. В частности,
предполагается, что численность хищника не мо-
жет превышать величину М.

Для описания динамики локальной популя-
ции жертвы также будем использовать дискрет-
ный аналог уравнения Ферхюльста:

(2)

где X – численность жертвы в n-ый сезон размно-
жения, b – ее репродуктивный потенциал, K –
емкость экологической ниши жертвы. При этом
предполагается, что численность жертвы не мо-
жет превышать величину К.

Объединяя модели (1) и (2), будем использо-
вать классические уравнения Лотки–Вольтерры с
откликом в виде функции Холлинга II-го типа,
учитывающей насыщение хищника. Кроме того,
учтем генетическую неоднородность хищника,
введя зависимость приспособленности генотипа
(wij) от функции питания αij(Х) так, чтобы по ана-
логии с концепцией r-K отбора [53, 54] различные

( 1) ( ) ( ) ( ( ))
( 1) ( )( ( ) (1 ( ))) ( ).AA Aa

Y n w n Y n f Y n
p n p n w p n w p n w n

+ =
 + = + −

( )w n

2

2

( ) ( ) 2 ( )(1 ( ))

(1 ( )) ,
AA Aa

aa

w n w p n w p n p n

w p n

= + − +
+ −

( )( )( 1) ( ) 1 ,X nX n bX n
K

+ = −
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генотипы могли отличаться и по репродуктивно-
му потенциалу (rij), и по функции питания αij(Х):

где rij – репродуктивный потенциал – максималь-
но возможное значение коэффициента рождае-
мости и, соответственно, максимально возможное
значение приспособленности ij-го генотипа, а

Таким образом, функции питания различных гено-
типов отличаются только константой Cij, равной
численности жертвы, при которой ij-ый генотип
имеет приспособленность rij/2, и называемой кон-
стантой полунасыщения хищника ij-ого генотипа.
Учитывая все вышеизложенное, получаем:

(3)

где  – среднее максимально возможное количество жертвы, потребляемое за один сезон одним хищ-
ником при его полном насыщении,

– средневзвешенная по генетическому составу
хищника доля (от максимально возможного ко-
личества) жертвы, потребляемая в данном сезоне
одним хищником, учитывающая ограниченный
размер популяции жертв, а также тот факт, что
различные генотипические группы хищника ока-
зывают неодинаковое давление на популяцию
жертвы.

Отметим, что в случае генетически однородной
популяции (например, мономорфной по аллелю А)
Y = YAA = Yp2 уравнения динамики численности со-
общества преобразуются к виду, эквивалентному
классической модели хищник–жертва с плотност-
ным лимитированием составляющих его популя-

ций по модели Ферхюльста и насыщением хищ-
ника в виде функции Холлинга II типа [55]:

После перехода к относительным численно-
стям (Х/K → x, Y/М → y) и соответствующим па-
раметрам модели (Cij/K → cij,  → α) получим
уравнения динамики сообщества в окончатель-
ном несколько упрощенном виде:

(4)

Здесь все переменные x(n), у(n) и р(n) изменяются
в пределах от 0 до 1,

 – функция приспособленно-

сти ij-ого генотипа хищника,

 +  +

+  – средняя приспособлен-

ность популяции хищника,

– средневзвешенная по генетическому составу
хищника доля (от максимально возможного ко-

личества) жертвы, потребляемая в данном сезоне
одним хищником.
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Полученная в результате эколого-генетиче-
ская модель (4) позволяет описать характерную
особенность сообщества “песец–мышевидные
грызуны”, в котором репродуктивный успех хищ-
ника зависит от обилия жертвы. Так, генотипы
песца, производящие пометы большого размера,
имеют большую плодовитость (больший репро-
дуктивный потенциал rij), но для успешного вы-
живания щенков им требуется больше пищи, т.е.
константа полунасыщения для этих генотипов
хищника (cij) тоже будет больше. Соответственно
результирующая приспособленность генотипа
хищника (wij) будет определяться совокупностью
значений, характеризующих обилие жертвы и ре-
продуктивные способности хищника.

Далее рассмотрим, как меняются приспособ-
ленности генотипов хищника в зависимости от
численности жертвы при различных распределе-
ниях генетических характеристик хищника. Здесь
мы ответим на вопрос, может ли меняться взаим-
ное расположение приспособленностей геноти-
пов, а следовательно и направление естественно-
го отбора в популяции хищника при изменении
численности жертвы.

Вариации вида зависимостей приспособленностей 
при изменении численности жертвы

Рассмотрим важные частные случаи зависи-
мостей приспособленностей от численности по-
пуляции.

I. Константы полунасыщения хищников по гено-
типам не различаются (caa = cAa = cAA = с*).

В этом случае взаимное расположение репро-
дуктивных потенциалов генотипов определяет
взаимное расположение приспособленностей и
не зависит от численности жертвы (рис. 1,а). Обо-
значим через g(x(n)) = x(n)/(c* + x(n)) характеристи-
ку пищевых ресурсов, тогда приспособленности
можно представить в виде: wij(x(n)) = rijg(x(n)).
Можно отметить, что в этом случае действует
F-отбор “в чистом виде”, так как относительные
приспособленности генотипов постоянны.

II. Репродуктивные потенциалы хищников с раз-
личными генотипами не отличаются (raa = rAa =
= rAA = r).

В этом случае численность жертвы влияет на
абсолютное значение приспособленности хищни-
ка, однако взаимное расположение приспособлен-
ностей не меняется, так как оно полностью опреде-
ляется взаимным расположением констант полуна-
сыщения хищника следующим образом: наиболее
приспособленным генотипом оказывается генотип
с наименьшим параметром cij: wij(x(n)) = r x(n)/(cij +
+ x(n)) (рис. 1,б).

III. Константы полунасыщения и репродуктив-
ные потенциалы хищников различны.

Здесь возникают две принципиально различаю-
щиеся ситуации: в первом случае доминирование
по репродуктивным потенциалам и константам по-
лунасыщения у генотипов одинаковое (rAa > raa > rAA
и cAa > caa > cAA), во втором – обратное (rAa > raa > rAA
и cAa < caa < cAA). Отметим, что такой порядок (ге-
терозигота Аа на первом месте, гомозигота аа –
на втором) выбран для примера, большинство
возможных вариантов взаимного расположения
приспособленностей можно получить, меняя
только обозначения. Нетрудно показать, что во
втором случае взаимное расположение приспо-
собленностей определяется взаимным располо-
жением их репродуктивных потенциалов и не ме-
няется с изменением численности жертвы.

Другая ситуация (первый случай, когда rAa > raa >
> rAA и cAa > caa > cAA) представляется наиболее реа-
листичной с биологической точки зрения, так как
генотип с большим репродуктивным потенциа-
лом скорее будет иметь и большую константу по-
лунасыщения (как у песцов с большим размером
помета), поскольку для выживания ему потребу-
ется больше пищи. В этом случае направление от-
бора может зависеть от численности жертвы. На
рис. 1,в приведен пример ситуации, когда при ма-
леньких значениях численности жертвы в попу-
ляции хищника (x < 0.3) действует дизруптивный
отбор (гетерозигота наименее приспособлена), а
при бóльших (x > 0.3) – сверхдоминирование. Не-
сколько другое соотношение репродуктивных
потенциалов и констант полунасыщения геноти-
пов хищника (рис. 1,г) создает ситуацию, в кото-
рой при маленьких значениях численности жерт-
вы в популяции хищника (x < 0.2) действует на-
правленный отбор против аллеля А (гетерозигота
занимает промежуточное положение), а при
бóльших (x > 0.2) возникает сверхдоминирование.

Здесь закономерно возникает вопрос к соот-
ношению параметров генотипов (плодовитости
(rij) и константы полунасыщения (cij)): какого
преимущества достаточно генотипу для домини-
рования? Рассмотрим его на примере сверхдоми-
нирования, пусть гетерозигота обладает наиболь-
шей плодовитостью и соответственно наиболее
требовательна к обилию пищевых ресурсов: (rAa >
> raa > rAA и cAa > caa > cAA). Учитывая вид функций
приспособленности, запишем:

( ) ( )

.

Aa ii
Aa ii

Aa ii

Aa Aa

ii ii

r x r xw x w x
c x c x

r c x
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Далее обозначим через mi преимущество по пло-
довитости гетерозиготы над соответствующей го-
мозиготой ii:  тогда условия доминиро-
вания можно записать в следующем виде:

Таким образом, для безусловного доминирова-
ния генотипу с большей плодовитостью достаточ-
но, чтобы его требования к обилию пищи выраста-
ли в меньшее количество раз, чем имеющееся у него
преимущество по плодовитости ( ). Если
это не выполняется, то при малых величинах чис-
ленности жертвы приспособленность наиболее
плодовитого генотипа будет меньше, чем у менее
плодовитых, а при больших – больше. Значение

,i Aa iim r r=

( ) ( ) ( 1),
(*)

( ) ( ) ( 1).
Aa aa Aa a aa a

Aa AA Aa A AA A

w x w x c m c x m
w x w x c m c x m

> ⇔ < + −
> ⇔ < + −

Aa ii ic c m<

численности жертвы (х), в котором меняется до-
минирование по приспособленностям из-за того,
что обилие жертвы ниже его оказывается малым,
а выше – достаточным, определяется из соотноше-
ний (*). Так, на рис. 1,в преимущество по плодови-
тости у гетерозиготы: ma = 1.25, mA = 5/3, но ее тре-
бования к обилию пищи превосходят эти значения
(mi):  и  Мы ви-
дим, что при малых численностях жертвы гетеро-
зигота уступает по приспособленности обеим го-
мозиготам. При больших значениях численности
жертвы ситуация меняется. Из условий (*) можно
получить численность жертвы (х > 0.3), при кото-
рой ограничения по пищевым ресурсам станут
менее значимы, чем преимущество по плодови-
тости, и установится сверхдоминирование.

1.5 1.25Aa aac c = > 3 5 3.Aa ААc c = >

Рис. 1. Примеры зависимости изменений приспособленностей генотипов с ростом численности жертвы. а – постоян-
ные относительные приспособленности (F-отбор): cAA = cAa = caa = 0.4, rAA = 1, raa = 2, rАa = 3; б – одинаковые репро-
дуктивные потенциалы: rAA = rAa = raa = 2, cAA = 0.6, caa = 0.4, cАa = 0.2; в, г – изменение взаимного расположения при-
способленностей с изменением численности жертвы: в – cAa = 0.45, caa = 0.3, cAA = 0.15, rAa = 2.5, raa = 2, rAA = 1.5; г –
cAa = 0.6, caa = 0.4, cAA = 0.2, rAa = 4, raa = 2.5, rAA = 2.
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Возможные равновесия – стационарные
точки модели и условия их устойчивости

При некотором достаточно большом наборе
значений параметров и при определенных на-
чальных условиях (начальных значениях пере-
менных) все переменные модели (4) стремятся к
конкретным равновесным значениям – стацио-
нарным точкам.

Обозначим через  – численность жертвы,  –
численность хищника, а  – частоту аллеля А в
стационарной точке, тогда приспособленности
генотипов хищника в стационарной точке есте-

ственно обозначить как  и сред-

нюю приспособленность популяции хищника как

 + 

Несмотря на сложность модели (4) и невоз-
можность найти все ее равновесия аналитически,
нам удалось получить классификацию ее стацио-
нарных точек, на основе анализа линеаризован-
ной системы провести исследование их асимпто-
тической устойчивости и сделать выводы о на-
правлении эволюционной динамики сообщества
для различных областей значений параметров
модели. Так, при малом репродуктивном потен-
циале жертвы (b < 1) сообщество вырождается:

  При большем репродуктивном по-
тенциале жертвы, но при малой равновесной
средней приспособленности популяции хищника
( ) в сообществе остается только жертва, а
хищник вымирает:   причем если
репродуктивный потенциал жертвы оказывается
достаточно высок, то равновесие ее численности
теряет устойчивость и происходят популяцион-
ные колебания жертвы, усложняющиеся с ростом
репродуктивного потенциала.

Рассмотрим теперь параметрическую область
модели, где существует полное сообщество, т.е.
хищник не вымирает. Для этого необходимо на-
ложить следующие ограничения на параметры
модели: b > 1,  > 1. В этой области модель (4)
имеет три стационарные точки, принципиально
различающиеся генетической структурой попу-
ляции хищника.

I. Мономорфизм по аллелю а: 

Стационарная численность жертвы  является
решением следующего уравнения:

x y
p
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ij ij

ij
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стационарная численность хищника: 

или 

Условия существования равновесия: b > 1,
 условия устойчивости мономорфизма

II. Мономорфизм по аллелю А: 
Стационарная численность жертвы  является

решением следующего уравнения:

стационарная численность хищника: 

или 

Условия существования данного равновесия:
b > 1,  условия устойчивости мономорфиз-
ма 

III. Полиморфизм: 

Стационарная численность жертвы  в поли-
морфном равновесии является решением полино-
миального уравнения 9-й степени, которое здесь
мы не будем приводить из-за его громоздкости, ста-
ционарная численность хищника 

 Условия его существования:

b > 1,  условия устойчивости полиморфизма
 и  Если обе гомозиготы более

приспособлены, чем гетерозигота (  и
), то полиморфизм неустойчив и возни-

кает бистабильность мономорфных состояний, в
каком из них окажется популяция зависит от на-
чальных условий.

Таким образом, направление эволюции попу-
ляции хищника, как и в более простых моделях, в
целом определяется взаимным расположением при-
способленностей его генотипов, при этом характер
динамики определяется уже набором параметров,
характеризующих репродуктивные способности
жертвы и хищника, а также характеристиками
межвидового взаимодействия.

Отметим, что приведенная выше классифика-
ция стационарных состояний корректна, когда
численности популяций и, следовательно, при-
способленности генотипов стабилизируются и их
взаимное расположение не меняется. Если стаби-
лизации численностей не происходит, то законо-
мерно меняются и значения приспособленностей.
В этом случае нужно рассматривать две принци-
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пиально различающиеся ситуации: (i) взаимное
расположение приспособленностей не меняется
(например, как на рис. 1,а, б) и результат отбора
не меняют флуктуации численности – тогда клас-
сификация финитных состояний остается в силе;
(ii) взаимное расположение приспособленностей
меняется с изменением численности жертвы (на-
пример, как на рис. 1,в, г) и тогда в разных фазах
динамики жертвы меняется направление отбора
и его результат уже не так очевиден, здесь необхо-
димо дополнительное численное исследование.

ДИНАМИКА СООБЩЕСТВА
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ЕСТЕСТВЕННОГО 
ОТБОРА В ПОПУЛЯЦИИ ХИЩНИКА

Прежде чем перейдем к анализу результатов
действия естественного отбора в популяции хищ-
ника подчеркнем, что рассматривается парамет-
рическая область, где существует полное сообще-
ство, т.е. хищник не вымирает и выполняются
следующие ограничения на параметры модели:
b > 1,  > 1.2. 

Численное исследование выполнено путем по-
строения предельных траекторий модели (4) при за-
данных значениях параметров и начальных усло-
вий, также бифуркационных диаграмм и бассейнов
притяжения ее альтернативных аттракторов.

Отметим, что в целом область устойчивого со-
существования видов охватывает значительную
часть параметрического пространства и не имеет
выраженной фрактальности, т.е. при адекватном
выборе параметров (достаточном уровне воспро-
изводства в популяциях жертвы и хищника вне
области их чрезмерно высоких значений) траек-
тории модели (4) будут оставаться в области неот-
рицательных значений на протяжении всего пе-
риода расчетов (подробнее в Приложении).

Типы естественного отбора

Сначала рассмотрим ситуации, в которых на-
правление отбора не меняется.

I. Промежуточное доминирование по приспособ-
ленностям ( ).

В этом случае полиморфного равновесия не

существует, так как  оказыва-

ется меньше нуля или больше единицы. Система (4)
имеет только одно устойчивое мономорфное со-
стояние ( ), в котором и должна оказаться
популяция хищника вне зависимости от началь-
ных условий, т.е. происходит вытеснение неопти-
мального аллеля. При этом динамика численно-

w

aa Aa AAw w w> >

2
Aa aa

Aa aa AA

w wp
w w w

−=
− −

0p =

сти сообщества зависит как от внутрипопуляци-
онных параметров, так и от характеристик
межпопуляционного взаимодействия. С ростом
параметра b и  решение ( ) теряет устойчи-
вость и численность популяций, составляющих
сообщество, переходит в колебательный режим в
результате реализации сценария Фейгенбаума
(рис. 2, слева) или Неймарка-Сакера (рис. 2,
справа). В частности, при высоком репродуктив-
ном потенциале жертвы (b) и невысокой приспо-
собленности хищника (waa) потеря устойчивости
сопровождается появлением двугодичных колеба-
ний и их последующим усложнением по сценарию
Фейгенбаума (рис. 2, слева). Увеличение же при-
способленности хищника ( ) за счет роста его ре-
продуктивного потенциала (raa) при достаточно вы-
соком уровне воспроизводства в популяции жертвы
приводит к бифуркации Неймарка-Сакера и воз-
никновению достаточно сложно организованных
колебаний численности (квазипериодических ре-
жимов) (рис. 2, справа), не наблюдающихся в мо-
делях локальных популяций без возрастной
структуры [52, 56, 57].

II. Сверхдоминирование ( )
или повышенная приспособленность гетерозигот.

В этом случае оба мономорфных равновесия
системы (4) неустойчивы и популяция остается
полиморфной вне зависимости от начальных
условий. При этом за счет отбора популяция хищ-
ника достигает большего значения средней при-
способленности; динамика численности, как и
при движущем отборе, определяется совокупно-
стью внутрипопуляционных параметров и харак-
теристик межпопуляционного взаимодействия.
При сверхдоминировании увеличение репродук-
тивного потенциала жертвы или хищника может
не только вызвать колебания численности сооб-
щества, но и привести к возникновению устойчи-
вых колебаний генетического состава хищника.

III. Пониженная приспособленность гетерози-
гот ( ).

В этом случае оба мономорфных состояния
модели (4) могут быть устойчивы, и система ока-
жется в одном из них. От начальных условий зави-
сит то, в каком именно из мономорфных равнове-
сий окажется система (рис. 3). Причем зависимость
от начальных условий выглядит предельно просто:
при p0 < p* популяция достигнет генетически мо-
номорфного состояния p = 0, при p0 > p* – p = 1,
вне зависимости от начальных численностей со-
общества (рис. 3). При этом динамика его чис-
ленности определяется набором внутрипопуля-
ционных параметров жертвы, хищника (точнее,

aaw 0p =

aaw

max( , )aa AA Aaw w w<

min( , )aa AA Aaw w w>
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эволюционно победившего хищника) и характе-
ристик межвидового взаимодействия. Поэтому ди-
намика численности сообщества с генетически раз-
личными хищниками может различаться (рис. 3,г).
В частности, при выбранных значениях парамет-
ров в сообществе наблюдается мультистабиль-
ность, представленная тремя различными дина-
мическими режимами численности хищника и
жертвы: цикл длины 2 при мономорфизме АА у
хищника, а также цикл длины 3 или нерегулярная
динамика в случае фиксации аллеля а в популя-
ции хищника. При этом бассейны притяжения
различной динамики численности при мономор-
физме аа у хищника создают очень сложную
(фрактальную) структуру деления фазового про-
странства (рис. 3,г), поэтому переход от точного
3-цикла к нерегулярной динамике и наоборот мо-
жет произойти в результате небольшого измене-
ния текущей численности даже одного из видов
сообщества.

Изменение типа естественного отбора
в процессе эволюции сообщества

Рассмотрим ситуацию, когда направление отбо-
ра в популяции хищника зависит от доступности
пищевых ресурсов, т.е. меняется с изменением чис-
ленности жертвы. Причем генотип с большим ре-
продуктивным потенциалом имеет большую кон-
станту полунасыщения (как у песцов с большим
размером помета), поскольку для выживания ему
требуется больше пищи. Пример такой ситуации
представлен на рис. 4: при малых значениях чис-
ленности жертвы (x < 0.5) отбор направлен про-
тив аллеля А, а при больших (x > 0.5) – против ал-
леля а, при этом приспособленность гетерозиго-
ты занимает промежуточное положение, т.е. вне
зависимости от численности жертвы в популяции
хищника действует направленный отбор, но его
направление может меняться в зависимости от
доступности пищевых ресурсов (рис. 4,а).

Рис. 2. Мономорфизм аа. Бифуркационная диаграмма численностей жертвы (x) и хищника (y) при фиксированных
значениях параметров и начальных условиях: cAA = 0.1, cAa = 0.1, caa = 0.1, rAA = 0.95, rAa = 0.92, α = 0.1, x0 = 0.4, y0 = 0.2,
p0 = 0.1; слева raa = 2.0, справа b = 3.25.
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Рис. 3. а, б – бассейны притяжения мономорфных состояний модели (4): p = 1 – синим цветом, p = 0 – белым. Значе-
ния параметров и начальные условия: cAA = 0.2, cAa = 0.15, caa = 0.21, rAA = 4.5, rAa = 2.0, raa = 5.005, b = 3.0, α = 0.1, x0 =
= 0.1, y0 = 0.8; p0 = 0.35 (а), p0 = 0.45 (б); в – динамика приспособленностей генотипов при изменении численности
жертвы в диапазоне [0, 1]; г – бассейны притяжения различных динамических режимов модели (4). Темно-синим цве-
том обозначено мономорфное состояние p = 1, в котором реализуется 2-цикл по x, y (нижний ряд, слева), зеленым и
желтым цветом – другое мономорфное состояние p = 0 с 3-циклом по x, y (нижний ряд, справа) и нерегулярной дина-
микой численностей популяций сообщества (нижний ряд, центр) соответственно.
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На бифуркационной диаграмме (рис. 4,б) при-
мер эволюции сообщества в результате роста ре-
продуктивного потенциала жертвы. Можно ви-
деть, что при малых значениях бифуркационного
параметра (b < 2.1) стационарная численность по-
пуляции жертвы оказывается небольшой (  < 0.5)
и у хищника устанавливается мономорфизм аа.
Рост репродуктивного потенциала жертвы (b)
сначала приводит к увеличению ее стационарной
численности, что при переходе через значение

x

= 0.5 (при b > 2.1) сопровождается изменением
направления отбора в популяции хищника, кото-
рый в результате оказывается мономорфным уже
по другому аллелю (А). Этот переход характеризу-
ется наличием области бистабильности (участок 1
бифуркационной диаграммы рис. 4,б, при b в не-
большой окрестности значения 2.1), где результат
отбора в популяции хищника зависит от началь-
ных значений как генетического состава, так и
численностей популяций, составляющих сооб-

x

Рис. 4. Изменение типа естественного отбора. а – динамика приспособленностей генотипов при изменении числен-
ности жертвы в диапазоне [0, 1]. Значения параметров: cAA = 0.3, cAa = 0.2, caa = 0.1, rAA = 2.4, rAa = 2.1, raa = 1.8; б –
бифуркационная диаграмма численности жертвы (х), хищника (у) и генетического состава хищника (p) с изменением
репродуктивного потенциала жертвы (b) при фиксированных значениях параметров (α = 0.1, остальные совпадают с
фрагментом (а)) и начальных условиях: x0 = 0.4, y0 = 0.1, p0 = 0.1; в – бассейны притяжения мономорфных равновесий
модели при фиксированном значении параметра b = 2.1; y0 = 0.2 (слева), p0 = 0.1 (справа).
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щество. В области бистабильности происходит
очень медленное вытеснение одного из аллелей
(вплоть до 30000 поколений), поэтому на бифур-
кационной диаграмме можно видеть “след” пере-
ходного полиморфизма. Характерной чертой воз-
никающей здесь бистабильности является то, что
в каждом из мономорфных равновесий соответ-
ствующая гомозигота оказывается наиболее при-
способленным генотипом из-за разницы в значе-
ниях стационарной численности жертвы ( ):

 < 0.5 и  a  > 0.5 и ситуация
меняется на обратную  Отметим,
что оба мономорфных равновесия здесь устойчи-
вы, но оптимальным по приспособленности яв-
ляется равновесие p = 1, которое оказывается не-
достижимо из-за значительной области началь-
ных значений. Пример бассейнов притяжения
двух генетически различных состояний при фик-
сированном значении b = 2.1 приведен на рис. 4,в.
Дальнейшее увеличение репродуктивного потен-
циала жертвы приводит к росту стационарных
значений х и установлению мономорфизма АА в
популяции хищника, вне зависимости от началь-
ных условий. Еще большее увеличение бифурка-
ционного параметра сопровождается потерей
устойчивости мономорфного равновесия и воз-
никновением колебаний численности популяций
сообщества, при этом значительное увеличение
амплитуды колебаний численности жертвы в ре-
зультате реализации сложных нерегулярных ре-
жимов ее динамики создает условия для поддер-
жания полиморфизма у хищника (участок 2 би-
фуркационной диаграммы рис. 4,б, при b между
3.87 и 3.88). Хотя внешне этот участок напомина-
ет область бистабильности 1 (рис. 4,б), это уже не
переходящий полиморфизм и он сохраняется вне
зависимости от начальных условий (рис. 5). При
этом колебания генетического состава представ-
ляют собой сумму двух колебательных процессов:
короткопериодические колебания с маленькой
амплитудой и длиннопериодический тренд с боль-
шой амплитудой. В результате в течение нескольких
десятков поколений можно видеть популяцию
хищника, почти достигшую мономорфного состоя-
ния аа или AA, но окончательного вытеснения ред-
кого аллеля не происходит, эволюционный процесс
меняет направление и способствует накоплению
редкого аллеля с закономерным вытеснением гене-
тического конкурента, пока он не потеряет коли-
чественное преимущество, а далее процесс опять
поменяет направление на противоположное. При-
чем накопление аллеля А (с бóльшим репродуктив-
ным потенциалом и соответственно бóльшими тре-
бованиями к обилию пищи) в популяции хищника
происходит значительно медленнее, чем его вы-

x
0px = ,aa Aa AAw w w> > 1px =

.aa Aa AAw w w< <

теснение (рис. 5). Характер динамики жертвы (и
хищника) визуально отличается при накоплении
и вытеснении этого аллеля. Так, в течение относи-
тельно короткого (около 150 поколений) времени
вытеснения аллеля А наблюдаются колебания чис-
ленности жертвы в виде зашумленного 3-цикла с
большой амплитудой и резким падением ее чис-
ленности; более длительный процесс накопления
этого аллеля (А) происходит на фоне нерегуляр-
ных колебаний численности жертвы, причем
низкие значения ее численности (x < 0.5) в сред-
нем встречаются реже, чем один раз в три года.

Возвращаясь к нашему модельному примеру –
сообществу “песец–мышевидные грызуны”, от-
метим, что именно такой необычный тип поли-
морфизма, по-видимому, может поддерживаться
в естественных популяциях континентальных пес-
цов, поскольку в отсутствие сверхдоминирования
(при рецессивном типе наследования больших по-
метов) значительные колебания численности мы-
шевидных грызунов интенсивно меняют условия
естественного отбора у своего хищника и в ре-
зультате ни один из имеющихся аллелей не исче-
зает. В свою очередь, неодинаковое давление
хищника на популяцию жертвы в разных фазах
динамики его генетического состава может вли-
ять уже на характер динамики самой жертвы. И
это влияние может быть одной из причин наблю-
даемой смены динамического режима в природ-
ных популяциях грызунов, сообщения о которых
неоднократно появлялись в печати (например,
[58, 59]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложена эколого-генетическая

модель сообщества “хищник–жертва”, в которой
приспособленность хищника определяется гене-
тически одним диаллельным локусом. Полагает-
ся, что различные генотипы хищника, отличаясь
по репродуктивному потенциалу, неодинаково
приспособлены и к ограничению по пищевым ре-
сурсам, т.е. приспособленности не являются посто-
янными, а функционально зависят от численности
жертвы. Модель представлена уравнениями с дис-
кретным временем, что позволяет учитывать ярко
выраженную цикличность жизненного цикла ви-
дов, составляющих сообщество.

При моделировании воспроизводится ситуа-
ция, характерная для естественного сообщества
“песец–мышевидные грызуны”, в котором мы-
шевидные грызуны, являясь основной пищей для
континентальных популяций песцов и обладая
циклической динамикой численности, значи-
тельно влияют на репродуктивный уровень хищ-
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Рис. 5. Полиморфизм хищника и смена динамического режима в популяции жертвы. Значения параметров совпадают
с рис. 4,а. b = 3.876, x0 = 0.1, y0 = 0.2, p0 = 0.31.
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ника. Причем эта важнейшая характеристика
жизненного цикла песца определяется одним ди-
аллельным локусом.

Проведено аналитическое и численное иссле-
дование предложенной модели. Показано, что
направление эволюции популяции, как и в клас-
сической модели отбора по одному локусу с посто-
янными приспособленностями генотипов, опре-
деляется взаимным расположением приспособ-
ленностей генотипов хищника, при этом характер
динамики определяется уже набором параметров,
характеризующих репродуктивные способности
жертвы и хищника, а также характеристиками
межвидового взаимодействия. То есть при повы-
шенной приспособленности гетерозиготы уста-
навливается полиморфизм, при промежуточной
под действием направленного отбора происходит
планомерное вытеснение неоптимального гено-
типа, а в случае пониженной приспособленности
гетерозиготы наблюдается бистабильность двух
мономорфных равновесий, в каждом из которых
может оказаться популяция, в зависимости от на-
чальных условий. Причем при нестационарной
динамике жертвы (что весьма характерно для
естественных популяций) область бистабильности
в генетически различных мономорфных состояни-
ях хищника характеризуется различной динамикой
популяций, составляющих сообщество. При этом
бассейны притяжения мономорфных равновесий
обладают фрактальной структурой (рис. 3,г), т.е.
небольшое изменение численности хищника или
жертвы за счет случайных факторов может приве-
сти к закреплению другого аллеля в популяции
хищника и смене динамического режима числен-
ности сообщества.

Возможность нарушения реализации класси-
ческих эволюционных сценариев (приведенных
выше) связана с тем, что приспособленности ге-
нотипов зависят от текущей численности жертвы,
которая может стабилизироваться в стационарном
состоянии или флуктуировать, не достигая его и из-
меняя значения приспособленностей различных
генотипов хищника. И если хищник неоднороден
по плодовитости и приспособленности к ограниче-
нию пищевых ресурсов, то в разных фазах динами-
ки жертвы меняется направление отбора в попу-
ляции хищника. Таким образом, флуктуации
обилия жертвы порождают разнонаправленный
естественный отбор у хищника, при котором вза-
имное расположение приспособленностей его ге-
нотипов меняется. Здесь появляются радикально
различающиеся сценарии эволюции хищника,
обусловленные различными репродуктивными
способностями жертвы (рис. 4, 5). Отметим, что
этот эффект возникает в естественной ситуации,

когда более плодовитые генотипы хищника более
требовательны к обилию пищевых ресурсов (как у
песцов). Так, при небольшом уровне воспроизвод-
ства в популяции жертвы происходит вытеснение
гомозигот с бóльшим репродуктивным потенциа-
лом и требованиями к пищевым ресурсам, что при-
водит к установлению мономорфизма; при бóльшем
репродуктивном потенциале жертвы отбор идет уже
против гомозигот, побеждавших в предыдущих
условиях; а жертва с еще большей плодовитостью
(приводящей к значительным флуктуациям ее
популяционной численности) создает хищнику
условия, в которых он сохраняет оба аллеля; для
такого полиморфизма характерны долгие про-
цессы вытеснения и накопления аллелей, не при-
водящие к полной потере ни одного из них, и зна-
чительно отличающаяся визуально динамика
численности в разных фазах этого процесса, что
может распознаваться наблюдателем как смена
динамического режима в популяции любого из
видов сообщества. При этом приспособленность
гетерозиготы занимает промежуточное положе-
ние, т.е. при больших и малых численностях
жертвы максимальными являются приспособ-
ленности противоположных гомозигот, и в рам-
ках классической теории естественного отбора
установление полиморфизма при таких условиях
было бы невозможно.

Отметим, что подобный флуктуирующий по-
лиморфизм может существовать в естественных
популяциях континентальных песцов, поскольку
в отсутствие сверхдоминирования (из-за рецес-
сивного типа наследования пометов большого
размера у песца) значительные колебания чис-
ленности мышевидных грызунов, являющихся их
основным пищевым ресурсом, интенсивно меня-
ют условия естественного отбора для своего хищ-
ника и в результате ни один из имеющихся алле-
лей не исчезает. В свою очередь, неодинаковое
давление хищника на популяцию жертвы в раз-
ных фазах динамики его генетического состава
может влиять уже на характер динамики самой
жертвы. И это влияние может быть одной из при-
чин наблюдаемой смены динамического режима
в природных популяциях грызунов, сообщения о
которых неоднократно появлялись в печати, на-
пример изменение цикла в популяциях лемминга
Lemmus lemmus на юге Норвегии [59] и красно-се-
рой полeвки Clethrionomys rufocanus, обитающей в
Финляндии [58].

Работа выполнена в рамках государственных
заданий Института автоматики и процессов
управления ДВО РАН, Института комплексного
анализа региональных проблем ДВО РАН.
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Predator Evolution in a Model of Interacting Species: To the Question 
about Maintaining Polymorphism by Litter Size in Natural Populations of Arctic Fox
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We propose an eco-genetic model of “prey-predator” community with predator fitness determined geneti-
cally by a single autosomal diallelic pleiotropic locus in the case of diploid population. Predator genotypes
with different reproductive potential are unequally adapted to food resource limitation; therefore, the fitness
of a predator’s genotype is determined by not only its own genotype, but also the prey abundance. We use dis-
crete-time equations for modeling, which allows considering features of the community species’ lifecycle.
The paper extends our previous studies modeling evolution of a local population to explain existing genetic
diversity by litter size in various (natural and artificial) populations of Arctic foxes (Alopex lagopus). Explicit
inclusion of prey population dynamics in the model of community allows to analyze maintenance of poly-
morphism in arctic fox populations under more realistic conditions. Similar to simpler models, evolution di-
rection of predator population is shown by the study to be generally determined by the mutual arrangement
of its genotype fitnesses, while a parameter set characterizing birth rates of the prey and the predator, as well
as the characteristics of interspecific interaction, determine the dynamic mode of interacting species abun-
dances. At the same time, even without overdominance a predator can maintain a stable polymorphism due
to f luctuations in the abundance of prey with large amplitude changing the natural selection direction in the
predator population. In addition, evolution of dynamics of the predator genetic composition can change the
dynamic mode of the prey abundance.

Keywords: evolution, natural selection, community dynamics, prey–predator, theoretical population genet-
ics, polymorphism.
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