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Продолжена разработка аналитической полуэмпирической модели ударной волны, основанной на
теоретических МГД-расчетах, точных аналитических решениях и экспериментальных данных. Па-
раметры модели имеют ясный физический смысл. Для случаев, когда магнитное поле солнечного
ветра направлено вдоль его скорости или перпендикулярно вектору скорости, получены аналитиче-
ские выражения, которые позволяют рассчитать параметры ударной волны – расстояние до подсол-
нечной точки, радиус кривизны и затупленность в подсолнечной точке – с использованием пере-
нормировки ранее разработанной подробной газодинамической модели. Для случая, когда вектор
магнитного поля перпендикулярен вектору скорости солнечного ветра, показано, что для аналити-
ческого описания поверхности ударной волны достаточно аппроксимировать ее параметры в 2-х пер-
пендикулярных плоскостях.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Для исследования физических процессов в

плазме вблизи планет часто требуется знание по-
ложения и формы околопланетной ударной вол-
ны. Современные теоретические МГД, кинетиче-
ские модели и их совместное использование [см.,
например, обзор Ledvina et al., 2008; Wang et al.,
2015; Chen et al., 2017] требуют значительного
процессорного времени. Они составляют надеж-
ную базу для исследования ударных волн, но
практически не могут быть применены для отсле-
живания перемещений этой границы в реальном
времени. Поэтому в большинстве таких исследо-
ваний использовались и используются эмпириче-
ские модели околопланетной ударной волны
[Fairfield, 1971, 2001; Formisano, 1979; Slavin and
Holzer, 1981; Nĕmeček and Šafránková, 1991; Peredo
et al., 1995; Chao et al., 2002; Merka et al., 2003;
Chapman et al., 2003; Jelínek et al., 2012; Meziane
et al., 2014]. Однако такие модели применимы в
области параметров солнечного ветра, использо-
вавшихся при их построении, и ограничены в
пространстве областью, в которой проводились
измерения. При таком моделировании также не
учитывается влияние показателя политропы γ на
положение ударной волны.

В работах [Веригин и др., 1999; Verigin et al.,
2001a, b; Verigin et al., 2003a, b; Веригин, 2004; Ko-
tova et al., 2005] используется полуэмпирический
подход, основанный на точных аналитических
решениях, описывающих некоторые характер-
ные свойства ударной волны, например, форму
подсолнечной части фронта ударной волны при
малых звуковых числах Маха Мs в газодинамиче-
ском приближении, асимптотический МГД ко-
нус Маха, свойства течения плазмы сразу же за
разрывом. Параметры модели подбираются на
основе детальных численных расчетов. При до-
статочно больших альвеновских числах Маха для
моделирования околопланетных ударных волн
можно использовать газодинамическое прибли-
жение. Газодинамическая аналитическая модель
ударной волны для препятствий различной фор-
мы (от гиперболического до обрубленного ци-
линдра) представлена в работе [Verigin et al.,
2003b].

Целью этой работы является построение ана-
литической МГД-модели околопланетной удар-
ной волны, параметры которой имеют ясный фи-
зический смысл. Так как газодинамическая ана-
литическая модель ударной волны весьма точно
описывает ее положение для препятствий различ-
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ной формы [Verigin et al., 2003b], представляется
целесообразным использовать сходные аналити-
ческие выражения для параметров, определяю-
щих и МГД-ударную волну. Для этого нужно найти
выражения, модифицирующие входные парамет-
ры ГД-модели для преобразования ее в МГД-мо-
дель. В настоящей работе рассмотрены случаи,
когда межпланетное магнитное поле направлено

параллельно потоку солнечного ветра и когда оно
направлено перпендикулярно потоку.

2. СИСТЕМА КООРДИНАТ 
И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Для описания ударной волны удобно исполь-
зовать геоцентрическую систему координат, свя-
занную с межпланетной средой GIPM (Geocentric
Inter Planetary Medium). В этой системе координат
ось X направлена противоположно направлению
невозмущенного солнечного ветра. Ось Y направ-
лена так, что вектор межпланетного магнитного
поля лежит во втором – четвертом квадрантах
плоскости (X, Y). Ось Z дополняет систему коор-
динат до правой. Эта система координат была
впервые предложена Bieber & Stone [1979] для
изучения истечения энергичных электронов из
магнитосферы и позже использовалась Peredo
et al. [1995] для анализа околоземной ударной
волны.

Обозначения, которые используются при по-
строении аналитической модели околопланетной
ударной волны показаны на рис. 1. Затупленность
препятствия bo определяет его форму вблизи но-
совой части: bo = –1 – сфера, bo < –1 – “тупой”
эллипсоид, –1 < bo < 0 – “вытянутый” эллипсоид,
bo = 0 – параболоид, bo > 0 – гиперболоид. Угол ω
определяет наклон ударной волны к направле-
нию потока плазмы на больших расстояниях от
планеты.

3. МГД-РАСЧЕТЫ ПОЛОЖЕНИЯ 
И ФОРМЫ УДАРНОЙ ВОЛНЫ

Для моделирования ударной волны, образую-
щейся в сверхзвуковом и сверхальвеновском по-
токе набегающей плазмы около препятствий раз-
личной формы, использовались подробные маг-
нитогазодинамические расчеты, выполненные в
Мичиганском университете. Использовалась сетка
с переменным адаптивным шагом с ~3 × 106 ячей-
ками. Пример сетки в плоскости (x, y) для чис-
ленных расчетов показан на рис. 2. Расчеты про-
водились для 2-х видов препятствия: полусфера с
вытянутым цилиндрическим хвостом (рис. 2) и
параболоид вращения. Все расчеты проводились
в единицах ro.

4. УРАВНЕНИЕ, ОПИСЫВАЮЩЕЕ ФОРМУ 
И ПОЛОЖЕНИЕ УДАРНОЙ ВОЛНЫ

При построении газодинамической аналити-
ческой модели ударной волны для препятствий
различной формы Веригин и др. [Verigin et al.,
2003b] использовали следующее выражение для
описания ее формы и положения:

Рис. 1. Обозначения пространственных переменных:
ro, rs – расстояния до магнитопаузы (препятствие) и
ударной волны, соответственно, Ro, Rs – радиусы кри-
визны носовых частей этих границ, bo, bs – затуплен-
ность магнитопаузы и ударной волны, соответственно, а
Δ – отход ударной волны от подсолнечной магнитопаузы.
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Рис. 2. Пример адаптивной сетки в плоскости (x, y)
для численных расчетов положения и формы ударной
волны около препятствия (ro = 1, Ro = 1, bo = –1, Ms = 6,
Ma = 3, γ = 2.0).
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(1)

Дополнительный параметр ds характеризует пере-
ход от доминирования параметров подсолнечной
области ударной волны к области, где доминиру-
ющую роль играет асимптотический наклон
ударной волны. Наклон ударной волны к направ-
лению потока плазмы на больших расстояниях от
планеты в газодинамике определяется звуковым
числом Маха: tg2ω = 1/(  – 1) и не зависит от ча-

сового угла , где .
В магнитной газодинамике точное аналитиче-
ское решение для определения конуса Маха
ωas(ϕ) при любом часовом угле ϕ получено в рабо-
те Verigin et al. [2003a]. Асимптотический конус
Маха определяет асимптотическое число Маха
Mas = 1/sin2ωas = 1/tg2ωas +1. Для описания
МГД-ударной волны формулу (1) можно моди-
фицировать, заменив Мs на Мas:

(2)

Выражение (2) можно непосредственно исполь-
зовать для осесимметричного случая, когда меж-
планетное магнитное поле направлено парал-
лельно набегающему потоку плазмы. Для всех
остальных направлений магнитного поля необхо-
димо принимать во внимание, что параметры Rs,
bs, ωas и ds – зависят от часового угла ϕ.
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5. АНАЛИТИЧЕСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ 
МГД РАСЧЕТОВ УДАРНОЙ ВОЛНЫ 

ДЛЯ МАГНИТНОГО ПОЛЯ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО 
И ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОГО ПОТОКУ ПЛАЗМЫ

На рисунке 3 для случаев, когда магнитное по-
ле параллельно потоку плазмы, представлены
2 примера аппроксимации с помощью выраже-
ния (2) рассчитанных в МГД- приближении по-
ложения и формы ударной волны около различ-
ных препятствий. Видно, что указанное аналити-
ческое выражение позволяет достаточно хорошо
аппроксимировать осесимметричную поверх-
ность ударной волны, которая образуется при
магнитном поле параллельном потоку плазмы.
Для препятствий с расстоянием до подсолнечной
точки ro = 1 и радиусом кривизны в этой точке
Ro = 1 и для потока солнечного ветра с параметра-
ми Ms = 6, Ma = 3, γ = 5/3 получены следующие
параметры аппроксимации: для параболического
препятствия (слева) – rs = 1.2, Rs = 1.96, bs = 0.93,
ds = 0.5, для сферического препятствия – rs = 1.18,
Rs = 1.67, bs = 0.2, ds = 0.4.

В случае, когда межпланетное магнитное поле
перпендикулярно направлению скорости потока
плазмы, носовая точка ударной волны по-преж-
нему лежит на оси x, но необходимо определить
зависимость параметров нашей модели Rs, bs и ds
от часового угла ϕ. Для этого рассчитанная в
МГД-приближении трехмерная поверхность
ударной волны аппроксимировалась с помощью
выражения (2) в различных плоскостях ϕ = const с
шагом по ϕ равным 5° в интервале 0 < ϕ < 180°.
На рисунке 4 показаны полученные таким обра-
зом зависимости rs, Rs, bs от угла ϕ. Как и следова-
ло ожидать, расстояние до подсолнечной точки
ударной волны не зависит от ϕ. Зависимость ра-

Рис. 3. Примеры положения и формы ударной волны, образующейся около двух различных препятствий, в набегаю-
щем потоке солнечного ветра с магнитным полем параллельным скорости. Точки – МГД-расчет, сплошные линии –
аппроксимация с помощью выражения (2).
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диуса кривизны в подсолнечной точке от ϕ хоро-
шо описывается выражением:

(3)

где параметры Rsy и Rsz – радиусы кривизны по-
верхности ударной волны в плоскостях (x, y), т.е.
при ϕ = 0°, и (x, z), т.е. при ϕ = 90°, соответствен-
но. Аналогично, зависимость затупленности в
подсолнечной точке от ϕ хорошо описывается
выражением:

(4)

с параметрами bsy, bsz, соответствующих затуплен-
ностям поверхности ударной волны в подсолнеч-
ной точке в плоскостях (x, y) и (x, z).

Таким образом, формулы (3) и (4) позволяют
использовать выражение (2) для аппроксимации
трехмерной поверхности ударной волны. Зависи-
мость ds(ϕ) выявить не удалось, поэтому при ап-
проксимации будем считать, ds(ϕ) = const = ds.
На рисунке 5 для случая, когда магнитное поле
направлено перпендикулярно потоку плазмы,
показан пример аппроксимации положения и
формы отошедшей ударной волны с помощью

2 2 ,
sin cos

sy sz
s

sy sz

R R
R

R R
=

ϕ + ϕ

2 2sin coss sz syb b b= ϕ + ϕ

выражений (2‒4). При этом определены 6 сво-
бодных параметров: rs, Rsy, Rsz, bsy, bsz, ds.

6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
МГД-АППРОКСИМАЦИИ УДАРНОЙ 

ВОЛНЫ ПО ГД-РАСЧЕТАМ
В случае газодинамического течения относи-

тельный темп расширения поперечного сечения
S центральной трубки тока за ударной волной
[например, Biermann et al., 1967; Wallis, 1973]:

(5)

где ε – величина обратная наибольшему скачку
плотности газа на фронте ударной волны. В слу-
чае магнитной газодинамики ε = ε(γ, Ma, Ms, αvn,
ϑbn), где α

vn и ϑbn – углы между нормалью к удар-
ной волне и направлением потока плазмы или
магнитного поля, соответственно. Кубическое
уравнение для определения ε получено в работе
[Petrinec and Russell, 1997, уравнение 12].

Для магнитно-газодинамического течения от-
носительный темп расширения поперечного се-
чения S центральной трубки тока за осесиммет-
ричной или имеющей две плоскости симметрии
ударной волной (магнитное поле параллельно

1 2 1 ,
s

dS
S dx R

− ε= −
ε

Рис. 4. Примеры изменения параметров rs, Rs, bs в зависимости от угла ϕ при обтекании препятствий потоком солнеч-
ного ветра с магнитным полем перпендикулярным скорости. Точки – параметры аппроксимации МГД-расчетов в
плоскостях ϕ = const с шагом по ϕ равным 5°, сплошные линия – аппроксимация с помощью выражений (3) и (4).
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или перпендикулярно набегающему потоку плаз-
мы, α

vn = 0) определяется выражением:

(6)

где  – радиусы кривизны в направлениях
параллельном и перпендикулярном магнитному
полю, соответственно.

В случае, когда межпланетное магнитное по-
ле параллельно скорости солнечного ветра

:

(7)

где ε* = ε/(1 – ε), скачок плотности на ударной
волне ε совпадает с его значением в газовой дина-

мике  но по сравнению с вы-

ражением (5) появляется новый фактор Г = Гpar =

= 1 – 
В случае, когда межпланетное магнитное поле

перпендикулярно скорости солнечного ветра

(8)

Скачок плотности на ударной волне в этом слу-
чае также можно рассчитать аналитически ε =

 +  +  ×

×  Фактор Г = Гper здесь не-
явно входит в величины Rsy(Гper) и Rsz(Гper).
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МГД фактор Γ и значения Mаs можно исполь-
зовать для перенормировки газодинамических
параметров rs, Rs, bs, ds и определения МГД-пара-
метров (Verigin et al., 2001a). Газодинамические
параметры rs = ro + Δ(ε*, γ, Ro, bo), Rs(ε*, γ, Ro, bo),
bs(γ, bo, Ms), ds(bo) рассчитываются с помощью вы-
ражений (34)‒(38) и (39)‒(43) из работы (Verigin
et al., 2003b) (в выражении (36) имеется опечатка,
исправленная в обзоре Веригина (2004), перед
вторым слагаемым должен быть знак +, а не –).

Для учета межпланетного магнитного поля в
потоке плазмы солнечного ветра в случае, когда
оно направлено параллельно скорости плазмы,
МГД-параметры rs, Rs, bs выражения (2) можно
получить по тем же формулам (34)–(43) из [Veri-
gin et al., 2003b], но с рассчитанным в МГД-при-
ближении параметром сжатия ε и заменой ε* на
ε*Гpar и Ms на Mas, а также введением дополни-
тельного фактора, зависящего от Гpar:

(9)

На рисунке 6 перенормированные параметры (9)
сравниваются с параметрами, полученными
при аппроксимации МГД-расчетов положения и
формы ударной волны. Видно, что согласие между
rs_norm и rs, Rs_norm и Rs очень хорошее (панели а, б),
а для bs_norm и bs несколько хуже (панель в), и для
аппроксимации затупленности ударной волны в
носовой точке мы использовали величину bs_norm +
+ βpar, где βpar = 0.2. Газодинамический пара-
метр ds зависит только от затупленности (формы)
препятствия bo, поэтому изменять его пока не бу-
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Рис. 5. Примеры положения и формы ударной волны в плоскости (x, y) (нижние кривые (а)) и плоскости (x, z) (верх-
ние кривые (б)), образующиеся около двух различных препятствий, в набегающем потоке солнечного ветра с магнит-
ным полем перпендикулярным скорости. Точки – МГД-расчеты, сплошные линии – аппроксимация с помощью вы-
ражения (2) с учетом (3) и (4).
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дем, несмотря на то, что аппроксимированные
МГД-параметры и параметры, рассчитанные по
ГД-формулам существенно различаются.

На рисунке 7 показаны 2 примера положения
и формы ударной волны перед различными пре-
пятствиями, определенные с помощью перенор-
мированных газодинамических формул.

Теперь рассмотрим образование ударной вол-
ны в потоке солнечного ветра с магнитным по-
лем, направленным перпендикулярно направле-
нию скорости потока плазмы. Как было показано
выше для расчета положения и формы околопла-
нетной ударной волны в таком случае достаточно
определить параметры выражения (2) в плоско-
стях (x, y) и (x, z). Для определения параметров rs,
Rsу, bsz можно использовать выражения аналогич-

ные формулам (9), но с параметром Г = Гper =

= 1/(1 – ). Кроме того, асимптотический
наклон ударной волны на бесконечности зависит
от часового угла, поэтому для расчета параметров
кроме величины Гper введем отношение асимпто-
тических чисел Маха в направлениях y (Mas(0)) и
z (Mas(90)):

(10)
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Рис. 6. Сравнение параметров модели ударной волны (2), аппроксимирующих МГД- расчеты, с параметрами, рассчи-
танными по ГД-модели [Verigin et al., 2001a], для набегающего потока солнечного ветра с магнитным полем параллель-
ным скорости потока. Сплошные линии на панелях (а, б, в) – аппроксимирующие зависимости.

0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.8 1.2 1.6 2.0 2.4
0.8

1.2

1.6

2.0

–0.8 –0.4 0 0.4 0.8 1.2
–0.8

–0.4

0

0.4

0.8

1.2
rs – ro = 1.003�norm

bs = bs_norm + 0.2Rs = 1.009Rs_norm

Rs_norm bs_norm�norm

rs – ro Rs bs
а б в
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Рис. 8. Сравнение параметров модели ударной волны (2), аппроксимирующих МГД- расчеты, с параметрами, рассчи-
танными по ГД-модели [Verigin et al., 2001a], для набегающего потока солнечного ветра с магнитным полем перпен-
дикулярным скорости потока. Сплошные линии на панелях – аппроксимирующие зависимости.
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ным полем перпендикулярным скорости. Точки – МГД-расчет, сплошные линии – аппроксимация с помощью газо-
динамических расчетов, выражений (10) и поправок в соответствии с рис. 8.
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На рисунке 8 перенормированные параметры
(10) Δnorm (а) и Rsy_norm (б) сравниваются с парамет-
рами rs – ro, и Rsy, полученными при аппроксима-
ции МГД-расчетов положения и формы ударной

волны. Кроме того, сравниваются между собой
аппроксимированные в плоскостях (x, y) и (x, z)
радиусы кривизны подсолнечной области удар-
ной волны (в).
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Из рисунка 8 видно, что для определения отхо-
да ударной волны в потоке солнечного ветра с
магнитным полем, направленным перпендику-
лярно направлению скорости потока плазмы,
нужно ввести дополнительный параметр χ(ϑbv) ~ 1.4.
Этот параметр, очевидно, зависит от направле-
ния магнитного поля и равен 1 при угле между на-
правлениями скорости солнечного ветра и маг-
нитного поля ϑbv = 0 (9). Величина Rsу хорошо
коррелирует с Rsy_norm (рис. 8б). Взаимозависи-
мость радиусов кривизны в плоскостях (x, y) и
(x, z): Rsz =  (рис. 8в) позволяет, зная
Rsy_norm, рассчитать Rsz_norm.

Затупленность в плоскости (x, z) bsz (рис. 8г)
неплохо аппроксимируется величиной bsz_norm +
+ 0.21, рассчитанной с использованием соответ-
ствующего выражения (10). Затупленность же в
плоскости (x, y) bsy (рис. 8д) можно рассчитать по
dsz_norm. Газодинамический параметр ds_norm зави-
сит только от формы препятствия bo, но пара-
метр ds, аппроксимирующий МГД расчеты (рис. 8е)
в среднем существенно меньше газодинамиче-
ского ds = 0.4ds_norm.

На рисунке 9 показаны 2 примера положения и
формы ударной волны определенные с помощью
перенормированных газодинамических формул,
для потока солнечного ветра с магнитным полем,
направленным перпендикулярно вектору скоро-
сти потока, набегающего на различные препят-
ствия.

7. ВЫВОДЫ
В настоящей работе рассмотрены случаи обра-

зования ударной волны перед препятствиями
различной формы в случаях, когда межпланетное
магнитное поле направлено параллельно потоку
солнечного ветра и когда оно направлено перпен-
дикулярно потоку.

Показано, что для аппроксимации поверхно-
сти околопланетной ударной волны можно ис-
пользовать рациональную функцию, применяв-
шуюся ранее в газодинамическом приближении.

В случае, когда вектор магнитного поля парал-
лелен вектору скорости потока, достаточно опре-
делить 4 свободных параметра: расстояние до но-
совой точки, радиус кривизны и затупленность в
носовой точке и параметр перехода к асимптоти-
ческому углу наклона. Эти параметры удается ап-
проксимировать по газодинамическим расчетам.

Показано, что в случае, когда вектор магнит-
ного поля перпендикулярен вектору скорости по-
тока плазмы, поверхность околопланетной удар-
ной волны можно аппроксимировать с помощью
6 свободных параметров: расстояние до носовой
точки, радиусы кривизны и затупленности в но-
совой точке в плоскостях (x, y) и (x, z) и параметр

1 2
per syRΓ

перехода к асимптотическому углу наклона. По-
лучены соотношения для пересчета этих парамет-
ров по газодинамическим расчетам.

В дальнейшем предполагается определить па-
раметры, позволяющие описать околопланетную
ударную волну аналитической рациональной
функцией при произвольном направлении меж-
планетного магнитного поля, и аппроксимиро-
вать эти параметры также исходя из газодинами-
ческих расчетов.
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