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Методом “замороженных фононов” теории функционала плотности в гармоническом и квазигар-
моническом приближениях определены температурные зависимости β-факторов (от 0 до 1500°С с
шагом 10°C) кислорода, углерода, магния и кальция Ca-Mg карбонатов (кальцита, магнезита, доло-
мита, арагонита). Для кальцита с переменным содержанием магния температурная зависимость
β-факторов для изотопного фракционирования кислорода и углерода описывается уравнениями:
103lnβ18Ocal = (11.61731 + Δa)x – (0.35444 + Δb)x2 + (0.00908 + Δc)x3, 103lnβ13Ccal = (24.74146 + Δa)x –
– (1.08996 + Δb)x2 + (0.03178 + Δc)x3, где x = 106/T2 (K–2); Δa, Δb и Δc – рассчитанные отдельно для
изотопных замещений 18O/16O и 13C/12C изменения соответствующих коэффициентов полинома в
зависимости от содержания магния. Проведен расчет влияния давления на величину β-факторов
кислорода и углерода в карбонатах. Оценки, полученные в рамках квазигармонического приближе-
ния, не превышают 1‰ в интервале давлений, характерных для условий Земной коры.
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ВВЕДЕНИЕ
Карбонаты кальция и магния являются наибо-

лее распространенными карбонатами в земной
коре. Они представлены соединениями CaCO3
(тригональный кальцит, ромбический арагонит),
CaMg(CO3)2 (доломит) и MgCO3 (магнезит). При
высоких давлениях устойчивые на поверхности
модификации переходят в высокобарические фа-
зы. Так, тригональный кальцит (cal-I) преобразу-
ется в cal-II с моноклинной решеткой при давле-
нии 1.45 ГПа и, далее, в cal-III при 2.2 ГПа (рис. 1).
Приблизительно при давлении 4.5 ГПа и темпе-
ратуре 1273 K доломит разлагается на арагонит +
+ магнезит (Shirasaka et al., 2002), и магнезит
остается основным хранилищем окисленного уг-
лерода в мантийных ассоциациях перидотитов и
эклогитов (например, Fallon, Green, 1989; Ham-
mouda, 2003; Dasgupta et al., 2004) вплоть до усло-
вий высокой температуры (2300 K при давлении
15 ГПа) и давления (до 100 ГПа, Isshiki et al., 2004).
Большие объемы карбонатов могут погружаться
при субдукции до значительных глубин (напри-
мер, Bebout, 1995). Ромбический CaCO3 арагонит
как биогенного, так и неорганического проис-

хождения распространен и в условиях поверхно-
сти Земли, и до глубин более 20 ГПа (рис. 1).

Отношения стабильных изотопов в карбона-
тах, особенно 18O/16O и 13C/12C, определяются
температурой кристаллизации, изотопным соста-
вом среды образования и часто используются при
палеоклиматических реконструкциях (McDer-
mott, 2004; Lea, 2014 и др.). Соотношение “орга-
нического” и “карбонатного” углерода отобража-
ет баланс углерода в циклическом обмене между
океаном, осадками и глубинными породами
(Meyer et al., 2013; Wang et al., 2017) и служит для
моделирования углеродного круговорота Земли.
Отклонения изотопных отношений углерода
морских карбонатных отложений связываются с
катастрофическими событиями в истории Земли
(Kaufman, Knoll, 1995; Hoffman et al., 1998 и др.), в
том числе – с периодами глобальных похолода-
ний и оксигенаций (Meyer et al., 2013). Кроме то-
го, кальцит выступает в качестве референтного
материала при калибровках изотопных геотермо-
метров (Chiba et al., 1989), а также является своего
рода “полигоном” при оценках влияния давления
на изотопное фракционирование (Gillet et al.,
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1996; Polyakov, Kharlashina, 1994; Polyakov, 1998;
Chacko, Deines, 2008). Кальцит дает возможность
объединения точных теоретических вычислений
для молекулы CO2 и наиболее представительных
измерений изотопного фракционирования кисло-
рода в силикатах (Clayton et al., 1989; Chiba et al.,
1989, Clayton, Kieffer, 1991).

Помимо изотопов кислорода и углерода, все
большее применение находят “нетрадицион-
ные” изотопные системы карбонатов (44Ca/40Ca,
26Mg/24Mg). Изотопный состав кальция в мор-
ских карбонатах используется при реконструкци-
ях глобальных перемещений Ca (De La Rocha,
2000; Heuser et al., 2005), а изотопный состав Mg –
при реконструкциях океанического цикла Mg и
континентального выветривания (Tipper et al.,
2006; Higgins, Schrag, 2010). Так как потоки Mg и
Ca обычно связаны с углеродом, изотопный со-
став Mg и Ca может отображать и глубинные про-
цессы углеродного обмена (DePaolo, 2004; Huang
et al., 2015).

Ввиду широкого применения изотопных си-
стем карбонатов в качестве геохимических трас-
серов, вплоть до настоящего времени продолжа-
ются исследования по определению и уточнению
их факторов изотопного фракционирования
(Schmidt et al., 2005; Schauble et al., 2006; Chacko,
Deines 2008; Rustad et al., 2010; Schauble et al., 2011;
Wang et al., 2017 и др.). При этом все большее вни-
мание уделяется неэмпирическим (ab-initio) рас-
четам, основанным на определениях β-факторов

разных фаз с использованием теории функциона-
ла плотности (DFT), которые могут устранить
сложности и неопределенности, присущие эмпи-
рическим и/или экспериментальным методам
(например, проблемы достижения и доказатель-
ства изотопных равновесий).

Цель настоящей работы состоит в определе-
нии совокупности β-факторов 18O/16O, 13C/12C,
44Ca/40Ca, 26Mg/24Mg для Ca и Mg карбонатов
(кальцита, магнезита, доломита и арагонита) ме-
тодом “замороженных фононов” DFT в сравнении
с ранее полученными результатами. Применение
единого подхода для характеристики разных изо-
топных систем может нивелировать неопределен-
ности, которые могут обуславливаться примене-
нием разных методов (в том числе, разных DFT
методов) при оценках факторов изотопного
фракционирования. Получение разными метода-
ми близких значений β-факторов может свиде-
тельствовать о надежности результатов. Также в
работе оценивается влияние давления на изотоп-
ное фракционирование 18O/16O и 13C/12C.

РАСЧЕТ β-ФАКТОРОВ

Фракционирование изотопов между фазами A
и B определяется величиной αAB = RA/RB, R – отно-
шения содержания изотопов в соответствующих
фазах. Используя общепринятые обозначения че-
рез величину относительного содержания изото-
пов, δ, можно записать αAB = (δA + 1000)/(δB + 1000).

Рис. 1. Поля устойчивости различных модификаций CaCO3 (по Bayarjargal et al., 2018). Римские цифры – обозначение
полиморфных модификаций. Цифры в кружках (1) граница арагонит (arg)–кальцит(cal)-II, (2) границы полей устой-
чивости доломита относительно ассоциации арагонит + магнезит (Shirasaka et al., 2002). Штрих-пунктиром показаны
линии геотермического градиента.
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КРЫЛОВ

Значение равновесного αAB можно определить на
основе частот колебаний разных изотопологов (и
далее рассчитанных приведенных отношений
статистических сумм, или “β-факторов”), так что
при изотопном равновесии 103lnαAB = 1000lnβA –
– 1000lnβB (Bigeleisen, Mayer, 1947). Значения
β-факторов кристаллических фаз в гармониче-
ском приближении:

(1)

где νq, i – частоты колебаний с волновым векто-
ром q первой зоны Бриллюэна и индексом фонон-
ной ветви i от 1 до 3Nat (Nat – количество атомов).
T – температура, h и k – постоянные Планка и
Больцмана, N – число атомов, подвергающегося
изотопному замещению, Nq – количество векто-
ров q учитываемых при суммировании. Над-
строчный индекс * относится к более тяжелому
изотопу. В выражении (1) учитывается, что в вы-
сокотемпературном пределе изотопное фракцио-
нирование отсутствует.

Частоты νq, i вычислены методом “заморожен-
ных фононов” (CRYSTAL17, Dovesi et al., 2018)
(Приложение), с использованием полноэлек-
тронных орбиталей гауссового типа и примене-
нием метода расширенных ячеек для увеличения
Nq и достижения достаточной точности вычисле-
ния. Достоверность проведенных вычислений
подтверждается сравнением с эксперименталь-
ными данными как по кристаллографическим
параметрам ячеек (отклонения от параметров ре-
шетки, полученных экспериментально, не пре-
вышают 1.5%), так и по отклонениям частот
(см. ниже).

Частоты колебаний определены для расши-
ренных ячеек, соответствующих симметричным
преобразованиям исходных (примитивных) яче-
ек (Приложение) с увеличением их объема (и ко-
личества волновых векторов, учитываемых при
суммировании) в 16 раз (для кальцита, магнезита
и доломита) и 8 раз (для арагонита), что обеспечи-
вает практическую (с точностью не менее 0.01 при
температурах выше 0°С) сходимость определения
β-факторов.

Для оценки достоверности расчетов, получен-
ные частоты сопоставлены с экспериментальны-
ми данными для изотопологов с природным от-
ношением изотопов (табл. 1).

Спектры всех карбонатов в центре зоны Брил-
люэна (q = 0) делятся на две группы (Bottinga,
1968; Deines, 2004; Valenzano et al., 2007). Частоты
больше ≈700 см–1 определяют “внутренние” коле-
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бательные моды CO3, а частоты меньше ≈400 см–1

соответствуют “внешним”, относительно группы
CO3, модам. Максимальные расхождения между
вычисленными и экспериментальными значени-
ями частот ранее отмечалось особенно для “внеш-
них” низкочастотных колебаний (например, для
кальцита, отклонение низкочастотных колебатель-
ных мод A2u на 33.7 cm–1 и Eu на 22.4 cm–1), что
связывается или с проблемами эксперименталь-
ных определений при низких длинах волн, или с
влиянием дисперсионных взаимодействий (Vale-
nzano et al., 2007). Максимальные расхождения
колебательных мод арагонита (табл. 1Б) объясня-
ется их нестабильностью (“мягкие” моды, Carter-
et et al., 2013) и выраженной зависимостью дан-
ных мод от объема решетки. Для удобства сопо-
ставлений с ранее полученными результатами
приведено среднеквадратичное отклонение вы-
численных частот (ΔMSWD) относительно экспери-
ментальных данных (табл. 1). Без учета аномаль-
ных значений ΔMSWD составляет 5.3 см–1 (каль-
цит), 6.9 см–1 (магнезит) и 9.7 см–1 (доломит).
Среднеквадратичное отклонение вычисленных
частот арагонита составляет 7.6 см–1 (11.5 см–1 с
учетом аномальных мод). Более показательно со-
поставление с учетом регрессионной зависимо-
сти между вычисленными и экспериментальны-
ми (по ИК- или Рамановским спектрам) частота-
ми  = SFωi, где SF – так называемый
масштабный фактор – коэффициент линейной
регрессии между вычисленными и наблюдаемы-
ми частотами (Schauble, Young, 2021). Масштаб-
ный фактор определяет систематическое откло-
нение вычисленных значений частот относитель-
но экспериментальных и в ряде случаев
используется в качестве поправки вычисленных
частот и, соответственно, величин β-факторов
(см. ниже). Полученные SF отклоняются от еди-
ницы не более чем на 0.1–0.4% (табл. 1), а средне-
квадратичное отклонение отношений  от
единицы составляет 0.015–0.05.

Для определения β-факторов и их температур-
ных зависимостей 1) для каждой фазы вычислены
изменения частот при изотопных замещениях,
2) по формуле (1) для температур от 0 до 1500°С с
шагом 10°C определены 1000lnβ, которые интерпо-
лированы с использованием полинома 1000lnβ =
= ax + bx2 + cx3, x = 106/T2 (табл. 2). Ошибка ап-
проксимации кубическим полиномом во всех
случаях не превышает 0.02%о при температурах
выше 100°C и 0.03‰ при температурах выше 0°C
(R2 > 0.999). По представленным данным можно
определить факторы изотопного фракциониро-
вания между карбонатами, карбонатами и H2O–
CO2 флюидами, а также другими фазами с уже из-
вестными β-факторами.

ωexp
i

ω ωexp
i i



ГЕОХИМИЯ  том 67  № 10  2022

ФРАКЦИОНИРОВАНИЕ СТАБИЛЬНЫХ ИЗОТОПОВ В Сa–Mg КАРБОНАТАХ 945

Влияние отклонения вычисленных значений
частот от экспериментальных спектров на β-фак-
торы можно оценить с помощью масштабного
фактора SF. Коэффициенты a, b и c кубического
полинома 1000lnβ пропорциональны начальным
моментам функции распределения по фононным
частотам 2i (Поляков и др., 2019; Shiryaev et al.,
2020), поэтому при пропорциональном измене-
нии всех частот на фактор SF, aSF = aSF2, bSF =
= bSF4, cSF = cSF6. Полученные в работе значения
SF кальцита, магнезита, доломита (табл. 1А) со-
ставляют 1.0005–1.0020 и не приводят к сколько-
нибудь значительному изменению величин β
(табл. 2). Скорректированные с учетом масштаб-
ного фактора значения 1000lnβ по кислороду
кальцита отличаются на 0.4 при Т = 0°С и на 0.08
при 500°С. Для углерода соответствующие изме-
нения составляют 0.7 при Т = 0°С и 0.15 при
500°С. Для арагонита (табл. 1Б) SF = 0.996 и соот-
ветствующие отличия составляют 0.7–0.15 (0–
500°C, 1000lnβ18O) и 1.4–0.25 (0–500°C, 1000lnβ13C).

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Сравнение с расчетами β-факторов,

выполненными полуэмпирическими методами 
и “из первых принципов” и изотопным 
фракционированием в экспериментах

В табл. 2 для сравнения приведены данные
расчетов β-факторов карбонатов с использовани-
ем значений экспериментально наблюдаемых ча-
стот (согласование силовых постоянных с экспе-
риментальными частотами: Chacko et al., 1991;
Deines, 2004; Chacko, Deines, 2008, применение
унифицированных правил при оценках изотоп-
ных сдвигов частот: Clayton, Kieffer, 1991 – далее
условно для краткости “полуэмпирические” ме-
тоды определения β-факторов), а также неэмпи-
рическими (“ab-initio”) методами с применением
базиса плоских волн (DFPT – теории возмущений
функционала плотности, Schauble et al., 2006;
Schauble, 2011) и других DFT методов (Rustad et al.,
2010). Учитывая вероятное взаимодействие с уг-
лекислотой при образовании карбонатов, в таб-
лице также приведены значения 

Полученные результаты во многих случаях близ-
ки ab-initio вычислениям DFPT (Schauble et al.,
2006). Максимальные расхождения проявляются
для магнезита (1000lnβ18O1 и 1000lnβ13C при тем-
пературах 0–200°С отличаются, соответственно
на 0.3–0.2 и 1.9–1.0, сплошные линии на рис. 2).
Для кальцита результаты отличаются на 0.8–0.2
(0–200°C) (1000lnβ18O) и на 0.5 (0°C) – 0.2 (200°C)
(1000lnβ13C); для доломита в этом же интервале

1 Здесь и далее 18O, 13C, 26Mg, 44Ca в выражениях для факто-
ров фракционирования и β-факторов обозначают замеще-
ния 18O/16O, 13C/12C, 26Mg/24Mg, 44Ca/40Ca, соответственно.

β
2CO1000ln .

температуры – на 1.1–0.5 (1000lnβ18O) и 0.1–0.2
(1000lnβ13C), для арагонита – на 0.5–0.1 (1000lnβ18O)
и 0.9–0.4 (1000lnβ13C). Применение единого мас-
штабного множителя (Schauble, Young, 2021) дает
несколько большие значения 1000lnβ18O (отли-
чие в интервале 0–200°C составляет 0.9–0.6). Ре-
зультаты полуэмпирических расчетов в том же
интервале отклоняются (пунктирные линии на
рис. 2) для магнезита на 1–2, (и до более высоких
температур), доломита 0.10–0.08 и арагонита 1.1–
0.7. 1000lnβ18O кальцита при температурах до
100°C отличаются более существенно (до несколь-
ких единиц). Все β-факторы по углероду, опреде-
ленные полуэмпирическим методом (Deines, 2004),
существенно отличаются от результатов расчетов из
первых принципов (штриховые линии на рис. 2).
Расхождение может обуславливаться выбором
частот (ν3, Mironenko et al., 2018).

Согласование расчетов DFT с эксперимен-
тальными данными может быть критичным при
оценке достоверности различных методов. Воз-
можные ошибки и расхождения методов DFT обу-
славливаются неизбежными приближениями при
выборе обменно-корреляционных функционалов
взаимодействия электронов, базисных функций
для описания атомов, численными ошибками при
расчетах. Ошибки экспериментальных результа-
тов нередко вызываются проблемами достижения
и контроля изотопного равновесия, возможным пе-
рераспределением изотопов при охлаждении, влия-
нием других физико-химических условий экспе-
риментов (давление, составы реагентов). На
рис. 3 показаны результаты сравнения факторов
изотопного фракционирования кислорода и уг-
лерода в системе карбонат-CO2, полученными
методами DFT, расчетами по модельным спек-
трам, с наиболее представительными результата-
ми экспериментов прямого обмена, а также оса-
ждения карбонатов (кальцита). Расчетные значе-
ния факторов фракционирования 18O/16O между
CO2 и кальцитом практически не отличается от
“эталонных” экспериментальных результатов
(Chacko et al., 1991). Результаты других экспери-
ментов отклоняются более существенно (более
чем на +1.5‰ при T 350–610°C, O’Neil, Epstein,
1966, –1…–1.5‰, T 500–900°C, Scheele, Hoefs,
1992). Можно отметить, что результаты вычисле-
ний по модельным спектрам (Поляков, 2008) так-
же соответствуют результатам DFT. Известные
экспериментальные определения фракциониро-
вания 18O/16O между CO2 и доломитом недоста-
точно представительны. При T 350–610°C откло-
нения составляют до +1‰ (O’Neil, Epstein, 1966),
при более низких температурах – около ±0.5‰
(Horita, 2014). Известные экспериментальные дан-
ные по обмену 13C/12C между карбонатами и CO2 в
целом удовлетворительно согласуются с расчетны-
ми (рис. 3в–3д). Выраженные отличия экспери-
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Таблица 1. Вычисленные частоты колебаний карбонатов ω (см–1) для единичных ячеек (Nq = 1)
А. Тригональные карбонаты

Симм
моды

Кальцит Магнезит
Симм
моды

Доломит

НР [1] Δ НР [1] Δ НР [2] Δ

A1g 1084.7 1086 1.3 1102.4 1096 –6.4 Ag 234.6 229 5.6

A1u 284.5 – – 372.1 – – Ag 336.2 340 1.2

A1u 1085.4 – – 1096.7 – – Ag 888.3 881.7 8.3

A2g 192.3 – – 295.6 – – Ag 1097.4 1098.1 –1.6

A2g 310.4 – – 360.8 – – Au 170.2 145 24.2

A2g 882.0 – – 888.3 – – Au 310.7 320 –3.3

A2u 125.7 92 –33.7 239.4 230 –9.4 Au 354.2 408 –6.8

A2u 296.2 303 6.8 355.0 362 7.0 Au 878.1 880 –0.9

A2u 874.0 872 –2.0 880.1 876 –4.1 Au 1098.2 1098.1 –1.8

Eg 157.1 156 –1.1 207.6 212 4.4 Eg 175.7 176 –0.3

Eg 276.7 284 7.3 322.9 332 9.1 Eg 294.7 301 –6.3

Eg 710.6 712 1.4 737.4 735 –2.4 Eg 722.7 723 –1.3

Eg 1431.8 1434 2.2 1454.7 1460 5.3 Eg 1436.4 1442 –7.6

Eu 124.4 102 –22.4 237.5 225 –12.5 Eu 166.1 159 16.1

Eu 219.7 223 3.3 298.5 301 2.5 Eu 253.4 252 –1.6

Eu 287.3 297 9.7 344.4 356 11.6 Eu 334.6 340 –10.4

Eu 711.2 712 0.8 746.5 747 0.5 Eu 726.4 723.9 –1.6

Eu 1398.9 1407 8.1 1434.1 1436 1.9 Eu 1414.9 1417 –20.1

ΔMSWD – – 12.2/5.3* – – 6.9 – – – 9.7

Δ(ωi/ ) – – 0.127/0.015* – – 0.025 – – – 0.055

R2 0.99974 – – 0.99992 – – – 0.99962 – –

SF 1.00219 – – 1.00055 – – – 1.00264 – –

σSF 0.00464 – – 0.00258 – – – 0.00477 – –

ωexp
i
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Примечания. НР – настоящая работа, Δ = ωi –  среднеквадратичные отклонения ΔMSWD = 

 =  SF – масштабный фактор, σSF – стандартное отклонение масштабного фактора, R2 – коэф-

фициент детерминации. Индексы ΔMSWD и  приведены с учетом и без учета (*) резко выделяющихся мод (Valenza-

no et al., 2007). Экспериментальные данные: [1] – Hellwege et al. (1970), [2] – Zhuravlev, Atuchin (2020) и ссылки там же), [3] –
Carteret et al. (2013).
В соответствии с неприводимыми представлениями группы R–3c (кальцит, магнезит) 27 мод колебаний в точке Γ (без учета
акустических мод) делятся на:
Γtot (cal, mgs) = A1g ⊕ 2A1u ⊕ 3A2g ⊕3A2u ⊕ 4Eg ⊕ 5Eu; A1g и Eg моды активны в спектрах Рамана, A2u и Eu активны в инфракрасных
спектрах, A1u и A2g спектроскопически неактивны (немые моды). Для доломита (пространственная группа R–3):
Γtot (dol) = 4Eg ⊕ 4Ag ⊕ 5Eu ⊕ 5Au. Все моды активны либо в Рамановском (Ag, Eg), либо в инфракрасном спектрах (Au, Eu).
Для арагонита (пространственная группа Pnma):
Гtot (arg) = 9Ag ⊕ 6Au ⊕ 6B1g ⊕ 8B1u ⊕ 9B2g ⊕ 5B2u ⊕ ⊕ 6B3g ⊕ 8B3u
Моды Ag, B1g, B2g, B3g активны в Рамановском спектре, B1u, B2u, B3u активны в инфракрасном спектре, моды Au спектроско-
пически неактивны.

Б. Арагонит
Симм.
моды НР [3] Δ Симм.

моды НР [3] Δ

Ag 148.5 141.5 7.0 B3u 57.6 105.4 –47.8
Ag 160.8 160.5 0.3 B3u 156.3 164.2 –7.9
Ag 194.6 193.8 0.8 B3u 194.6 219.9 –25.3
Ag 203.2 213.5 –10.3 B3u 696.9 699.8 –2.9
Ag 278.1 283.5 –5.4 B3u 1444.2 1444.5 –0.3
Ag 703.2 704.9 –1.7 B2g 97.7 122.5 –24.8
Ag 862.3 853 9.3 B2g 165.6 179.6 –14.0
Ag 1095.2 1085.5 9.7 B2g 175.9 189.5 –13.6
Ag 1474.9 1463 11.9 B2g 269.7 271.5 –1.8
B1g 93.5 112.6 –19.1 B2g 700.8 700.6 0.2
B1g 149.9 151.7 –1.8 B2g 1414.1 – –
B1g 196.8 – – B2u 172.5 183.1 –10.6
B1g 212.3 213.9 –1.6 B2u 208.5 207.8 0.7
B1g 705.1 705.7 –0.6 B2u 267.7 259.2 8.5
B1g 1463.1 1461.5 1.6 B2u 286.9 286.9 0.0
B1u 146.8 144.4 2.4 B2u 718.1 718.3 –0.2
B1u 197.8 208.6 –10.8 B2u 861.4 852.2 9.2
B1u 243.4 249.5 –6.1 B2u 1092.8 1082.8 10.0
B1u 292.2 298 –5.8 B2u 1471.0 – –
B1u 711.1 712.4 –1.3 Au 62.7 – –
B1u 912.8 908.8 4.0 Au 131.7 – –
B1u 1092.8 1082.8 10.0 Au 141.7 – –
B1u 1475.1 1466.6 8.5 Au 259.4 – –
B3g 181.3 178.8 2.5 Au 691.5 – –
B3g 206.6 205.1 1.5 Au 1391.6 – –
B3g 247.9 246.8 1.1
B3g 259.6 259.5 0.1
B3g 278.0 – –
B3g 713.7 715.8 –2.1
B3g 911.6 908 3.6
B3g 1091.5 1085 6.5
B3g 1592.7 1574 18.7
ΔMSWD – – 11.5/7.6*

Δ(ωi/ ) – – 0.050

R2 0.99976 – –
SF 0.99604 – –
σSF 0.00228 – –

ωexp
i

ωexp,i ( )ω − ω
�

2exp1 ,i in

( )Δ ω ωexp
i i

 ω−  ω 


�
2exp

1 1 ,i

i
n

( )Δ ω ωexp
i i

Таблица 1.  Окончание
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Таблица 2. Температурные зависимости 1000lnβ карбонатов

Фаза Метод определения
Коэффициенты полинома

a b c

1000lnβ18O/16O
Кальцит Настоящая работа 11.61731 –0.35135 0.00896

Настоящая работа, SF 11.66034 –0.35444 0.00908
Chacko et al., 1991 11.781 –0.35389 0.00871
Clayton, Kieffer, 1991 11.60262 –0.420 0.0158
Chacko, Deines, 2008 11.57341 –0.36065 0.00921
Schauble et al., 2006 11.82380 –0.35494 0.00903
Schauble, Young, 2021 11.46663 –0.37432 0.00978
Поляков, 2008 12.41005 –0.31930 0.00736

Кальцит-II Настоящая работа 12.61359 –0.36714 0.00928
Магнезит Настоящая работа 12.62741 –0.38147 0.00983

Настоящая работа, SF 13.02103 –0.38231 0.00986
Chacko, Deines, 2008 12.69857 –0.40248 0.01026
Schauble et al., 2006 12.80697 –0.38774 0.00999
Schauble, Young, 2021 12.06980 –0.39928 0.01049

Доломит Настоящая работа 12.13264 –0.36695 0.00936
Настоящая работа, SF 12.16397 –0.37078 0.00951
Chacko, Deines, 2008 11.99693 –0.37396 0.00952
Schauble et al., 2006 12.32338 –0.36261 0.0092
Schauble, Young, 2021 11.72965 –0.38883 0.01021

Арагонит Настоящая работа 11.63702 –0.36723 0.00952
Настоящая работа, SF 11.86253 –0.36145 0.00930
Chacko, Deines, 2008 11.64129 –0.37983 0.00991
Schauble et al., 2006 11.82977 –0.36644 0.00945
Schauble, Young, 2021 15.95360 –0.38375 0.01015

CO2 Chacko, Deines, 2008 15.76702 –0.86793 0.02842
Schauble, Young, 2021 15.65118 –0.85830 0.02816
Richet et al., 1977 15.65118 –0.78419 0.023637
Chacko et al., 1991 15.85281 –0.83525 0.026319

1000lnβ13C/12C
Кальцит Настоящая работа 24.74146 –1.08046 0.03137

Настоящая работа, SF 24.85017 –1.08998 0.03179
Chiba et al., 1991 23.63778 –1.78256 0.06211
Deines 2004 24.65515 –1.01049 0.02908
Schauble et al., 2006 24.40024 –1.07872 0.03121
Поляков, 2008 25.03234 –1.03831 0.02928

Кальцит-II Настоящая работа 25.86077 –1.11145 0.03220
Магнезит Настоящая работа 25.88910 –1.17126 0.03461

Настоящая работа, SF 24.63918 –1.17383 0.03472
Deines, 2004 25.56288 –1.07421 0.03127
Schauble et al., 2006 25.04203 –1.14462 0.03355

Доломит Настоящая работа 25.17241 –1.11104 0.03228
Настоящая работа, SF 23.96752 –1.12264 0.03278
Deines, 2004 25.06682 –1.02807 0.02965
Schauble et al., 2006 25.11985 –1.1081 0.03225

Арагонит Настоящая работа 24.92147 –1.11919 0.03277
Настоящая работа, SF 24.48351 –1.10158 0.03200
Deines, 2004 25.03292 –1.08524 0.03185
Schauble et al., 2006 26.81889 –1.10928 0.03231

CO2 Richet et al., 1977 26.85167 –1.61264 0.053374
Polyakov, Kharlashina, 1995 26.85167 –1.64709 0.055329
Chacko et al., 1991 27.55094 –1.78103 0.062031
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ментов (до ±1‰) наблюдаются при повышенных
температурах (>500°C) при обмене кальцит-CO2
(Scheele, Hoefs, 1992).

Теоретические факторы фракционирования
(DFT – сплошные, на основе модельных спектров –
пунктирные линии) рассчитаны относительно

 (Chacko et al., 1991). Kr – настоящая
работа, DFT – усредненные результаты, SGE
(Schauble et al., 2006), остальные обозначения –
см. рис. 2. Экспериментальные данные (точеч-
ные линии): Hor (Horita, 2014); NeEp (O’Neil,
Epstein, 1966), ScHo (Scheele, Hoefs 1992), RGM
(Romanek et al., 1992), Ros (Rosenbaum, 1994, за-
литый треугольник), JL (Jiménez-López et al., 2001,
залитый кружок), Pol (Поляков, 2008). PMA – (база
данных GEOCHEQ_ISOTOPE, Поляков и др.,
2021). Тройная сплошная линия (б) – совпадаю-
щие результаты CO2-доломит (Kr, DFT, CD). За-
темненные квадраты (б) – Hor (показаны резуль-
таты при 100 и 150°С, данные для 250°С суще-
ственно варьируют, вероятно их искажение,
Horita, 2014). В интервале 20–60°С эксперимен-
тальные определения  при осаждении

β
2CO1000ln

α
2CO1000ln

кальцита (Emrich et al., 1970) практически совпада-
ют с результатами DFT расчетов (на рис. 3в линии
сливаются).

Сравнение вычисленного фракционирования
18O/16O между карбонатами (кальцитом, доломи-
том) и H2O с экспериментальными данными
представлено на рис. 4. При температурах меньше
100°С вычисленные 1000ln α18O кальцит-H2O
(рис. 4а) практически совпадают с эксперимен-
тальными результатами (O’Neil et al., 1969), а при
температурах менее 20°С – с результатами (Hori-
ta, Clayton, 2007). Значения 1000lnα18O доломит-
H2O отличаются незначительно (0.1–0.2‰) от
оценок, основанных на комбинации экспери-
ментальных результатов (Horita, 2014). При T
200–350°C (рис. 4б) отклонение оценок с приме-
нением β-факторов жидкой воды (Schauble, Young,
2021) дает отклонения около –0.5‰ относительно
экспериментальных определений (O’Neil et al.,
1969) и при T > 350°C расхождения оценок факто-
ра фракционирования увеличиваются. При рас-
четах с использованием β-факторов водяного па-
ра отклонения уменьшаются практически до нуля

Примечания. SF – частоты скорректированы с учетом масштабного множителя (табл. 1).
Параметры DFT расчетов: Schauble et al., 2006: теория возмущений функционала плотности (DFPT), псевдопотенциалы плос-
ких волн (PW-PP), функционал Perdew-Becke-Ernzerhof (PBE). Schauble, Young, 2021: присоединенные плоские волны (PAW),
функционал PBE, использован единый масштабный множитель SF = 1.043. Schauble et al., 2011: DFPT, PP, PBE. Rustad et al.,
2010: функционал B3LYP, PW-PP. Все данные приведены к кубическим полиномам 1000lnβ от x = 106/T2(K–2).
Кальцит-II – высокобарическая моноклинная (C2/m) модификация CaCO3. Для удобства сравнения все результаты пересчи-
таны к полиному 1000lnβ = ax + bx2 + cx3, x = 106/T2 (K–2).

1000lnβ 26Mg/24Mg
Магнезит Настоящая работа 2.00812 –0.01328 0.00021

Настоящая работа, SF 2.1078 –0.01331 0.00021
Rustad et al., 2010 2.01280 –0.0102
Schauble et al., 2011 2.06924 –0.01295 0.00017

Доломит Настоящая работа 2.08001 –0.01314 0.00020
Настоящая работа, SF 2.3226 –0.01328 0.00020
Rustad et al., 2010 2.11540 –0.0115
Schauble et al., 2011 2.11540 –0.01295 0.00017

1000lnβ 44Ca/40Ca
Кальцит Настоящая работа 1.27701 –0.00591 0.00010

Настоящая работа, SF 1.4714 –0.00597 0.00010
Rustad et al., 2010 1.33152 –0.0053
Поляков, 2008 1.34175 0.005602 –0.00051

Кальцит-II Настоящая работа 1.22075 –0.00692 0.00012
Доломит Настоящая работа 1.22711 –0.00599 0.00010

Настоящая работа, SF 1.2748 –0.00605 0.00010
Rustad et al., 2010 0.97924 –0.0041

Арагонит Настоящая работа 0.97151 –0.00496 0.00011

Фаза Метод определения
Коэффициенты полинома

a b c

Таблица 2.  Окончание
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(приближение к критическому состоянию H2O).
Аналогично, при T до 300–350°С вычисленные
значения 1000lnα18O приближается к экспери-
ментальным при равновесии доломита с водяным

паром, а при T > 350°C – при равновесии доломи-
та с H2O в надкритическом состоянии (рис. 4б).

Теоретические факторы фракционирования
(кальцит-H2O – сплошные, доломит-H2O –

Рис. 2. Сравнение 1000lnβ карбонатов, полученных DFT и полуэмпирическими методами. Δ18O и Δ13С по вертикаль-
ным осям – отличия 1000lnβ18O и 1000lnβ13C результатов настоящей работы и другими данными: сплошная линия на
всех графиках (Schauble et al., 2006); SY (Schauble, Young, 2021); CD (Chacko, Deines, 2008); CM (Chacko et al., 1991);
CK (Clayton, Kieffer, 1991); Dei (Deines, 2004). Данные настоящей работы приведены с учетом масштабного множите-
ля. Области совпадения результатов (Δ ≈ 0) затемнены.
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штрихпунктирные линии) рассчитаны относи-
тельно  (Schauble, Young, 2021: жидкой
воды – H2OL, водяного пара – H2OV, надкрити-
ческой фазы – H2Osc).

Экспериментальные данные по кальциту
(пунктирные линии): NCM (O’Neil et al., 1969),
KNH (Kim et al., 2007), HC (Horita, Clayton, 2007)
и доломиту (штриховая линия): Hor (Horita,
2014), NC (Norton, Clayton, 1966). Результаты
Kim, O’Neil, 1997 совпадают с HC и на рисунке не
показаны.

В целом можно отметить, что расхождение
оценок, полученных “из первых принципов” в

β
2H O1000ln

ряде случаев меньше, чем отклонения различных
экспериментальных данных между собой. Мини-
мальное расхождение получено по фракциониро-
ванию 18O/16O в системе кальцит-CO2 (экспери-
менты Chacko et al., 1991), более выражены отли-
чия факторов фракционирования 13C/12C. На
определение величины изотопного фракциони-
рования карбонатов с H2O существенно влияет
различие β-факторов в зависимости от условий
(жидкость, пар, надкритическое состояние).

Вычисленные β-факторы “нетрадиционных”
изотопов магния (1000lnβ26Mg) для магнезита
практически совпадают с результатами DFPT

Рис. 3. Фракционирование изотопов 18O/16O (а, б) и 13C/12C (в, г, д) между карбонатами и CO2.
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(Schauble, 2011), для доломита отличия составля-
ют 0.5–0.2 (0–200°C). Отличие результатов других
известных DFT вычислений (Rustad et al., 2010) со-
ставляет для магнезита 1.4–0.5 (1000lnβ18O) и 3.1–
1.1 (1000lnβ13C) для доломита. Вычисленные в том
же интервале температур 1000lnβ44Ca отличаются
на 2.5–0.9 (кальцит, Rustad et al., 2010) и 0.8–0.2
(доломит, там же).

Фракционирование магнезит – кальцит опреде-
ляется выражениями (по данным табл. 2, с учетом
масштабного множителя):

(2)

Согласно (2), при 0°С равновесное изотопное
фракционирование 18O/16O между магнезитом и
кальцитом достигает 10.4‰ (4.0‰ при 200°С),
фракционирование 13С/12С при 0°С составляет
7.4‰ (3.7‰ при 200°С). Для сравнения, по дан-
ным расчетов методом DFPT с применением базис-
ных функций в виде плоских волн и псевдопотенци-
алов (Schauble et al., 2006) 103lnα18Omgs-cal(0°С) =
= 11.4‰ , 103lnα13Cmgs-cal(0°C) = 6.0%o. Таким об-
разом отличия результатов, полученных различ-
ными методами DFT, при низких температурах
составляет 1‰ (18O/16O) и 1.4‰ (13C/12C). Резуль-

α = −
− +

α = −
− +

3 18
-
2 3

3 13
-

2 3

10 ln O 1.01010

0.02787 0.00078 ,

10 ln C  1.14764

0.08387 0.00294 .

mgs cal

mgs cal

x

x x

x

x x

таты, полученные с использованием эксперимен-
тальных частот для определения силовых посто-
янных (Chacko, Deines, 2008; Deines, 2004) отли-
чаются от результатов DFT более существенно:
103lnα18Omgs-cal(0°С) = 14.0‰, 103lnα13Cmgs-cal(0°С) =
= 7.1‰. Отличия температур, вычисленных с
применением разных калибровок в диапазоне 0–
200°С, возрастают и особенно существенны при
сравнениях результатов ab-initio расчетов с полу-
эмпирическими калибровками (Deines, 2004;
Chacko, Deines, 2008), что обуславливается неод-
нозначным выбором частот при моделировании
спектров.

При изоморфном вхождении Mg в решетку
кальцита факторы изотопного фракционирова-
ния магнезит-кальцит в целом уменьшаются. Для
корректировки β-факторов кальцита можно вос-
пользоваться результатами определения 1000lnβ в
зависимости от содержания Mg (рис. 5):

(3)

где a, b, c – коэффициенты полиномиальной за-
висимости 1000lnβ без учета вхождения Mg в ре-
шетку кальцита (табл. 2), Δa, Δb, Δс – изменение
указанных коэффициентов за счет вхождения Mg
(рис. 3). Необходимо отметить, что отклонение от
идеальности изоморфизма приводит к суще-
ственному отклонению от линейного соотноше-
ния 1000lnβ vs Mgcal.

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

β = β +
+ Δ β = + Δ + + Δ +

+ Δ

cal cal
2

cal
3

1000 ln ,Mg 1000 ln

1000 ln Mg

+ ,

x x

a a x b b x

c c x

Рис. 4. Фракционирование изотопов 18O/16O (а: 20–100°C; б: 200–600°C) между карбонатами и H2O.
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Фракционирование изотопов кислорода и угле-
рода между доломитом и кальцитом. Изотопный
термометр доломит-кальцит – один из наиболее
применяемых при изучении происхождения кар-
бонатных пород. Термометр первоначально был
откалиброван эмпирически (Goldsmith, Graph,
1958) на основе содержания Mg в кальците и
кальцит-доломитового сольвуса. Эксперимен-
тальная калибровка (Sheppard, Schwartz, 1970)
значительно отличается от эмпирической вслед-
ствие возможного перераспределения изотопов
при охлаждении. Фракционирование изотопов в
случае, если кальцит представлен чистым CaCO3,

по результатам проведенных в настоящей работе
расчетов дается выражениями:

(4)

При этом 103lnα18Odol-cal (25°С) = 4.3‰,
103lnα13Cdol-cal (25°С) = 2.1‰, что очень близко ре-
зультатам других определений (Schauble et al.,
2006 при 0°С отличаются на 0.3 и на 0.2‰ при

α = − +
+

α = −
+

+

3 18 2
-

3

3 13 2
-

3

10 ln 0.51533 0.01634

0.00043 ,

10 ln 0.43095 0.03268

 0.00100 .
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O x x

x

C x x

x

Рис. 5. 1000lnβ кальцита в зависимости от содержания Mg. Δa, Δb, Δc – изменение соответствующих коэффициентов
полиномов температурной зависимости 1000lnβ кальцита (табл. 2) при мольной доле Mg в кальците, m.

Mg в кальците

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Δa

0

0.4

0.8

1.2

1.6
1000lnβ18O

Δa = −1.37172m3 + 1.02924m2 + 
+ 1.38411m

R2 = 0.98663

0 0.5 1.0
0

0.4

0.8

1.2

1.6
1000lnβ13C

Δa = 1.66046m3 − 2.20147m2 + 
+ 1.66807m

R2 = 0.99249

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Δb

−0.04

−0.02

0

Δb = −0.02260m3 + 0.05846m2 − 
− 0.06382m

R2 = 0.99853

0 0.5 1.0

−0.08

−0.10

−0.06

−0.04

−0.02

0

Δb = −0.21078m3 + 0.26427m2 − 
− 0.13475m

R2 = 0.97827

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Δc

0

0.0005

0.0010
Δc = 0.00190m3 − 0.00295m2 + 

+ 0.00182m
R2 = 0.99041

0 0.5 1.0
0

0.001

0.002

0.003

0.004
Δc = 0.00884m3 − 0.01081m2 + 

+ 0.00481m
R2 = 0.96927



954

ГЕОХИМИЯ  том 67  № 10  2022

КРЫЛОВ

200°С), так что вычисленные в диапазоне 0–
200°С температуры отличаются не более чем на
10–30°C (рис. 6).

Изоморфное замещение Ca на Mg в кальците,
наблюдаемое как в условиях накопления осадков,
так и при повышенных температурах, существенно
влияет на изотопное фракционирование и должно
учитываться при расчетах (Jiménez-López et al.,
2004; Chacko, Deines, 2008). Если твердый раствор
CaCO3–MgCO3 идеальный, то справедливо соот-
ношение:

(5)

где m – мольная доля магния в кальците. Резуль-
таты близки экспериментальным значениям изо-
топного фракционирования при синтезе Mg-
кальцита (при 25°C 103lnα18O возрастает 0.17‰ на
моль MgCO3, Jiménez-López et al., 2004) и состав-
ляют при той же температуре 0.13‰ на моль
MgCO3. Учитывая, особенно с увеличением содер-
жания Mg, отклонение от идеальности, при вы-
числениях факторов изотопного фракционирова-
ния (рис. 5) вместо линейного соотношения (5)
справедливы более сложные зависимости:
103lnα(dol-cal) = 1000lnβdol – 1000lnβcal(x,Mg), где 
1000lnβcal(x,Mg) определяется соотношением (3).

Согласно полученным в настоящей работе
данным, равновесное фракционирование изото-

( )
( )

α = β − β −
− β − β

310 ln - 1000 ln 1000 ln
1000 ln 1000 ln ,

dol cal

mgs cal

dol cal
m

пов магния между магнезитом и доломитом при
низкой T (0°С) составляет –0.98‰, а при 200°C –
0.32‰. Другие оценки составляют, соответствен-
но –1.36, –0.46‰ (Schauble et al., 2006) и ‒2.64,
–0.93‰ (Rustad et al., 2010). Фракционирование
изотопов кальция по нашим результатам состав-
ляет 0.42‰ (cal-dol), 4.55‰ (cal-arg) при 0°С и,
соответственно 0.13 и 1.60 при 200°С. Другие
оценки составляют 1.27 и 0.44 (cal-dol 0 и 200°С,
Wang et al., 2017), 2.42, 0.85 (Rustad et al., 2010). В
паре cal-arg разброс менее значительный (4.55 vs
3.33 Wang et al., 2017 при 0°С).

Влияние давления на β-факторы карбонатов

Влияние давления на β-факторы определяется
посредством равенства:

(6)

где KT – изотермический модуль объемной упру-
гости, V – объем ячейки, P – давление. Величины
β-фактора определены при разных объемах кри-
сталлической решетки и выражены в виде попра-
вок к коэффициентам полиномиального разло-
жения 1000lnβ (табл. 3), что согласуется с расчета-
ми влияния P по изменениям частот колебаний
(Polyakov, Kharlashina, 1994; Polyakov, 1998). В ка-
честве оценок KT приняты значения, рассчитан-
ные в рамках квазигармонического приближения
(CRYSTAL17, Erba, 2014).

( ) ( ) ( ) ( )∂ β ∂ β Δ β∂= ≈ −
∂ ∂ ∂ Δ
ln ln ln1 ,

lnTT T TT

V
P V P K V

Рис. 6. Отклонение температуры по доломит-кальцитовому геотермометру относительно результатов настоящей
работы. Одинарные линии – по распределению изотопов кислорода, двойные линии – по распределению изотопов
углерода. Обозначения – см. рис. 2. Пунктиром ограничена область ошибки при измерении величин δ18O с
точностью ±0.05‰. Данные настоящей работы приведены с учетом масштабного множителя.

CD

SY

0 100 200 300 400
−50

−25

0

25

50

Dei
SGE

T, C

ΔT



ГЕОХИМИЯ  том 67  № 10  2022

ФРАКЦИОНИРОВАНИЕ СТАБИЛЬНЫХ ИЗОТОПОВ В Сa–Mg КАРБОНАТАХ 955

Таблица 3. Влияние давления на β-факторы (квазигармоническое приближение)

Примечания. Поправка 1000lnβ на давление Δ1000lnβ ≈ P(ГПа)*(aP·x + bP·x
2 + cP·x

3), где x = 106/T2 (K–2).
Параметры уравнения состояния (EoS) карбонатов в QHA приближении – см. табл. 4. 

* Вычисления с использованием параметров Грюнайзена для EoS 3-го порядка. 
** Пересчитаны к кубическому полиному (P = 0–3 ГПа).

Минерал
Модуль упругости Δ1000lnβ/ΔP

KT, ГПа KT′ aP bP cP

18O/16O

Кальцит 75.40 4.20 0.126660 –0.00557 0.000171

Polyakov, Kharlashina, 1994* 0.1004 –0.0032 –

Поляков, 2008** 0.14700 –0.00624 0.00000

Магнезит 105.98 4.59 0.099316 –0.00362 0.000101

Доломит 100.25 4.90 0.105119 –0.0046 0.000144

Арагонит 71.87 5.03 0.117319 –0.00425 0.000128
13C/12C

Кальцит – – 0.136937 –0.01129 0.000419

Поляков, 2008** 0.26835 –0.01256 –

Магнезит – – 0.103667 –0.00743 0.000248

Доломит – – 0.116308 –0.01007 0.000388

Арагонит – – 0.127052 –0.01122 0.000462

Таблица 4. Уравнения состояния (EoS) карбонатов

Примечания. Вычисления по алгоритму Erba (2014). 
* Экспериментальные данные согласованы со значением  = 4. LFOKF08 (Litasov et al., 2008), RoRe92 (Ross, Reeder, 1992),
ReAn99 (Redfern, Angel 1999), FGK02 (Fiquet et al., 2002), LZCWQ15 (Li et al., 2015), HLHXL17 (Huang et al., 2017), LSGBD17
(Litasov et al., 2017).

Фаза V0, Å3 E, a.u. KT, ГПа KT′ Метод Источник

Кальцит 121.83 –1883.1557 75.40 4.20 DFT Наст. работа

122.60 – 73.46 4.00* Эксп. ReAn99

Магнезит 91.59 –928.1875 105.98 4.59 DFT Наст. работа

93.18 – 97.1 5.44 Эксп. LFOKF08

93.18 – 108.4;110.3;107.2 4.00* Эксп. LFOKF08

93.07 – 108 5.00 Эксп. FGK02

Доломит 105.20 –1405.6751 100.25 4.90 DFT Наст. работа

106.74 – 94 4* Эксп. RoRe92

Арагонит 228.63 –3766.2839 71.87 5.03 DFT Наст. работа

226.71 – 65.24 4.95 Эксп. LZCWQ15

232.50 – 66.09 4.64 DFT HLHXL17

227.11 – 65.78 5.10 Эксп. LSGBD17

227.11 – 67.08 4.74 Эксп. LSGBD17

0'K
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Увеличение величины β-фактора в результате
компрессии может компенсироваться его умень-
шением при тепловом расширении:

(7)

где αT – коэффициент объемного теплового рас-
ширения (Δβ = 0 если αTΔT = ΔP/KT).

Отклонения от линейности зависимости
β(V)T пренебрежимо малы, так что ∂lnβ/∂V по-
стоянные (для каждого карбоната) величины
(пример β(V) кальцита при разных температурах
показан на рис. 7), KT меняется в зависимости от
давления (учтена первая производная по давлению:
KT ≈ KT, 0 + ), αT зависит от температуры
(αT ≈ αT + αTT).

При давлениях до 1.5 ГПа, ограничивающих
поле стабильности кальцита-I, максимальный
вычисленный эффект давления составляет 1.4‰
по кислороду (1.5‰ по углероду). При более вы-
соких давлениях кальцит-I становится неустой-
чивым и переходит в высокобарическую фазу
кальцит-II, что сопровождается увеличением β
(табл. 2). Возможный геотермический градиент
ограничивает изменение β-факторов под влияни-
ем давления. При давлении 2 ГПа, изменение
1000lnβ достигает 2.0, 0.8 и 0.3 (T = 0, 200, 500°C),
но учитывая возможные геотермические гради-
енты, может превышать 0.5–1.0 только в условиях

( ) ( ) ( ) ( )∂ β ∂ β Δ β∂= ≈ α
∂ ∂ ∂ Δ
ln ln ln ,

lnT
PP P P

V
T V T V

,0'TK P

сверхдавлений (при геотермическом градиенте ме-
нее ≈10°/Км). Выражения зависимости 1000lnβ от
давления для Ca–Mg карбонатов представлены в
табл. 3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Методом “замороженных фононов” теории

функционала плотности (DFT) с использованием
полноэлектронных базисов впервые определены
совокупности β-факторов (18O/16O, 13С/12С,
26Mg/24Mg и 44Ca/40Ca) Ca-Mg карбонатов в гар-
моническом и квазигармоническом приближе-
ниях при температурах от 0 до 1500°C. Для дости-
жения представительности волновых векторов
при суммировании применен метод расширенных
ячеек (с увеличение объема в 16 раз для кальцита,
магнезита и доломита и в 8 раз для арагонита).

Результаты определения факторов изотопного
фракционирования, полученные различными
методами DFT, отличаются вследствие примене-
ния разных функций для описания атомов (набо-
ры базисов в виде плоских волн или линейные
комбинации атомных орбиталей в виде гауссиа-
нов, полноэлектронные или с псевдопотенциала-
ми), различных функционалов для описания вза-
имодействия атомов и других параметров. Наши
оценки во многом согласуются с определениями
β-факторов методом теории возмущений функ-
ционала плотности (DFPT, Schauble et al., 2006).
Например, кислородные β-факторы кальцита и

Рис. 7. Изменение β-фактора в зависимости от объема решетки кальцита (V).
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магнезита при 25°С отличаются, соответственно на
0.6 и 0.3, а при 300°С – на 0.1 и 0.2. Различие углерод-
ных β-факторов составляет для кальцита 0.5 (25°С) и
0.2 (300°С); для магнезита, соответственно 1.7 и
0.7. Существенные расхождения наблюдаются с
некоторыми другими оценками β-факторов, осо-
бенно по углероду (Deines, 2004): при 25°С рас-
хождения доходят до 6.3 (кальцит), 6.6, 6.4 (магне-
зит, доломит), 4.7 (арагонит). Применение “уни-
версального” масштабного фактора (SF = 1.043,
Schauble, Young, 2021) приводит к увеличению
1000lnβ18O на 0.9–1.0 при 0°C (0.5–0.6 при 200°C).

Автор признателен рецензентам Е.О. Дубини-
ной и В.Б. Полякову за конструктивные замечания,
которые способствовали дополнению и исправле-
нию работы.

Работа выполнена при поддержке гранта Рос-
сийского научного фонда № 22-27-00275, https://
rscf.ru/project/22-27-00275/

ПРИЛОЖЕНИЕ
Частоты колебаний вычислены с использова-

нием метода “замороженных фононов” (CRYS-
TAL17, Dovesi et al., 2018) с применением набора
гауссовых полноэлектронных базисов и гибрид-
ного функционала B3LYP после оптимизации
геометрических параметров решетки, включая
размеры и положения всех атомов. В методе “за-
мороженных фононов” энергия фонона вычис-
ляется как функция амплитуд смещений через
различия энергий решетки со смещениями и иде-
альной решетки. Нахождение частот фононов в
точке Г(0,0,0) сводится к диагонализации взве-
шенной на массы атомов матрицы вторых произ-
водных энергии по смещениям атомов:

(А.1)

где  – это вторая производная энергии отно-
сительно смещений атома α в ячейке 0 вдоль ко-
ординаты α и атома β в ячейке G вдоль координа-
ты β относительно положений равновесия:

(А.2)

Mi, Mj – массы соответствующих атомов (напри-
мер, Dovesi et al., 2013). Совокупность собствен-
ных значений матрицы W, представляет квадраты
частот колебаний ω2.

Применялись наборы базисов, Mg 8-511d1G,
Ca 86-511d21G, C 6-311d11G, O 8-411d11G(1),
(http://www.crystal.unito.it). Точность вычисле-
ний контролировалась параметром TOLINTEG
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8 8 8 9 27, критерий сходимости энергии самосо-
гласованного поля (SCF) установлен на уровне
10–12 Хартри. Узлы суммирования обратной ре-
шетки (6, 6) соответствует 32 (кальцит, магнезит),
40 (доломит) и 112 (арагонит) независимым k-век-
торам неприводимой части зоны Бриллюэна.
Процесс оптимизации геометрии решетки вклю-
чал релаксацию координат ядер атомов и пара-
метров решетки по квази-ньютоновскому алго-
ритму.

Значения вычисленных частот колебаний за-
висят от выбора q-векторов, по которым прово-
дится суммирование в пределах зоны Бриллюэна.
Точность средних значений в выражении (1)
улучшается в том числе, при расчетах по расши-
ренным ячейкам (“суперячейкам”), которые по-
лучаются путем целочисленных линейных преоб-
разований исходных единичных ячеек. Волновой
вектор q расширенной ячейки является вектором
обратной решетки, линейные размеры которой
должны быть не менее чем 2π/|q|. Определители
матриц преобразований det{L} соответствуют ко-
личеству волновых векторов при суммировании в
(1), т.е. Nq. Для оценки влияний Nq на результаты
(β-факторы) для карбонатов частоты колебаний
вычислены по расширенным ячейкам разных
объемов, соответствующим Nq = 1, 2, 4, 8, 16 и 27.
Сходимость (с точностью <0.01‰) достигнута
при Nq = 16 (Nq = 8 для арагонита). Соответствую-
щие матрицы преобразования, сохраняющие сим-
метрии исходных ячеек {100/010/001} (единичная
ячейка), {211/121/112}(Nq = 4), {200/020/002} (Nq =
= 8), {0-2-2/-20-2/-2-20} (Nq = 16), and
{300/030/003} (Nq = 27). Такие расширенные
ячейки при суммировании эквивалентны 1, 2, 4, 8,
16, и 27 k-точкам первой зоны Бриллюэна (Γ-точ-
ке) по схеме Монкхерста–Пэка (Monkhorst, Pack,
1976). Совокупность частот колебаний в Γ-точке
не зависит от объема суперячейки, поскольку
центр суперячейки остается неподвижным при
заданных преобразованиях.

Вычисления проводились в два этапа: оптими-
зацию геометрических параметров решетки и за-
тем, определение частот колебаний изотополо-
гов. В процессе оптимизации геометрии по ква-
зи-ньютоновскому алгоритму определялись
координаты ядер атомов и параметры решетки с
минимальной энергией. Сходимость в процессе
оптимизации оценивалась по среднеквадратич-
ному отклонению (RMS) и абсолютному значе-
нию наибольшей компоненты градиентов и сме-
щений ядер для всех атомов. Для максимальных и
среднеквадратичных (RMS) градиентов выбраны
значения (0.00012, 0.00003 a.u). Достоверность
проведенных DFT вычислений подтверждается
сравнением вычисленных в результате оптимиза-
ции геометрических параметров ячеек с экспери-
ментальными.
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