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Предложен рандомизированный алгоритм вычисления инвариантных нулей модели
электроэнергетической системы как динамической системы с многими входами и
многими выходами, заданной в линейной дескрипторной форме. Определения инва-
риантных нулей осуществляется путем рандомизированного квадрирования представ-
ления исходной системы. Рандомизация позволяет сформировать достаточное по
мощности семейство обобщенных матриц Розенброка (обобщенных пучков матриц),
пересечение множеств конечных собственных значений которых совпадает с инвари-
антными нулями модели электроэнергетической системы. Таким образом, вычисление
инвариантных нулей сводится к обобщенной задаче на собственные значения обоб-
щенного пучка матриц. Применение алгоритма проиллюстрировано на примере вы-
числения инвариантных нулей линейной дескрипторной модели объединенной энер-
госистемы, дифференциальные и алгебраические уравнения которой формируется в
предположении ограниченного числа синхронизированных векторных измерителей.
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ВВЕДЕНИЕ

В современной теории управления многомерными динамическими системами про-
блема инвариантных нулей занимает одно из центральных мест [1–4]. Она напрямую
связана с понятиями управляемости и наблюдаемости, а также с принципиальной
возможностью синтеза и реализации динамических законов управления. Так, если у
динамической системы инвариантные нули расположены в начале комплексной
плоскости, то оказывается невозможным реализовать законы пропорционально-ин-
тегрального (ПИ), пропорционально-дифференциального (ПД) и пропорционально-
интегрально-дифференциального (ПИД) управления, а также законы серворегулиро-
вания [5–7].

Инвариантные нули моделей ЭЭС рассматривались в многочисленных работах за-
рубежных авторов в основном применительно к математическим моделям “один вход –
один выход” [8–10]. В настоящее время данная проблематика актуализируется в связи
c широким внедрением новых технологий, в том числе, синхронизированных вектор-
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ных измерений, а также использованием многомерных динамических моделей ЭЭС с
многими входами и многими выходами [11–15].

В качестве основного объекта практических расчетов в данном случае выступает
линеаризация нелинейной дескрипторной математической модели, т.е. модели, име-
ющей дифференциальные и алгебраические уравнения. Так для нелинейной динами-
ческой системы рассматриваются уравнения [16]

(1)

(2)

(3)

где  – вектор переменных состояния;  – вектор параметров;  –

вектор входных воздействий;  – вектор выходных сигналов. Вид векторных
функций f, g и h определяется математическими моделями элементов системы, изме-
рительными и исполнительными устройствами.

Стандартный подход к линеаризации (1), (2) связан с процедурой разложения в ряд
Тейлора векторных функций f и g в малой окрестности установившегося процесса с
координатами 

(4)

(5)

(6)

где    – отклонения
соответствующих векторов;  – соответствующие частные производные, вычислен-
ные в указанных ранее координатах.

Линеаризация уравнений (1)–(3) в точке установившегося движения дают линей-
ные дескрипторные (алгебро-дифференциальные) уравнения

(7)

(8)

(9)

В дальнейшем с целью упрощения записи уравнений индекс “0” у частных произ-
водных будем опускать.

При обратимой матрице Якоби  уравнения (7), (8) могут быть преобразованы
к форме пространства состояний

(10)
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Если матрица Якоби  вырождена, тогда преобразования к уравнениям (10) не
существует. Однако даже в случае обратимости  в практических расчетах возни-
кает проблема обусловленности этой матрицы. При числе обусловленности

(11)

матрица Якоби  близка к вырожденной и математическая модель (10) становится
“жесткой” по отношению малым ошибкам вычислений и вариациям параметров.
Другими словами, математическая модель (10) в случае справедливости неравенства (11)
является некорректной по А.Н. Тихонову [1, 16].

Если не принимать дополнительных мер, то все вычисления с использованием мо-
дели (10), включая анализ управляемости и наблюдаемости, будут приводить к серьез-
ным ошибкам. В качестве одной из таких мер можно рассматривать процедуру предо-
бусловливания (переобусловливания) матрицы. Однако в общем случае данный метод
наталкивается на ряд существенных трудностей. Нестрого говоря, улучшение обу-
словленности матрицы  может сопровождаться ухудшением обусловленности
матриц в (10) [17]. Альтернативой этому является использование в расчетах исходной
линеаризованной дескрипторной модели (7), (8).

Понятие инвариантных нулей

Введем следующие обозначения блочных вектора и матриц:

где  – единичная матрица размера   Тогда дескрипторную систе-
му (7)–(8) можно переписать в более общем виде

(12)

где  – вектор состояния,  – вектор входа,  – вектор выхода.
Введем определение.
Определение [1]. Комплексная частота  при которой ранг по столбцам матрицы

(13)

уменьшается, называется инвариантным нулем.
В (13)  – комплексная переменная; 0 – нулевая матрица размера 
Инвариантные нули определяются из условия [19]

(14)

полного “блокирования” передачи сигнала как собственной, так и вынужденной со-
ставляющей движения динамической системы, т.е. при  существуют такие век-
торы  и  что реакция выхода системы равна нулю. Таким образом, задача опреде-
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ления инвариантных нулей системы (12) сводится к обобщенной задаче на собствен-
ные значения в общем случае прямоугольного пучка матриц

(15)

Поиск инвариантных нулей для больших динамических систем ( ) наталкива-
ется на серьезные трудности вычислительного характера. Ключевую роль здесь играют
ошибки вычисления и проблемы вычисления нулей обобщенных пучков матриц [20].
Поэтому необходимы новые подходы к построению вычислительных алгоритмов.

Рандомизированное квадрирование
Практический способ вычисления инвариантных нулей дескрипторной системы (12)

связан с так называемым квадрированием динамической системы1.
Пусть  (число выходов динамической системы больше числа входов). Введем

в рассмотрение дескрипторную систему

(16)

где  – матрица полного ранга по строкам.
Справедливо утверждение, полученное на основе рассуждений, сходных с приве-

денными в [18] на стр. 65–67.
Теорема 1. Множество инвариантных нулей дескрипторной системы (12) всегда явля-

ется подмножеством множества инвариантных нулей квадрированной дескрипторной
системы (16), но не наоборот.

Пусть далее  (число входов системы больше числа выходов). Рассмотрим де-
скрипторную систему

(17)

где  – матрица полного ранга по столбцам.
Справедливо двойственная теореме 1 утверждение.
Теорема 2. Множество инвариантных нулей дескрипторной системы (12) всегда явля-

ется подмножеством множества инвариантных нулей квадрированной дескрипторной
системы (17), но не наоборот.

Из лемм 1 и 2 следует, что операция квадрирования в общем случае вводит в систе-
му новые нули. Это необходимо учитывать при выборе матриц  и  В качестве од-
ного из способа решения задачи выбора матриц  и  является предлагаемая автора-
ми процедура рандомизации.

Введем в рассмотрение оператор рандомизации  генерирующий матрицы
полного ранга размера  с элементами, распределенными по нормальному закону.
Пусть также  – оператор ортогонализации матрицы полного ранга размера

 Тогда

(18)

– композиция операторов, результатом действия которой является рандомизирован-
ная ортогональная матрица полного ранга.
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Обозначим  – множество инвариантных нулей системы (12),  – множество ин-
вариантных нулей квадрированной дескрипторной системы. Для определенности да-
лее будем считать, что  и квадрированная система имеет вид (16).

Пусть   – множества инвариантных нулей квадрированных дескрип-
торных систем, где

(19)

По аналогии с [21] можно доказать, что в этом выполняется условие 

Вычисление инвариантных нулей модели объединенной энергосистемы
Вычислим инвариантные нули модели объединенной энергосистемы, состоящей из

25 электрических станций. Математическая модель в фазовых координатах “фазный
угол – скольжение генератора” данной ЭЭС в форме (12) имеет матрицы следующих
размеров:

(20)

В рассматриваемой ЭЭС на каждой из 25 электрических станций имеются соответ-
ствующие регулирующие устройства. Измерение фазовых координат осуществляется
в режиме “on-line” только на 20 электрических станциях с помощью синхронизиро-
ванных векторных измерителей, входящих в систему мониторинга параметров режи-
ма ЭЭС. Таким образом, пучок матриц (15), описывающий в данном случае динамику
энергосистемы в условиях малых колебаний, имеет размеры 70 × 75 и является прямо-
угольным.

Используя операторы рандомизации и ортогонализации (18), сгенерируем множе-
ство матриц

(21)

а затем построим k квадратных пучков матриц

(22)

Результаты вычислений собственных значений пучков матриц (22) при  (т.е.
вычисления 15000 собственных значений) в виде их обобщенного портрета представ-
лены на рис. 1.

Исследования обобщенного портрета показывают, что в указанной на рис. 1 обла-
сти D существуют три группы плотных скоплений, которые можно охарактеризовать
как претендентов на инвариантные нули. Центры этих скоплений соответствуют ком-
плексным частотам, на которых матрица (15) рассматриваемой модели ЭЭС имеет
близкие к нулю минимальные сингулярные значения, то есть данная матрица близка к
потере ранга. Это является практическим “индикатором” инвариантного нуля  [6]. Та-
ким образом, указанные комплексные частоты можно принять за инвариантные нули
ЭЭС (20).

С физической точки зрения вычисленные инвариантные нули соответствуют мо-
дальным формам (модам) колебаний, на которых происходит “запирание” анализиру-
емой ЭЭС. Это выражается, во-первых, в практической невозможности восстановить
по информации от синхронизированных векторных измерителей, установленных, как
указано ранее на 20 электрических станциях, состояние оставшихся 5 электрических
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Рис. 1. Собственные значения матриц (22).
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станций. А во-вторых, резкую потерю эффективности применяемых системных ста-
билизаторов, построенных на основе ПИ и ПИД-регуляторов и использующих дан-
ные сигналы системы векторных измерений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Инвариантные нули непосредственно связаны с управляемостью и наблюдаемо-
стью динамических систем, в том числе, принципиальной возможностью синтеза и
реализации законов ПИ, ПД, ПИД-управления, а также серворегулирования. Анализ
инвариантных нулей для больших динамических систем, к которым относятся совре-
менные ЭЭС, наталкивается на серьезные трудности вычислительного характера, где
ключевую роль здесь играют ошибки вычисления и определения нулей обобщенных
пучков матриц. Поэтому необходимы новые подходы к построению вычислительных
алгоритмов.

В работе предложен алгоритм рандомизированного квадрирования математиче-
ской модели ЭЭС, заданной в дескрипторной форме, позволяющий эффективно
определять все множество инвариантных нулей.

Инвариантные нули непосредственно связаны с частотами входных, выходных сиг-
налов и модами собственных колебаний системы, передача и преобразование которых
“блокируется” системой. Это выражается в невозможности восстановления по сигна-
лам синхронизированных векторных измерителей элементов состояния ЭЭС (потерю
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Рис. 2. Собственные значения матриц (22) в области D.
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полной наблюдаемости), а также резкую потерю эффективности ПИ и ПИД-регуля-
торов, использующих эти сигналы для стабилизации ЭЭС (практическую потерю пол-
ной управляемости).
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Randomized Calculation of Electrical Power System Model Invariant Zeros, 
Defined in Descriptor Form

M. G. Gadzhieva, N. E. Vasilenkoa, M. Sh. Misrikhanova, and V. N. Ryabchenkoa, #

aNational research university “MPEI”, Moscow, Russia
#е-mail: ryabchenko.vn@yandex.ru

A randomized algorithm for calculating the invariant zeros of the model of the electric power
system as a dynamic system with many inputs and many outputs, given in linear descriptor
form, is proposed. The definition of invariant zeros is carried out by randomized quadrira-
tion of the representation of the original system. Randomization allows one to form a suffi-
ciently powerful family of generalized Rosenbrock matrices (generalized matrix pencils)
whose intersection of sets of finite eigenvalues of which coincides with the invariant zeros of
the model of the electric power system. Thus, the calculation of invariant zeros is reduced to
a generalized eigenvalue problem for a generalized matrix pencil. The application of the
algorithm is illustrated by the example of calculating the invariant zeros of a linear descriptor
model of an integrated power system, whose differential and algebraic equations are formed
under the assumption of a limited number of phasor measurement units.

Keywords: invariant zeros, randomized algorithm, electric energy system, descriptor form,
generalized eigenvalue problem
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