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Предложена математическая модель процесса теплопереноса в системе, имитируемой
изотропным полупространством с ортотропной термоактивной прокладкой, функцио-
нирующей по принципу обратной связи, и анизотропным покрытием, подверженного
локальному тепловому воздействию в условиях теплообмена с внешней средой. Пока-
зано, что температурное поле системы представляет собой композицию двух независи-
мых аддитивных составляющих. С применением интегрального преобразования Ла-
пласа найдено решение для первой из аддитивных составляющих температурного поля,
формирование которого обусловлено лишь отличием начальной температуры системы
от температуры внешней среды. Идентифицирована вторая независимая аддитивная
составляющая температурного поля, формируемого за счет воздействия нестационар-
ного теплового потока на внешнюю поверхность анизотропного покрытия системы.
С применением композиции двумерного экспоненциального интегрального преобра-
зования Фурье и интегрального преобразования Лапласа в аналитически замкнутом ви-
де найдено решение соответствующей задачи нестационарной теплопроводности. По-
лученные результаты подтверждают обнаруженный раннее эффект “сноса” темпера-
турного поля в анизотропном материале с анизотропией свойств общего вида.
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ВВЕДЕНИЕ

В математической теории теплопроводности [1–6] специфическое положение за-
нимают исследования процессов теплопереноса в изотропном полупространстве,
подверженным воздействию сосредоточенных и пространственно-распределенных
тепловых потоков [1, 7, 8], или его локальному нагреву внешней средой [9]. Отмечен-
ная специфика обусловлена относительной простой реализуемой математической мо-
дели и трудностями, возникающими при нахождении аналитического решения соот-
ветствующей задачи нестационарной теплопроводности. Указанные трудности усу-
губляются при наличии покрытия на неподвижной или движущейся границе объекта
исследований [10–12].

Особое место в исследованиях занимают задачи нестационарного теплопереноса в
изотропном полупространстве с активной теплозащитой, использующей термоэлек-
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трические явления при регулировании температурного состояния системы, или прин-
цип обратной связи в процессе ее функционирования [13–17]. При этом актуальным и
требующим дальнейшего развития остается вопрос о влиянии анизотропии свойств
покрытия активной теплозащиты на формируемое температурное поле анализируе-
мой системы [18]. Рассмотрению этого вопроса и посвящены проводимые в данной
работе исследования.

ИСХОДНЫЕ ДОПУЩЕНИЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Для достижения поставленной цели, при построении математической модели процесса
формирования искомого температурного поля  объекта исследований в фик-

сированной декартовой системе координат  пространства  предполагалось, что:
1) объект исследований представляет собой систему, образованную изотропным

полупространством  ограничивающая поверхность которого 
обладает анизотропным покрытием  с термоактивной про-
кладкой [13–18]  где значения геометрических характеристик , 
элементов объекта исследований являются величинами постоянными;

2) термоактивная прокладка является ортотропной и функционирует по принципу
обратной связи [17, 19, 20], т.е. в системах “анизотропное покрытие–термоактивная
прокладка” и “термоактивная прокладка–изотропное полупространство” для иско-
мого температурного поля реализуются следующие условия сопряжения:

где   и  – компоненты тензоров теплопроводности анизотропного мате-

риала покрытия, ортотропного материала термоактивной прокладки при  и

изотропного материала полупространства соответственно;  и  – определяющие
параметры обратной связи термоактивной прокладки со стороны анизотропного по-
крытия и изотропного полупространства соответственно;  – начальная температура
объекта исследований и 

3) обратная связь термоактивной прокладки настроена по начальной температуре
объекта исследований, которая отлична от температуры внешней среды 

4) термоактивная прокладка является “термически тонкой”, т.е. допускает реализацию
идеи “сосредоточенная емкость” [4], суть которой определена следующими равенствами:

5) теплообмен в системе “внешняя поверхность анизотропного покрытия–внеш-
няя среда” реализуется по закону Ньютона с коэффициентом теплоотдачи  [2, 3];

6) внешняя поверхность анизотропного покрытия находится под воздействием не
только внешней среды, температура которой отлична от начальной температуры объ-
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екта исследований, но и внешнего теплового потока, который воздействует на поверх-
ность  анизотропного покрытия в направлении его внутренней норма-
ли и обладает плотностью мощности 

7) при любых фиксированных значениях пространственных переменных, представ-

ленных вектором  функционал  интегрируем с квадратом по
временному переменному  и при любых фиксированных значениях времен-
ного переменного  интегрируем с квадратом по совокупности простран-

ственных переменных, представленных вектором , т.е.

Для удобства дальнейших рассуждений целесообразно воспользоваться следующи-
ми обозначениями:

где  – используемая единица масштаба пространственных переменных. В этом случае,
согласно исходным допущениям, представленным выше, функционалы  и

 должны удовлетворять системе трех линейных дифференциальных урав-
нений в частных производных второго порядка параболического типа [1–6, 21]:

(1)

однородным начальным условиям:

(2)
условиям сопряжения:

(3)

( )2 п тпx h h= − +
( )1 3, ,  ;q x x t

[ ]T 2
1 3, ,x x ∈R ( )1 3, , q x x t

[ )0,t ∈ +∞
[ )0,t ∈ +∞

[ ]T 2
1 3,x x ∈R

( ) [ ] [ )T 2
1 3

2
1 3 ,, ,  0, ;x xq x x t L∈ ∈ +∞

R

( ) [ ) ( )2 2
1 3 0,, ,  .tq x x t L∈ +∞ ∈ R

п
0 31 2 22 п

12
с 0 п п

 ; , ,   ; Fo ; ;
* * * **

T T xx x t hx y z H
T T l l l lc l

− λθ = = = = = =
− ρ

( )т ппп тп пп тп тптп 1
2 п п п п

22 22 22 22

*; ; ; ; ;* *
*

ij
ij

q q lhH Q
l

−λ λ λ= μ = μ = μ = =
λ λ λ λ

( )
0тп тп пп пп

0п п
п п п п с 022 с 0 22

* *; ; Bi ; ; ,
l qlT Tc ca b Q

c c T T T T

α −ρ ρ= = = θ = =
ρ ρ −λ − λ

*l

( )θ , , ,Fox y z
( )θ , ,Fox z

( )

=− − = +

∂θ ∂ θ ∂ θ ∂ θ ∂ θ ∂ θ ∂ θ= μ + μ + μ + + μ + μ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

  ∈ − + < < − 
 

     ∂ θ ∂ θ ∂ θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ= μ + + θ + μ + + μ − μ    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

  ∈ 
 

2

2 2 2 2 2 2

11 12 13 23 332 2 2

2
1 2 2

2 2

12 232 2
2 0 0 0

2 2 2 ,
Fo

, ; Fo > 0;

1 ,* *Fo y H y

x y x z y zx y z
x

H H y H
z

a Q
H x y z yx z

x
z

R

R − < <

   ∂θ ∂ θ ∂ θ ∂ θ= μ + + ∈ >   ∂ ∂ ∂ ∂   

2
2

2 2 2
2

2 2 2

, 0; Fo > 0;

,   , 0; Fo > 0,*Fo

H y

x
b y

zx y z
R

( ) ( ), , ,0 0 , ,0 ,x y z x zθ = = θ

( ) ( ) ( )2, 0, ,Fo , ,Fo ,0 0, ,Fox H z x z x zθ − − = θ = θ +



151ПРОЦЕССЫ ТЕПЛОПЕРЕНОСА В СИСТЕМЕ
и краевому условию [2, 6]:

(4)

где функционал

(5)

Кроме того, в соответствии с исходными допущениями, естественно считать, что функ-
ционалы   удовлетворяют следующим требованиям [21]:

(6)

Таким образом, исходная математическая модель (1)–(6) процесса формирования
искомого температурного поля объекта исследований представляет собой смешанную
задачу для системы уравнений в частных производных параболического типа со спе-
цифическими условиями сопряжения.

ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ

Далее, с учетом известных результатов [22–24], будем предполагать, что процесс
формирования искомого температурного поля имеет аддитивную структуру с двумя
независимыми составляющими:

(7)
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решение которой может быть найдено с использованием стандартных методов [25] и
представлено в следующем виде:

(10)

А так как естественно предполагать, что  т.е. предполагать доминирующее зна-
чение определяющего параметра обратной связи термоактивной прокладки со сторо-
ны анизотропного покрытия, то согласно (10) имеем:
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(13)

При этом функционал  при  определяется совершенно
аналогично с учетом соответствующих равенств, представленных в (10).

Для идентификации функционала  определяющего вторую независи-
мую аддитивную составляющую процесса формирования искомого температурного
поля, к смешанной задаче (1)–(6), где в краевом условии (4) комплекс  заме-
нен комплексом , последовательно применяем сначала двумерное экспоненци-
альное интегральное преобразование Фурье по совокупности пространственных пере-
менных  и  задаваемое парой линейных интегральных операторов [19]:

(14)
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использованием следующих обозначений:
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Решение краевой задачи (16) может быть найдено с использованием стандартных ме-
тодов [25] и представлено в следующем виде:

(17)

где квадратичные формы  и  положительно определены [3, 6].
При дальнейших рассуждениях ограничимся анализом процедуры перехода от

изображения  к оригиналу , так как согласно (17) и (15) эта про-
цедура имеет основополагающее значение для идентификации второй независимой
аддитивной составляющей процесса формирования искомого температурного поля
объекта исследований. А так как изображение  в качестве множителя содер-
жит изображение  плотности мощности воздействующего на объект исследова-
ний внешнего теплового потока, задаваемой функционалом  про который
известно лишь, что он интегрируем с квадратом как по совокупности пространственных
переменных в  так и по временному переменному на полуинтервале , то с уче-
том (15) сначала воспользуемся теоремой о свертках для реализованных интегральных
преобразований (14) и (8) в сочетании с теоремой запаздывания для интегральных
преобразований (14) [2, 3, 26, 27]. Таким образом, имеем:
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торое согласно (17) имеет две точки ветвления, определенные следующими равенствами:
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Рис. 1. Контур для вычисления интеграла Римана–Меллина для изображения  имеющего точки

ветвления  и  определенные равенствами (19), при условии реализуемости требования (20).

s1

s2

s = s1 + ωexp(–iπ)

s = s1 + ωexp(iπ)

η = Ims

ξ = Resσ0

( )1 , , ,p r s−κ
1s 2,s
(19)

где квадратичные формы  и  положительно определены. А так как даже
поверхностный анализ структуры изображения  убеждает в бесперспектив-
ности попыток непосредственного обращения в рассматриваемой ситуации инте-
грального преобразования Лапласа (8) с использованием его свойств [2, 3, 26] и соот-
ветствующих таблиц “изображение–оригинал” [2, 28, 29], то для вычисления интегра-
ла Римана–Меллина при определении  воспользуемся стандартным
подходом [2, 24, 26] и информацией, представленной на рис. 1. При этом будем пред-
полагать реализуемость естественного неравенства

(20)

корректность которого следует непосредственно из исходных допущений и равенств (17),
определяющих положительно определённые квадратичные формы  и  Та-
ким образом, с учетом сказанного выше, приходим к следующему результату:
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(21)

Для завершения процедуры идентификации функционала  согласно ра-

венствам (18), (17) и (21) достаточно воспользоваться изображением ,

представленным в (21), и оператором  обращения двумерного экспоненциаль-
ного интегрального преобразования Фурье (14). При этом следует обратить внимание

на то, что изображение  зависит не от параметров  и  двумерного
экспоненциального интегрального преобразования Фурье (14) как таковых, а от двух по-
ложительно определенных квадратичных форм  и  представленных в (17).
Данное обстоятельство обеспечивает возможность применения известного подхода [30],
позволяющего трансформировать результат настоящих исследований к виду, удобно-
му для проведения вычислительных экспериментов.

Суть этого подхода заключается в следующем: (1) в соответствии с известной теоре-
мой теории матриц [31] определяем матрицу  невырожденного преобра-
зования, приводящего одновременно к каноническому виду положительно опреде-
ленные квадратичные формы  и ; (2) в двойном несобственном интегра-

ле, реализующем оператор  производим замену переменных с невырожденной
матрицей , после чего используем существующую связь между двумерным экспо-
ненциальным интегральным преобразованием Фурье и двумерным интегральным ко-
синус-преобразованием Фурье [27].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Процесс формирования искомого температурного поля полностью определен
двумя независимыми аддитивными составляющими, первая из которых представлена
функционалом  описывающим процесс формирования температурного поля
системы вследствие отличия ее начальной температуры от температуры внешней сре-
ды, а вторая – функционалом  описывающим процесс формирования
температурного поля за счет воздействия нестационарного теплового потока на внеш-
нюю поверхность анизотропного покрытия системы.

2. Специфика структуры функционала  в пространстве изображений
композиции используемых интегральных преобразований (17) явно указывает на про-
явление известного эффекта “сноса” температурного поля в анизотропном покрытии
системы, обладающим анизотропией свойств общего вида [32].

3. Механизм функционирования “термически тонкой” термоактивной прокладки,
не учитывающий возможность протекания в ней теплодиффузионных процессов, ка-
чественно не искажает формируемое температурное поле объекта исследований, но
требует количественных оценок [4].
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The mathematical model of the process of heat transfer in the system imitated by an isotro-
pic half-space with the orthotropic thermofissile laying functioning by the principle of feed-
back, and non-isotropic covering subject to local thermal influence in the conditions of heat
exchange with the external environment is offered. It is shown that the temperature profile of
a system represents composition of two independent additive components. With the applica-
tion of Laplace’s integral transformation, the solution for the first of the additive compo-
nents of a temperature field which formation is caused only by the difference of reference
temperature of a system from the temperature of the external environment is found. The sec-
ond independent additive component of the temperature field formed due to the impact of
unsteady heat f lux on an outer surface of a non-isotropic covering of a system is identified.
With the application of the composition of two-dimensional Fourier’s exponential integral
transformation and Laplace’s integral transformation in analytically self-contained look the
solution of the corresponding problem of transient heat conduction is found. The received
results confirm the effect of “demolition” of a temperature field found early in non-isotro-
pic material with anisotropy of properties of a general view.

Keywords: isotropic half-space, the thermofissile laying, non-isotropic covering, local ther-
mal influence, temperature field, integrated transformations
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