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Проводится сравнение ряда выражений для коэффициентов взаимо- и самоиндук-
ции круговых контуров и соленоидов, имеющихся в сравнительно ранних публика-
циях, связанных в основном с именами Двайта и Гровера, и публикациями более
позднего периода, отличающихся изложением альтернативных замкнутых выраже-
ний для одноименных коэффициентов. Подчеркнута целесообразность такого рас-
смотрения, включая практические приложения.
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Настоящая статья является продолжением сопоставительного анализа ряда выра-
жений для коэффициентов индукции соосных круговых контуров и соленоидов, не
получивших достаточно полного отражения в соответствующей литературе. Упомяну-
тый анализ основан на сравнении выражений и рекомендаций, вытекающих из из-
вестной справочной книги П.Л. Калантарова и Л.А. Цейтлина “Расчет индуктивно-
стей” Л.: Энергоатомиздат, 1986 [1] и рядов, опубликованных ранее в работах Двайта и
Гровера [2, 3]. Будут рассмотрены и замкнутые выражения, впервые приведенные в
работе Сноу [4], для взаимных индуктивностей круговых соосных контуров, а также
для индуктивности соленоидов через сферические функции Лежандра с полуцелым
индексом . Для взаимной индуктивности коаксиальных круговых контуров
радиусов  и  с расстоянием  между параллельными плоскостями их расположе-
ния в [2] приведено выражение в виде сходящегося ряда, которое в системе СИ можно
записать в виде:
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Записанный ряд обладает хорошей сходимостью в широком диапазоне изменения 
что может быть подтверждено сопоставлением с данными из справочной книги [1]. Важ-
но отметить, что в отличие от описания индуктивности в виде сходящихся рядов, со-
пряженных с определенной погрешностью, выражения, содержащие полные эллип-
тические интегралы или сферические функции Лежандра с полуцелым индексом с по-
мощью известных таблиц их значений, в ряде случаев обеспечивают результат с весьма
высокой степенью точности.

Упомянутое выше замкнутое выражение для взаимной индуктивности через сфери-

ческую функцию Лежандра второго рода с индексом  в [4, 5] получены в виде:

(3)
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(5)

При  можно ограничиться первыми двумя членами ряда (1) в круглых скоб-
ках, и тогда

(1')

Из этого выражение можно получить хорошее приближение для

(6)

рекомендуемое в [6] для получение численных оценок  при  Вы-
вод выражения (6) дан в Приложении.

Заметим также, что при  и  где  можно записать в

соответствии с (1) ряд, фигурирующий в [1] под номером (5–17):

(7)

В другом частном случае, когда  и  где  ряд (1) приобре-

тает вид:

(8)

Ряд (7) фигурирует в [2] под номером (13), но с той разницей, что обозначения  и
 заменены на  и  соответственно.
В работе [2] приведен ряд для расчета взаимной индуктивности концентрических

соленоидах неодинаковой длины в соответствии с рис. 1, совпадающим с рис. 7.2а в [1].
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Рис. 1. Концентрические соленоиды неодинаковой длины с симметричным расположением.
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Коэффициент взаимной индукции для такого расположения соленоидов описывают-
ся выражением (43А) в [2] и записывается с учетом замены обозначений в системе СИ
в виде:

(9)

где  и – число витков соленоидов.
Сопоставляемое выражение в [1] дано в виде

(10)

(11)

 – значение функции F, данное в табл. 7-1 и 7-2 в [1] при  и 

 – то же при 

Сопоставим теперь численные результаты по выражениям (9) и (10) с учетом (11).
Пусть  и 

Тогда на основании (9) имеем:
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При  м

Пусть теперь в соответствии с (10) и (11)

Тогда в соответствии с таблицей 7-1 в [1]  и 
Отсюда имеем [1]:

и, как видно, результаты расчетов практически совпадают.
Будем теперь считать, что  т.е. рассмотрим случай одинаковой длины со-

леноидов. Пусть  м,  м,  м. Тогда согласно (9) при
 витков получим следующую оценку для М:

Выбранная геометрия и количество витков отражают реальные параметры двух-
слойного соленоида, используемого в практических целях. Следует подчеркнуть, что рас-
чет по формулам параграфа 7.2 [1] для взаимной индуктивности концентрических солено-
идов одинаковой длины такой же геометрии приводит к величине  Гн, и раз-
ница между значениями невелика.

Вернемся к упомянутой работе [4] и отметим некоторые особенности. В ней отсле-

жена весьма важная связь между функцией  где  и полными эллип-

тическими интегралами первого и второго рода:
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что позволяет находить значения функции  через полные эллиптические инте-
гралы и  На основании (3), записанной и как выражение 2.1 в [4], была получена
формула для силы взаимодействия двух соосных витков с токами  и  в виде
выражения 2.3 в [4], которое не лишено опечаток, но здесь на подробностях останав-
ливаться не будем.
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Рис. 2. Тонкослойная катушка кольцевого сечения.
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Перейдем к ряду (71А) в [2] для коэффициента самоиндукции соленоида с числом
витков  который в обозначениях рис. 2 можно записать в виде:

(14)

Записанное выражение для индуктивности можно найти в [3] путем объединения
формул (118) и (119) в [3] с учетом применяемой системы единиц. Формула (14) запи-
сана под номером (6–8) в [1] в виде:
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и рекомендована для  т.е. для короткого соленоида, где

(15)

По утверждению в [2], записанное выражение (14) является хорошим приближением,
вполне удобным для получения численных результатов. Точное выражение для индук-
тивности соленоида можно записать с помощью формул (6–1) и (6–3) в [1], а именно:
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(19)

а  можно назвать коэффициентом Нагаоки в форме Лоренца [7].

Полагая  и используя связи полных эллиптических интегралов перво-

го и второго рода с функциями Лежандра второго рода с полуцелым индексом [8], а
именно:

(20)

(21)

подстановкой (20) и (21) в (18) находим:

(22)

Таким образом, задавая , находим  и  а по значениям  определяем

 и , и далее  в соответствии с (22).

Рассмотрим пример. Пусть  и . Тогда в соответ-

ствии с формулой (22) и значением  равным 1.311, найдем [9]:

Отметим связь между сферическими функциями   и : 

 (23)

что позволяет по значениям  и  находить  
Тогда выражение (22) можно перезаписать в виде:

(24)

Таблицы значений  и  даны в Приложении 1 [10]. Сопоставим получен-

ное значение 1.622 с результатом по формуле (14а). Имеем при  в соответ-

ствии с (14а):

т.е. практическое совпадение.
В заключение приведем сопоставительную таблицу некоторых значений для взаим-

ной индуктивности в единицах  по формулам (5–20) и (5–21) с использованием
таблицы 5–5 [1] для контуров с неодинаковыми радиусами и аналогичными результа-
тами по формуле (1), заимствованной из [2].

( ) ( )
2 2

3 3
4 / 1 2 1где 1 ,

3L

d a k k
k K k E k

k k

 − −= + − π  

Lk
1/2

2
1

k
g

 =  + 

( ) ( )1/2 ,Q g kK k− =

( ) ( ) ( )1/2 1/2
2 ,Q g gQ g E k
k

−− = −

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ){ }
− −

−

 μ − −= − + + − = 
 

μ − −= − − +

2 22
0

1/2 1/2 1/2

2 2
0

1/2 1/2

1 31
3 4 4

3 3 11 .
3 4 4

w d g gd
L Q g gQ g Q g

a

w d g gd
Q g Q g

a

( )2
2 a

d
α = 2

k ,g g

( )1/2Q g ( )1/2Q g− L

21, 0.5, 0.7071a
k k

d
α = = = = 3.0g =

( )1/2 3 ,Q−

2
0 1.622.
3
w d

L
μ= ×

( )1
1/2 ,Q g ( )1/2Q g ( )1/2Q g−

( ) ( ) ( ) ( )[ ]−
−= − −

1/21 2
1/2 1/2 1/2

1 1 ,
2

Q g g gQ g Q g

( )1
1/2Q g ( )1/2Q g ( )1/2 .Q g−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
222 1/22 1

0 1/2 1/2

3 1 3 11 1 ,
3 4 2

g gw d d
L Q g g Q g

a
−

 − − = μ − + − −
 
 

( )1
1/2Q g ( )1/2Q g

1
2
a

R
= α =

= μ ×2
0 1.6218,

3
d

L w

0 1Rμ



86 ЦИЦИКЯН, АНТИПОВ

Таблица 1

 [1]  [2]

0 0.063 0.056
0 0.146 0.145

0.051 0.048
0.179 0.179
0.116 0.122
0.102 0.106

x 2R M M

10.2R

10.3R

10.4R 10.2R

10.5R 10.4R

10.4R 10.3R

10.5R 10.3R
Следует отметить, что преимущество выражений через сферические функции для
коэффициентов само- и взаимоиндукции по отношению к графическим и табличным
данным состоит еще и в возможности нахождения электродинамических сил через
производные от этих коэффициентов по обобщенным координатам [11], используя
определение для функций Лежандра второго рода  порядка в виде

где  – обобщенная координата [12].

Приложение 1

Рассмотрим выражение в квадратных скобках (11) с учетом (5). Имеем:

Так как  а  то учитывая, что ln32 + 1.2274 –
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Окончательно: 

Полученное выражение для  совпадает с формулой (6).
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Coefficients of Mutual Inductance and Self-Induction 
of Coaxial Circular Loops and Solenoids

G. N. Tsitsikyana, * and M. Yu. Antipova, **
aTsNII SET branch of the Krylov State Research Centre, SPb, Russia

*е-mail: george.20021940@mail.ru
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A comparison of a number of expressions for the coefficients of mutual and self-induction
of circular loops and solenoids, available in comparatively early publications, mainly relat-
ed to the names of Dwight and Grover, and publications of a later period, differing in the
presentation of alternative closed-form expressions for the same coefficients, is carried
out. The expediency of such a review, including practical applications, was emphasized.

Keywords: mutual induction, solenoid inductance, series, Legendre spherical functions with
half-integer subscript
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