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Проведено аналитическое исследование сопряженной задачи “испарение-тепло-
проводность” с учетом конечной скорости распространения тепла. Для расчета по-
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задачи для гиперболического уравнения теплопроводности в случае нестационар-
ных граничных условий первого и второго рода. Построено обобщенное аналитиче-
ское решение сопряженной задачи, учитывающее влияние параметра релаксации на
развитие процесса теплопереноса во времени. Проведен анализ влияния коэффици-
ента конденсации на интенсивность испарения. Выполнена двухзонная аппроксима-
ция решения, позволившая выделить характерные параметры сопряженной задачи.
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ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа, выполненная в продолжение работы [1], посвящена аналитиче-
скому исследованию сопряженной задачи “испарение–теплопроводность” с учетом
конечной скорости распространения тепла.

Как известно, большинство задач гидродинамики и теплообмена описываются
дифференциальными уравнениями в частных производных. Так, уравнения Навье-
Стокса и уравнение энергии представляют собой квазилинейные дифференциальные
уравнения, решение которых для практических приложений выполняется с помощью
численных методов. Однако прямые численные методы являются эффективными да-
леко не во всех случаях. В частности, численные алгоритмы не дают возможности
обобщить полученное частное решение на широкий диапазон параметров. Это наибо-
лее заметно проявляется при исследовании многопараметрических задач, к которым
относится большинство прикладных проблем. Поэтому в настоящее время продолжа-
ют играть важную роль аналитические решения задач гидродинамики и теплообмена,
которые обладают следующими преимуществами.

• Аналитические решения имеют общий характер, позволяющий проводить пара-
метрические исследования путем варьирование начальных и краевых условий задачи.

• Для тестирования численных решений полных уравнений необходимы базовые
аналитические решения упрощенных уравнений.
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• Аналитические решения используются для проверки корректности постановки и
валидации результатов численных исследований.

• Ярким примером достоинств аналитического подхода служат монографии [2–4],
где представлен широкий спектр аналитических решений задач теория теплопровод-
ности и термоупругости.

В работе [1] проведен анализ сопряженной задачи, состоящей из двух взаимосвя-
занных частей: а) краевой задачи для классического уравнения теплопроводности в
твердом теле (мишени); б) молекулярно-кинетической модели испарения с поверхно-
сти мишени. В настоящей работе развитый в [1] подход обобщается на случай конеч-
ной скорости распространения тепла в облучаемой мишени. Для этого осуществляет-
ся переход от параболической модели теплопроводности к более общей гиперболиче-
ской модели, учитывающей инерционность теплового потока [3, 4].

В технических приложениях задача теплопроводности, как правило, является со-
пряженной с некоторой внешней задачей: краевой задачей термоупругости, обратной
задачей теплопроводности, задачей оптимального управления. Практически важная
сопряженная задача возникает при взаимодействии лазерного излучения с мишенью.
При этом осуществляется “лазерная абляция” – совокупность сложных физико-хи-
мических процессов, результатом которых является удаление вещества с поверхности
раздела фаз. Лазерное облучение мишени сопровождается интенсивным процессом
испарения на поверхности, взаимосвязанным с внешним газодинамическим течени-
ем. Описанию физического механизма и многочисленных практических приложений
лазерной абляции посвящены тысячи журнальных публикаций и многие международ-
ные конференции. Результатом первого периода этих исследований стала тепловая
модель лазерного испарения, в рамках которой мишень и сублимированный материал
находятся в локальном термодинамическом равновесии. Исчерпывающее описание
процесса лазерной абляции представлено, в частности, в монографии [5] и обзоре [6].

Настоящая работа базируется на тепловой модели, описывающей основные физи-
ческие черты процесса испарения и в своей основе сохранившейся до настоящего вре-
мени. При этом не учитываются экстремальные явления – образование лазерной
плазмы, ее взаимодействие с излучением, механизм взрывного кипения. Тем не ме-
нее, даже в таких (сравнительно простых) условиях к настоящему времени не прояс-
нены некоторые важные особенности наносекундной лазерной абляции. В частности,
в различных работах неоднозначно анализируется испарение с поверхности мишени –
как определяемые испарением граничные условия (ГУ), так и характерное время его
развития [5, 6].

ПАРАБОЛИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Сопряженная задача. Базовым условием сопряженной задачи “теплопроводность –
испарение” является баланс теплового потока на поверхности мишени, включающий
две составляющие (рис. 1) – поток теплопроводности  идущий на нагрев тела, и по-
ток испарения с его поверхности 

(1)

Основная цель настоящего анализа состоит в определении развития во времени ин-
тенсивности испарения после начала облучения поверхности. Важно отметить, что в
процессе лазерной абляции происходит облучение мишени короткими периодиче-
скими импульсами. Физически это означает, что происходящие в мишени процессы
нагревания/охлаждения будут развиваться в тонком поверхностном слое твердого те-
ла. Это позволяет использовать для расчета  нестационарное одномерное уравнение
теплопроводности в полуограниченном теле 
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Рис. 1. Схема сопряженной задачи “испарение – теплопроводность”.
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Здесь  – время;  – коэффициент температуропроводности;  – координата, отсчи-
тываемая от поверхности вглубь мишени;  – разность температур;  – тем-
пература на бесконечности тела.

В начальный момент времени в твердом теле задается однородное распределение
температур:  при  ГУ для уравнения (2) в общем виде имеет вид:

 при  Уравнение (2) представляет собой классическое параболи-
ческое уравнение теплопроводности (ПУТ). В соответствие с [1] будем использовать
интегральный метод решения, основанный на концепции теплового слоя. В рамках
этого метода дифференциальное уравнение теплопроводности заменяется на инте-
грал теплового баланса для слоя толщиной  монотонно продвигающегося от по-
верхности вглубь твердого тела [2–4]. Использование такого подхода приводит к ана-
литическим решениям, которые точно удовлетворяют начальному и граничным усло-
виям и приближенно – исходному дифференциальному уравнению. При этом поток
теплопроводности может быть записан в виде:

(3)

где  – коэффициент теплопроводности твердого тела.
После ряда элементарных преобразований, подробно изложенных в [1], из (2), (3)

выводится линейное неоднородное дифференциальное уравнение первого порядка
относительно  Его общее решение имеет вид:

(4)
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Вычисление квадратуры (4) для классических ГУ дает:  – для ГУ первого ро-
да   – для ГУ второго рода 

Параметр испарения. Согласно линейной кинетической теории [7] поток испарения
 и разность температур  связаны соотношением:

(5)

Здесь  – теплота фазового перехода;  – плотность пара;  – индивидуальная газо-
вая постоянная;  – коэффициент конденсации, который зависит от состояния по-
верхности и физической природы конденсированной фазы и может изменяться в диа-
пазоне 

При выводе соотношения (5) использовалось также уравнение Клапейрона–Клау-
зиуса, связывающее температуру и давление пара на линии насыщения [7]. В последу-
ющих выкладках используются следующие величины:

• “параметр испарения”

(6)

обозначающий долю падающего на мишень лучистого потока, которая идет на паро-
образование;

• масштаб времени

(7)

• безразмерное время 
Опуская промежуточные выкладки, запишем полученное в работе [1] аналитиче-

ское решение параболической сопряженной задачи (рис. 2):

(8)

Рассмотрим асимптотики решения (8). В начальный момент доля теплового пото-
ка, идущего на испарение, является пренебрежимо малой, и практически весь тепло-
подвод к твердому телу идет на его нагрев:

Устремляя время облучения к бесконечности, приходим ко второму предельному слу-
чаю. Мишень полностью прогревается, весь подводимый к поверхности тепловой по-
ток расходуется на испарение:

При этом в соответствии с (5) температура поверхности будет стремиться к своему
постоянному максимальному значению:

Коэффициент теплоотдачи. Представим поток теплопроводности в виде: 
где  – коэффициент теплоотдачи. Из теории теплопроводности [2] известно, что ко-
эффициент теплоотдачи для полуограниченного тела может изменяться в диапазоне
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Рис. 2. Зависимость параметра испарения от безразмерного времени для параболического уравнения тепло-
проводности.
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 Здесь нижние индексы обозначают соответствующие термические ГУ:
 – первого рода   – второго рода  Для дальнейшего ана-

лиза целесообразно ввести безразмерные коэффициенты теплоотдачи, определяемые
соотношениями:

(9)

При этом выполняется двойное неравенство:  С учетом (9) фор-
мулу (6) для параметра испарения можно представить в виде:

Как показывает анализ асимптотик решения (8), в процессе облучения твердого те-
ла термическое состояние его поверхности будет эволюционировать между двумя пре-
дельными вариантами – от  к  Согласно (9), для указанных случаев
будем иметь следующие асимптотики:

С учетом этого решение (8) можно представить в виде:

(10)

Соотношение (10) представляет собой явную форму записи решения (8) для парамет-
ра испарения. Здесь
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переходная функция, описывающая развитие во времени составляющих теплового
потока, которая имеет следующие асимптотики:

Для эталонного случая ПУТ выражение (10) принимает вид:

(11)

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Гипотеза теплопроводности Фурье. Аналитическая теория теплопроводности берет
свое начало от доклада Фурье (Fourier) “О распространении тепла в твердом теле”, с
которым он выступил в Париже в 1807 г. В законченном виде Фурье представил свою
теорию в 1822 г. в работе “Аналитическая теория тепла (Théorie analytique de la chal-
eur), которую Кельвин (Kelvin) назвал "великой математической поэмой”. Фундамен-
тальный результат, который носит имя закона Фурье (или гипотезы теплопроводно-
сти Фурье), гласит, что поток тепла  пропорционален градиенту температуры1:

(12)

Для полного описания процесса распространения тепла в неподвижной среде необхо-
димо привлечь также закон сохранения энергии:

где  – удельная теплоемкость твердого тела.
Отсюда следует параболическое уравнение (2). Рассмотрим принадлежащее Кель-

вину классическое решение ПУТ о точечном тепловом источнике. Пусть в момент
 в точке x  мгновенно выделяется количества тепла  Решением уравнения (2)

с начальным условием  при  будет:

Решение Кельвина описывает затухающую во времени тепловую диффузию и харак-
теризуется мгновенным распространением теплового сигнала:

Эта свойство ПУТ наглядно иллюстрирует известный “парадокс Фурье”: тепловое
возмущение в какой-либо точке тела приводит к мгновенному изменению температу-
ры во всех других его точках. Исследуя парадокс Фурье, Риман (Riemann) показал, что
различным видам изотермических поверхностей соответствуют различные дифферен-
циальные операторы теплопроводности (в частности, линейный оператор параболиче-
ского типа). Следовательно, гипотеза Фурье является неполной, так как она не содержит
параметров, ограничивающих скорость распространения тепла. Необходимость введения
таких параметров обусловлена механизмом переноса тепла элементарными частицами ве-

1 Здесь и ниже рассматривается одномерная задача теплопроводности.

( )−
= −ϕ + τ

1 21 21

( )
( )

−

−
ϑ

τ → ϕ = ψ = α 

τ → ∞ ϕ = ψ = α 

�

�

1

1

0: 1, 8/3 ,

:  0, 3 .

q

( ) ( )−−  ψ = + τ + − + τ  

1 21 2 1 21 1 2 1 1 .

q

( ) ( )∂ϑ
= −λ

∂
,

,   .
x t

q x t
x

∂ϑ ∂ϑ= −
∂ ρ ∂

1 ,
t c x

c

= 0t =  0 .Q
( )ϑ =,0 0x −∞ < < ∞x

( )  ϑ = − π  

2
, exp .

42
Q xx t

att

( )> − ∞ < < ∞ ϑ >0, : , 0.t x x t



146 ЗУДИН и др.
щества – электронами, молекулами, ионными решетками. Поэтому результат теплопере-
носа – формирование поля температур в твердом теле – также должен определяться
процессами, связанными с периодическими колебаниями этих частиц. Отсюда следу-
ет, что закон распространения тепла должен иметь волновой характер, определяемый
параметрами движения частиц (скоростью, длиной и временем свободного пробега,
взаимодействием при соударении).

Традиционно полагается, что для большинства задач теплопроводности влияние
конечной скорости распространения тепла пренебрежимо мало. Поэтому для описа-
ния теплопереноса в твердом теле практически всегда используется ПУТ. Конечная
скорость распространения тепловых возмущений учитывается лишь при исследова-
нии процессов с экстремальными тепловыми воздействиями и со сверхбыстрым изме-
нением температурных полей. Характерным примером таких явлений служит воздей-
ствие на поверхность мишени мощных импульсных тепловых потоков при лазерной
обработке материалов, время протекания которых составляет нано- или фемтосекун-
ды. К числу других относятся процессы, связанные с нагреванием при трении с ано-
мально высокой скоростью, а также при “тепловом ударе”.

Гипотеза теплопроводности Каттанео–Вернотте. В 1958 г. Каттанео (Cattaneo) [8] и
Вернотте (Vernotte) [9] независимо предложили обобщение классического закона теп-
лопроводности путем учета в соотношении (12) времени тепловой релаксации 

(13)

Раскладывая левую часть (13) в ряд Тейлора по  получаем в нулевом приближении –
гипотезу Фурье (12), в первом приближении – гипотезу Каттанео–Вернотте:

(14)

Использование формулы (14) в уравнении сохранения энергии приводит к гиперболи-
ческому уравнению теплопроводности (ГУТ):

(15)

Уравнение (15) учитывает запаздывание реакции неравновесной системы на термиче-
ское возмущение. Этот эффект является следствием инерционности теплового пото-
ка, который откликается на изменение температурного градиента не мгновенно (как в
равновесной системе), а через конечное время  При  уравнение (15) сводится
к классическому параболическому уравнению (2).

Важные задачи нестационарной теплопроводности для гиперболической моделей
переноса детально рассмотрены в работах Карташова [10–12]. В них развит аналити-
ческий подход, приводящий к новым интегральным соотношениям, которые могут
непосредственно использоваться для проведения численных расчетов. Автор [10–12]
дал исчерпывающе описание волнового механизма нестационарной теплопроводно-
сти с учетом конечной скорости распространения тепла. В работе [13] получено точ-
ное аналитическое решение ГУТ для бесконечной пластины при ГУ первого рода. По-
казано, что прогрев (охлаждение) твердого тела может быть описан как движение теп-
лового слоя, на границе которого имеет место скачок температуры.

Пространственно-неоднородные структуры. В большинстве исследований полагает-
ся, что скорость переноса тепла по порядку величины совпадает со скоростью звука .
Это означает, что время релаксации является характеристикой вещества, которую

можно оценить как  Для твердых тел, жидкостей и газов это дает диапазон
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величин:  с. Отсюда делается вывод о пренебрежимо малой роли теп-
ловой релаксации в подавляющем числе практических задач.

В резкое противоречие с такими оценками вступили результаты экспериментов [14]
по измерению нестационарной температурной функции в засыпках (мокрый песок,
пищевая сода, стеклянные шарики) в воздушной сплошной среде. Обработка опыт-
ных данных [14] дала огромные (по сравнению с общепринятыми) времена релакса-
ции в диапазоне от 10 до 54 с. Сопоставимые с этими значения (  15 с) были получе-
ны также в опытах [15] по измерению нестационарного поля температур при контакте
двух образцов биологической ткани. С другой стороны, в экспериментах [16, 17] с за-
сыпкой из песка и биологической ткани не был зарегистрирован сколь-нибудь замет-
ный эффект запаздывания теплового потока. Авторы [16, 17] описывали свои опытные
данные с помощью классического ПУТ.

Сравнительный анализ методик проведения эксперимента и обработки опытных
данных [14–17], выполненный в работе [18], привел к следующим выводам.

• Автор [14] при определении коэффициента эффективной температуропроводно-
сти сыпучей среды  применял решение параболического уравнения (2). Это значе-
ние далее использовалось для расчета времени релаксации, входящего в гиперболиче-
ское уравнение (15), что является некорректным. Кроме того, при описании экспери-
ментальных данных в [14] допущена терминологическая путаница (связанная с
определением коэффициентов теплопроводности и температуропроводности), ставя-
щая под сомнение достоверность полученных результатов.

• В работе [15] с высокой точностью измерялось поле температур в образце, а также
проводились тарировочные опыты с нагревом алюминиевой пластины. К недостаткам
методики [15] следует отнести измерение каждого теплофизических параметров среды
(теплопроводности  теплоемкости  и плотности ) в отдельных независимых
опытах. Это могло повлечь за собой существенные погрешности определения эффек-
тивного коэффициента температуропроводности  и как следствие – вре-
мени релаксации.

• В экспериментах [16] с засыпкой из мокрого песка методически спорно проводи-
лось определение  Кроме того, подвод тепла к образцу осуществлялся путем элек-
трообогрева, что соответствует ГУ второго рода. При этом температура поверхности
определялась как средняя за период нагрева, что существенно снижает точность полу-
ченных результатов.

• Также, как и в работах [14, 16], применяемая в работе [17] методика определения
 представляется спорной. Кроме того, используемый в опытах [17] способ обогрева

образца за счет циркуляции теплоносителя соответствует ГУ третьего рода. Наконец,
измерение нестационарного поля температур в образце с опросом одной термопары в
секунду не позволяло корректно оценивать время релаксации.

С целью разрешения противоречий, возникших при систематизации опытных дан-
ных [14–17], авторы [18] провели специальные опыты, в ходе которых одновременно
измерялись эффективная температуропроводность среды  и время релаксации  Ис-
пользовались различные виды засыпки: искусственный песок; порошок (гидроксида на-
трия и оксида алюминия); свинцовые шарики с медным покрытием. Для воспроизведе-
ния условий экспериментов [15, 17] исследовалась также биологическая ткань.

Рабочим телом в экспериментах [18] служила цилиндрическая засыпка диаметром
40 мм и высотой 80 мм. В качестве газового наполнителя использовались воздух, ге-
лий, азот, аргон. Опыты проводились для различных значений давления и температу-
ры газового наполнителя. Гармонические пульсации температуры генерировались на
поверхности образца с помощью элемента Пельтье. Распределение температур по оси
образца измерялось шестью термопарами, расположенными с шагом 10 мм. Измеряв-
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Таблица 1. Сопоставление значений эффективной температуропроводности  и времени ре-
лаксации  измеренных в экспериментах [14–18]

Материал , м2/с , с Источник

Песок 0.226 2.26  [18]
Песок 0.408 20  [14]
Песок 0.218 0  [16]
Песок 0.169 0  [17]
Пищевая сода 0.185 0.66  [18]
Пищевая сода 0.310 28.7  [14]
Биологическая ткань 0.132 1.77  [18]
Биологическая ткань 0.140 15.5  [15]
Биологическая ткань 0.130 0  [17]

ea
,rt

× 610ea rt
шиеся в опытах фазовый сдвиг пульсаций и декремент затухания их амплитуды ис-
пользовались совместно с результатами аналитического решения ГУТ для полуогра-
ниченного тела. Найденные таким образом значения  сопоставлялись с результа-
тами работ [14–17] (табл. 1). Как видно из таблицы, полученные в [18] значения 
оказались примерно на порядок меньшими, чем в работах [14, 15]. Была также уста-
новлена сильная зависимость  от характерного размера частиц в засыпке и от темпе-
ратуры среды.

Оценка времени релаксации. Проведем оценку времени тепловой релаксации в телах
с пространственно-неоднородной структурой на основе приведенных в [18] экспери-
ментальных данных. Логично предполагать, что причиной сильного запаздывания
теплового сигнала в сыпучих средах является их ячеистая структура, препятствующая
распространению тепла. Механизм теплопроводность здесь затруднен в силу точечно-
го контакта соприкасающихся частиц, поэтому теплоперенос будет осуществляться
путем свободной конвекции в газовом наполнителе. Следовательно, эффективная
теплопроводность образца должна зависеть от размера частиц, характера их упаковки
в засыпке, а также от рода используемого газа и его температуры. Так, в серии экспе-
риментов [18] для засыпки из свинцовых шариков диаметром 4.4 мм с газовым напол-
нителем из смеси аргона и азота было получено:  ≈ 8 × 10–6 м2/с;  ≈ 14 с.

Для проведения оценок воспользуемся аналитическим решением [19] задачи о
скачке температур на поверхности шара, полученным с помощью интегрального ме-
тода теплового баланса:

Здесь   – температура поверхности;  – температура в
центре шара;  – диаметр шара. Сделаем следующие допущения.

• Диаметр условной ячейки засыпки (включающей собственно шарик и окружаю-
щий его газ) равен удвоенному диаметру шарика в засыпке  = 8.8 мм.

• Время релаксации равно промежутку времени, в течении которого центр шара
прогреется на 95%:   = 0.05.

Заменяя температуропроводность шара  на ее эффективное значение  для ячей-

ки неоднородной среды, будем иметь:  Для приведенных выше усло-

,e ra t

rt

rt

ea rt

 
Δ = − 

 
2
0

exp 27.9 .at
d

( )Δ = ϑ − ϑ ϑ0 ;s s ϑ = const s ( )ϑ0 t

0d

0d

ϑ = ϑ0 0.95 ;s Δ
a ea

≈ 2
00.107 .r et d a



149СОПРЯЖЕННАЯ ЗАДАЧА
вий опытов [18] отсюда получаем близкую к измеренной величину:  ≈ 10.4 с. Прове-
денные оценки свидетельствуют в пользу корректности полученных в эксперименте [18]
значений времени релаксации.

Другим ярким примером проявления существенной тепловой релаксации в среде
являются результаты работы [20], полученные при экспериментальном исследовании
переходного термического процесса в пластине из полиметилметакрилата. Было уста-
новлено, что при внезапном погружении в горячую дистиллированную воду темпера-
тура в центре пластины в течение определенного времени остается неизменной. Затем
пластина начинает нагреваться со скоростью, значительно меньшей, чем это предска-
зывает решение ГУП с ГУ третьего рода. Для обработки экспериментальных данных
авторы [20] использовали уравнение теплопроводности, выведенное Лыковым [21] из
системы дифференциальных уравнений Онзагера. В отличие от стандартного ГУТ это
уравнение содержит дополнительный член со смешанной третьей производной от
температуры (по времени и по поперечной координате), а также новую физическую
константу  – “время демпфирования температуры”2. В итоге авторы [20] получили:

 с,  с. Для настоящего анализа важно, что рассчитанное в [20] значение
 весьма близко к полученным в [18] значениям для случаев песка и биологической

ткани.

ПОСТРОЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ

Интегральное преобразование Лапласа. Как известно [10–12], основным инструмен-
том нахождения аналитических решений краевых задач нестационарной теплопро-
водности в областях канонического типа (пластина, цилиндр, шар) является операци-
онный метод. В его основе лежит процедура интегральных преобразований Лапласа и
Фурье, позволяющая перевести дифференциальные уравнения в частных производ-
ных в класс обыкновенных дифференциальных уравнений. Последние, в свою оче-
редь, сводятся к алгебраическим (операторным) уравнениям. Важно отметить, что
операционный метод применим только для линейных уравнений теплопроводности с
постоянными коэффициентами и линейными граничными условиями. Как известно
[10–12], преобразование Лапласа переводит оригинал  в изображение 
путем интегрирования с весовой функцией:

Ниже мы будем символически обозначать эту процедуру как 
Автор [10, 11] подчеркивает особенность краевых задач гиперболической модели

теплопроводности: несмотря на свое сравнительно простое математическое описание
они в большинстве случаев не позволяют получить замкнутое аналитическое реше-
ние. Это делает нахождение точных решений задач для ГУТ существенно более трудо-
емким по сравнению с параболическим случаем. Использование операционных мето-
дов приводит в этом случае к сложным функциональным конструкциям в простран-
стве изображений (по Фурье или по Лапласу). Вследствие этого справочники по
операционному исчислению [12, 23] содержат сравнительно небольшую часть ориги-
налов исследованных к настоящему времени конструкций. В подавляющем большин-
стве случаев эти оригиналы не могут быть найдены в аналитическом виде, поэтому ре-
шение записывается в виде весьма сложных квадратур. Тем большую ценность приоб-
ретают в этой связи те немногочисленные случаи, которые допускают аналитическое
решение.

2 Подробное исследование уравнения Лыкова и его модификаций содержится в работе [22].
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Граничное условие первого рода. В работе [24] было получено аналитическое реше-
ние ГУТ со стационарным ГУ первого рода для полуограниченного тела с помощью
интегрального преобразования Лапласа:

Ниже приводится обобщение решения [24] на случай, когда температура поверхности
тела является произвольной функцией времени:  Зададим однородные началь-
ные условия в виде:

На бесконечности должно выполняться условие затухания температурных возмущений:

Для этого случая интегрирование уравнения (15) с учетом гипотезы Каттанео–Вер-
нотте (14) дает выражение для теплового потока в следующем виде:

По этой квадратуре при известной температурной функции  можно рассчитать
тепловой поток в любой точке тела в произвольный момент времени.

Для преобразований Лапласа температуры и граничного условия будем писать:

Решением в области изображений будет:

Обращаясь к таблицам [12, 23], восстанавливаем оригинал и находим решение иссле-
дуемой краевой задачи в виде:

Здесь введены следующие обозначения:

Граничное условие второго рода. По аналогии с полученным выше решением будем
использовать операционный метод для случая нестационарного ГУ второго рода:

где  – произвольная функция времени. На бесконечности должно выполняться
условие затухания градиента температур:
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Это условие можно заменить на эквивалентное условие:

Преобразования Лапласа для рассматриваемого случая пишем в виде:

Будем иметь следующее решение в области изображений:

Возвращаясь к таблицам оригиналов [12, 23], получаем:

Здесь величина  обозначает следующий интеграл:

Относительные коэффициенты теплоотдачи. Введем коэффициент теплоотдачи, свя-
зывающий тепловой поток и температуру на поверхности твердого тела:

Из полученных выше аналитических решений следует:

(16)

Здесь  – модифицированные функции Бесселя первого рода соответствен-
но нулевого и первого порядка [25];  – безразмерное время3; нижний индекс
обозначает тип ГУ: соответственно первого  и второго  рода.

Если время релаксации пренебрежимо мало  будем иметь  и форму-
лы (16) будут описывать коэффициент теплоотдачи для параболического случая:

(17)

Опираясь на эталонные значения (17), введем относительные коэффициенты тепло-
отдачи, позволяющие выразить влияние конечной скорости передачи тепла:

3 Здесь для удобства в качестве масштаба используется удвоенное время релаксации 2tr.
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Рис. 3. Относительный коэффициент теплоотдачи: 1 – граничное условие первого рода; 2 – граничное
условие второго рода.
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Для ГУ первого и второго рода из (16), (17) получаем:

(18)

Рассмотрим асимптотики (18). При  оба выражения (18) сводятся к эталонному
параболическому случаю:

При  будем иметь случай максимального влияния гиперболичности:

описывающий максимальное снижение теплопереноса за счет инерционного запаз-
дывания теплового потока. Результаты расчета по зависимостям (18) представлены на
рис. 3.

Как видно из рисунка, при увеличении  функция  монотонно возрастает от 0 до 1. В
то же время зависимость  обнаруживает локальный максимум с координатами:

  Из (16) следует, что в начальный момент времени коэффициенты
теплоотдачи для обоих ГУ описываются соотношением:

Сопоставление этой асимптотики с эталонными значениями (17) демонстрирует ра-
дикальное различие параболической и гиперболической моделей теплопроводности.

•  В параболическом случае начальный тепловой поток принимает бес-
конечно большое значение, в гиперболическом случае – остается конечным.
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•  В начале обогрева перепад температур на поверхности для ПУТ равен ну-
лю, а для ГУТ – скачкообразно возрастает до некоторого фиксированного значения.

ОБОБЩЕННОЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

Безразмерные коэффициенты теплоотдачи. Введем безразмерное время релаксации:
 и перейдем в (16) к безразмерным коэффициентам теплоотдачи, определяе-

мым формулой (9):

(19)

Соотношения (19) содержат два различных безразмерных времени –  – и
поэтому неудобны для последующего анализа. С погрешностью менее 1% их можно
аппроксимировать формулами:

(20)

Здесь введены унифицированные безразмерные величины:   В пре-
деле при  безразмерные коэффициенты теплоотдачи имеют “параболический”
вид, зависящий только от времени:

В свою очередь, в “гиперболическом пределе”  эти величины определяются
только временем релаксации:

Запишем конструкцию аналитического решения сопряженной задачи, обобщающее
эталонный параболический вариант (10):

(21)

В (21) входит переходная функция:

которая содержит неизвестное безразмерное время  Будем искать эту величину как
обобщение текущего времени на случай ГУТ. Анализ соотношения (20), включающе-
го комбинации безразмерных величин  дает в наше распоряжение два предельных

варианта: либо  либо  Расчеты, проведенные в диапазоне
1 для указанных двух величин, показали, что их различие не превышает деся-

тых долей процента. Для определенности ниже мы будем использовать переходную
функцию для ГУ 
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Рис. 4. Зависимость параметра испарения от времени для различных значений времени релаксации: 1 –

 2 –  3 –  4 –  5 – 
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Соотношения (19)–(22) представляют собой приближенное аналитическое реше-
ние сопряженной задачи “теплопроводность – испарение” для общего случая конеч-
ной скорости распространения тепла. На рис. 4 представлены функции  для раз-
личных значений  Как видно из рисунка, обобщенные зависимости представляют
собой протяженные пологие участки в окрестности  плавно переходящие в эта-
лонную зависимость (8) для случая  (рис. 2). Важной особенностью общего ре-
шения для ГУТ является выход величины  при  на фиксированную “гипербо-
лическую полку”:

(23)

На рис. 5 приведена зависимость  При  имеем предельный случай,
описываемый ПУТ:  При увеличении времени релаксации  монотонно
возрастает и при  достигает предельного значения:  Эта асимптотика
соответствует полному выключению механизма теплопроводности:  Фи-
зически это означает, что во всем интервале  излучаемый тепловой поток
полностью затрачивается на испарение: 

Двухзонная аппроксимация решения. Для проведения прикладных расчетов, а также
приближенных физических оценок целесообразно использовать приближенную ап-
проксимацию решения (21). Для этого заменим пологие участки на рис. 3 на горизон-
тальные участки (“полки”) в интервале  ширина которых равна (рис. 6):
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Рис. 5. Зависимость минимального значения параметра испарения от параметра релаксации.
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Как видно из формулы (24), время запаздывания  оказывается пропорциональ-
ным времени релаксации:  при   при  Согласно (23),
высота “гиперболической полки” зависимости  однозначно определяется пара-
метром релаксации:

В итоге можно записать двухзонную аппроксимацию аналитического решения:

(25)

Двухзонная аппроксимация дает наглядную картину влияния параметра релакса-
ции на интенсивность испарения. Как видно из рис. 6, учет конечной скорости рас-
пространения тепла отсекает от предельной параболической кривой, описываемой
формулой (8), “гиперболическую зону” протяженностью  Физически это означает,
что в тепловом балансе (1) поток испарения при  скачкообразно возрастает от ну-
ля до значения  Далее на протяжении гиперболической зоны 
составляющие теплового баланса остаются неизменными. Начиная с момента 
реализуется “параболическая зона”, подчиняющаяся соотношению (8). С увеличени-
ем времени релаксации высота гиперболической полки увеличивается.

Приведенная двухзонная аппроксимация качественно подтверждает отмеченную в
работах [10–13] тенденцию вырождения влияния времени релаксации на теплопере-
нос. На рис. 7 приведены предельные ситуации двухзонной аппроксимации. Так, зна-

чению  соответствует время запаздывания  Здесь мы имеем
протяженную параболическую зону, в течение которой происходит нарастание потока
испарения. Значению  отвечает  При этом процесс теплопровод-
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Рис. 6. Двухзонная аппроксимация решения (21): 1 –  2 –  3 –  4 – 

5 – 
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ности практически перестает влиять на теплоперенос, так что на протяжении всей ги-
перболической зоны происходит рост потока испарения лишь на 5%.

Влияние коэффициента конденсации. Полученное выше решение (19)–(22) является
компактным и удобным для проведения расчетов. Однако для наглядного выявления
влияние коэффициента конденсации на параметр испарения целесообразно предста-
вить решение в параметрическом виде. Введем для этого вместо соотношения (7) но-
вый масштаб времени:

(26)

С учетом (26) будут переопределены также параметр релаксации  и безраз-
мерное время  В результате в задаче возникает дополнительный параметр 
Как видно из рис. 8, при том же значении параметра релаксации при уменьшении 
кривые  смещаются вниз и вправо. Физически это означает две взаимосвязан-
ные тенденции: перевод сопряженной задачи из гиперболической в параболическую;
затягивание процесса испарения.

Дальнейшие рекомендации. Полученные в [14–18] экспериментальные и теоретиче-
ские результаты являются дискуссионными и требуют проведения специальных ис-
следований, которые выходят за пределы настоящей статьи. Перспективной представ-
ляется направление, намеченное в работе [26]. Было построено решение кинетиче-
ского уравнения Больцмана для случая многомасштабной функции распределения
молекул по скоростям. С помощью обобщенного метода Энскога–Чепмена авторы
[26] получили, что в уравнениях переноса молекулярных потоков импульса и энергии
появляются дополнительные члены, описывающие релаксационные эффекты. Их
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Рис. 7. Двухзонная аппроксимация решения (30): 1 –  2 –  3 –  4 – 

5 – 
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учет приводит к появлению добавочных слагаемых в выражениях для тензора вязких
напряжений и вектора потока тепла.

Представленные результаты показывают важность учета эффекта релаксации теп-
лового потока, являющегося составной частью механизма нестационарной теплопро-
водности. Полученное общее аналитическое решение позволяет проследить тенден-
ции влияния физических факторов на параметр испарения и провести корректный
анализ предельных вариантов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено аналитическое исследование сопряженной задачи “испарение – тепло-
проводность” с учетом конечной скорости распространения тепла. Базовым условием
является баланс теплового потока на поверхности облучаемого твердого тела (мише-
ни), включающее две составляющие: поток теплопроводности и поток испарения.
Для решения одномерного нестационарного параболического уравнения теплопро-
водности в полуограниченном теле применяется интегральный метод теплового слоя.
Для расчета искомого параметра испарения используются результаты линейной кине-
тической теории. На основе анализа имеющихся экспериментальных и теоретических
данных проведена оценка времени релаксации теплового потока в среде с простран-
ственно-неоднородной структурой. Методом интегрального преобразования Лапласа
получено аналитическое решение краевой задачи для гиперболического уравнения
теплопроводности в случае нестационарных граничных условий первого и второго ро-
да. Построено обобщенное аналитическое решение сопряженной задачи, учитываю-
щее влияние параметра релаксации на развитие процесса теплопереноса во времени.
Проведен анализ влияния коэффициента конденсации на интенсивность испарения.
Выполнена двухзонная аппроксимация аналитического решения, позволяющая выде-
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Рис. 8. Влияние коэффициента конденсации на параметр испарения: 1 –  2 –  3 –  4 –

 5 –  а –  б –  в – 
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лить характерные параметры сопряженной задачи: время запаздывания, высота ги-
перболической полки, гиперболическая и параболическая зоны процесса испарения.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

 – коэффициент температуропроводности;  – удельная теплоемкость;  – тепло-
вой поток;  – поток теплопроводности;  – поток испарения;  – время; – мас-
штаб времени;  – время тепловой релаксации;  – коэффициент теплоотдачи;  –
безразмерный коэффициент теплоотдачи;  – толщина теплового слоя;  – темпера-
тура;  – коэффициент теплопроводности;  – параметр испарения;  – обобщен-
ный параметр испарения;  – относительный коэффициент теплоотдачи;  – плот-
ность,  – безразмерное время.

НИЖНИЕ ИНДЕКСЫ

 – граничное условие первого рода;  – граничное условие второго рода.

СОКРАЩЕНИЯ

ГУ – граничные условия; ГУТ – гиперболическое уравнение теплопроводности;
ПУТ – параболическое уравнение теплопроводности.
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The Conjugate Problem “Evaporation – the Hyperbolic Heat Conduction Equation”

Yu. В. Zudina, *, D. S. Urtenova, and V. S. Ustinova

aNational Research Centre “Kurchatov Institute”, Moscow, Russia
*e-mail: yzudin@gmail.com

Analytical study of the conjugate problem “evaporation – the hyperbolic heat conduction
equation” for the hyperbolic model of thermal conductivity is carried out. The evaporation
flow is calculated using the linear kinetic theory. The relaxation time of the heat f low is esti-
mated by analyzing experimental and theoretical results. The analytical solution of the
boundary-value problem for the hyperbolic heat equation in the case of nonstationary
boundary conditions of the first and second kind is obtained by the Laplace integral trans-
formation method. A generalized analytical solution of the conjugate problem is constructed
with due account of the influence of the relaxation parameter on the development of the
heat transfer process in time. A two-zone approximation of the solution for the evaporation
parameter is performed, which allowed us to identify the characteristic parameters of the
conjugate problem: the delay time, the height of the hyperbolic shelf, and the hyperbolic and
parabolic zones of the evaporation process.

Keywords: analytical study, conjugate problem, Laplace transform, hyperbolic heat conduc-
tion equation, generalized solution, relaxation parameter, condensation coefficient
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