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произвольно расположенных многоугольников, реализующий комбинированный
метод контурного интегрирования. Метод сочетает интегрирование по квадратур-
ным формулам Гаусса невысокого порядка с точным аналитическим решением. По-
казаны особенности, связанные с погрешностью расчета угловых коэффициентов
численными методами контурного интегрирования. Предложены способы, позво-
ляющие обеспечить заданную точность расчета.
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ВВЕДЕНИЕ

Среди факторов, определяющих успешное функционирование любого техническо-
го устройства, немаловажное значение имеют условия теплообмена с окружающей
средой и внутренний теплообмен. Для технических устройств, эксплуатируемых в раз-
ряженной газовой среде (вакууме) и при высоких температурах внешней поверхности,
главенствующее значение приобретает радиационный теплообмен.

Задачи расчета радиационного теплообмена встречаются при проектировании
СОТР для моделирования тепловых потоков как в условиях полета для сложных мно-
гомодульных объектов типа международной космической станции [1] и небольших
конструкций [2], так и для условий наземной экспериментальной отработки [3].

Для численного моделирования радиационного теплообмена широко применяется
зональный метод, в котором поверхности, участвующие в радиационном теплообме-
не, разбиваются на зоны [4 стр. 130], в пределах которых теплофизические свойства
принимаются однородными. При этом зачастую используется диффузная модель из-
лучения и отражения, в которой излучение и поглощение каждой поверхности не за-
висит от направления. В таком случае расчет радиационного теплообмена сводится к
определению диффузных угловых коэффициентов излучения [5].
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Рис. 1. К определению угловых коэффициентов контурным интегрированием.
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Для космических аппаратов расчет внешних воздействующих тепловых потоков
сводится по сути к расчету угловых коэффициентов радиационного теплообмена
внешних элементов конструкции между собой и внешних элементов конструкции и
естественными источниками тепловой энергии в космосе (излучением Солнца и Зем-
ли), а для расчета внутреннего радиационного теплообмена в полостях – к расчету уг-
ловых коэффициентов элементов конструкции между собой.

Определение и основные формулы расчета диффузных угловых коэффициентов
можно найти в [5–7]. Классификация методов расчета угловых коэффициентов при-
ведена в [8].

Сегодня особые требования предъявляются к скорости и точности расчетов. При
отсутствии препятствий между поверхностями  и  (рис. 1) одним из используе-
мых приближенных численных методов определения угловых коэффициентов являет-
ся контурное интегрирование.

Имеется множество форм контурного интеграла, который выводится из двойного
интеграла по площадям с использованием теоремы Стокса [9–12].

В общем виде интегралы можно записать

(1)

где матрица  – одно из подынтегральных выражений, полученных на основе

использования диад в сферической системе координат с базисами   и  (табл. 1).
Остальные символы определены на рис. 1.

Для многоугольников вычисления производятся для каждой стороны независимо

(2)

При численном определении угловых коэффициентов используются квадратурные
формулы [13] – на каждой стороне выбирается набор узловых точек c с весами g и еди-
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Таблица 1. Вид матрицы в подынтегральном выражении

Примечание: подынтегральное выражение  соответствует диаде , которая яв-
ляется единичным афинором.

Вид матрицы Обозначение

IS

IDL1

IDL2

IDL3

( , )i jM c c

ln  r E

− ⊗ˆ ˆr r

( )− θ θ ⊗ˆ ˆ1 /tg ψ ψ

⊗ + ⊗ˆ ˆ ˆ ˆθ θ ψ ψ

ln  r E ⊗ + ⊗ + ⊗ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆr r θ θ ψ ψ
(3)

(4)

Выбор узловых точек с весами фактически означает построение на сторонах сетки.
Самым простым численным методом определения значения интеграла является се-

точный метод с квадратурной формулой средних (прямоугольников), в котором сто-
рона делится на интервалы, как правило, равной длины, а в качестве узловых точек
выступают середины интервалов, при этом веса узловых точек равны длинам интерва-
лов. Широкое распространение получило использование квадратурных формул Гаус-
са, в которых в качестве узловых точек выступают корни полиномов Лежандра. Фор-
мулы Гаусса позволяют получить точное значение интеграла, если подынтегральная
функция является полиномом. Однако подынтегральные функции в формуле (1) не
являются полиномами, поэтому сходимость интегралов с применением формул Гаус-
са в ряде случаев оказывается хуже, чем с применением формулы средних.

Применение любого численного метода означает, что рассчитываемая величина
определяется с некоторой погрешностью. Проведенное исследование показывает, что
на некоторых конфигурациях многоугольников применение квадратурных методов не
позволяет получить значения угловых коэффициентов с требуемой точностью. Ис-
пользование же точных аналитических формул [14, 15] достаточно ресурсоемко (выра-
жения не приводим из-за их громоздкости).

В данной работе показаны особенности, связанные с погрешностью расчета угло-
вых коэффициентов численными методами контурного интегрирования, и предложен
алгоритм, позволяющий обеспечить заданную погрешность расчета.

Предложенный алгоритм сочетает интегрирование по квадратурным формулам
Гаусса невысокого порядка с точным аналитическим решением.

Алгоритмы расчета угловых коэффициентов контурным интегрированием с ис-
пользованием квадратурных формул средних и Гаусса для четырех интегралов из
табл. 1, а также с использованием точного аналитического решения [14, 16] по про-
грамме CONTVF [17].

1. ОБЩИЙ АЛГОРИТМ

Для практических вычислений необходимо иметь алгоритм, позволяющий прово-
дить расчеты для выбранного типа интеграла, квадратурной формулы и ее степени.
Общий алгоритм определения угловых коэффициентов между многоугольниками 
и  при разбиении каждой стороны на n интервалов состоит из следующих шагов
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Алгоритм 1. Расчет угловых коэффициентов между многоугольниками квадратурными формула-
ми двойным контурным интегрированием

Общий алгоритм реализует все подынтегральные выражения из табл. 1. При расчете
по формуле (4) возникают особенности при совпадении узловых точек [18]. В интегра-
ле IS возникает сингулярность из-за того, что  становится равным нулю при конеч-
ных значениях  и  а во всех интегралах IDL происходит вырождение единичного
вектора  в нулевой. Эти особенности можно обойти, например, изменением степени
разбиения одного из пары отрезков.

При расчетах на ЭВМ из-за особенностей применяемых алгоритмов вычисления
координат узловых точек может возникнуть ситуация, когда точки должны были сов-
пасть, но не совпали. В таком случае для интеграла IS получаем большое по абсолют-
ной величине значение логарифма, а для интегралов IDL получаем неверное направ-
ление вектора  и, соответственно, большую общую погрешность. Во всех случаях это
приводит к большим суммарным погрешностям.

Подобная ситуация может возникнуть при определении узловых точек на двух сов-
падающих отрезках. В такой ситуации направления обхода отрезков в контурных ин-
тегралах будут противоположными. Пусть имеем  и  При раз-
биении стороны на n интервалов имеем

(5)

(6)

Несмотря на то, что с точки зрения математики значения  и  тождественно
равны, при расчетах на ЭВМ их значения зачастую различаются из-за различной по-
следовательности вычислений и присутствия ошибок округления.

Для того чтобы обеспечить точное совпадение точек (а, следовательно, иметь воз-
можность устранить возникшую особенность) предлагается использовать следующие
выражения, получаемые из (5) и (6):

(7)

(8)

При  формулы (7) и (8) совпадают.
Еще одна выявленная ситуация – при задании геометрии модели вершины “общей

стороны” двух многоугольников могут не совпадать, если на это не обратить внима-
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ние. Для того чтобы подобная ситуация не возникала, необходимо проводить предвари-
тельное отождествление концов отрезков, например, на этапе построения геометрии.

Несмотря на имеющиеся способы устранения указанных особенностей, все же
остается проблема, связанная с большими вычислительными погрешностями приме-
нительно к некоторым конфигурациям многоугольников, которая обусловлена свой-
ствами подынтегральной функции.

Следует отметить, что, несмотря на наличие формул, позволяющих оценить ошиб-
ку вычислений [19], в некоторых конфигурациях полную ошибку предсказать не пред-
ставляется возможным. Так для интеграла

(9)

общая ошибка для формулы среднего n-ой степени может быть записана как

(10)

где  В случае интегрирования IS по двум сторонам с общей верши-

ной значение  равно бесконечности. Подобная ситуация возникает при использо-
вании квадратур Гаусса, так как мы имеем следующую оценку ошибки

(11)

Таким образом интеграл IS для конфигураций, в которых стороны расположены
близко друг к другу, формула (11) дает оценку ошибки, непригодную для практическо-
го применения. Плохая сходимость квадратурных формул в данном случае следует из
значения остаточного члена  в ряде Тейлора

(12)

При  ряд становится знакопостоянным. Зависимость  от количества чле-
нов n для разных x представлена на рис. 2.

Видно, что для получения 6 точных цифр после запятой необходимо использовать
более 100 членов ряда. Подобная степень квадратурных формул для практических рас-
четов является неприемлемой.

2. ПОГРЕШНОСТЬ НА ПАРЕ СТОРОН

Покажем на примерах насколько широкий диапазон погрешностей может возни-
кать при расчетах угловых коэффициентов контурным интегрированием с использо-
ванием квадратурных формул. Рассмотрим несколько конфигураций треугольников
(рис. 3) и выполним расчеты угловых коэффициентов по программе CONTVF с ис-
пользованием различных подынтегральных функций из табл. 1 и квадратурных фор-
мул (Гаусса или средних).

Пример 1. Возьмем два треугольника (рис. 3а) из работы [20] с координатами вер-
шин (0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0) и (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1), для которых точное значение
углового коэффициента равно 0.099912. Результаты расчета угловых коэффициентов
разными интегралами по квадратурам средних и Гаусса приведены на рис. 4.

Пример 2. Возьмем два треугольника (рис. 3б) с координатами вершин (0, 0, 0), (1, 0,
0), (0.8, 1, 0) и (1, 0, 0), (0, 0, 0), (0.8, 1, 0). Повернем второй треугольник вокруг первой
стороны на угол 45°. Точное значение равно 0.5988134. Результаты расчета угловых коэф-
фициентов разными интегралами по квадратурам средних и Гаусса приведены на рис. 5.
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Рис. 2. Остаточный член 
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Рис. 3. Конфигурация двух треугольников: (а) пример 1; (б) пример 2; (в) пример 3.
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В этих двух примерах получена хорошая сходимость по всем методам за исключе-
нием IDL3 с квадратурами Гаусса в примере 1 и IS с квадратурами Гаусса в примере 2,
что подтверждает тезис о том, что сходимость интегралов с применением формул
Гаусса в ряде случаев оказывается хуже, чем с применением формулы средних.

Пример 3. Возьмем два треугольника (рис. 3в) с координатами вершин (0, 0, 0), (1, 0, 0),
(0.8, 1, 0) и (1, 0, 0), (0, 0, 0), (0.8, 1, 0). Повернем второй треугольник вокруг первой
стороны на угол  и переместим по оси OY на расстояние –0.1. Точное значение уг-
лового коэффициента равно 0.00248. Результаты расчета угловых коэффициентов раз-
ными интегралами по квадратурам средних и Гаусса приведены на рис. 6.

Значения, полученные для IS и IDL1, приведены в табл. 2. В таблице приняты сле-
дующие обозначения: n – степень разбиения сторон;  – абсолютная погрешность
рассчитанного углового коэффициента; δF – относительная погрешность рассчитан-
ного углового коэффициента.

Можно заметить неудовлетворительные результаты по всем вариантам расчетов с
использованием квадратурных формул. Данный пример показывает, что вывод, при-

°170

ΔF
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Рис. 4. Результаты расчета угловых коэффициентов для примера 1.
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Рис. 5. Результаты расчета угловых коэффициентов для примера 2.
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веденный в работе [20], о достаточности применения 10-точечных квадратур Гаусса не
подтверждается. Проблема заключается в том, что на паре сторон 1–1 из-за их близо-
сти возникает большая погрешность расчетов, которая и является определяющей.

Характерной чертой контурного интегрирования является то, что ряд, получаемый в
процессе вычисления значения контурного интеграла по квадратурным формулам, в от-
личие от двойного интегрирования по площадям, не является монотонно неубывающей
функцией. Результаты вычисления интегралов на парах сторон (рис. 7) показывают, что
значения отдельных слагаемых могут быть как положительными, так и отрицательными
с абсолютными значениями, на порядки превышающими конечный результат.

Абсолютные ошибки расчета угловых коэффициентов не превышают суммы абсо-
лютных ошибок на парах сторон

(13)
= =

Δ ≤ Δ
π  

1 1

1 .
2

I JK K

km
k mI

F
A
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Рис. 6. Результаты расчета угловых коэффициентов для примера 3.
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Значения ошибок по парам сторон представлены в табл. 3. В качестве точного зна-
чения для IS принимались расчеты по формулам [14], для IDL1 в качестве оценки точ-
ного решения взято значение интеграла при n = 4000.

Видно, что в примере 3 основной вклад в суммарную погрешность вносит пара 1–1,
поэтому точность расчетов может быть существенно повышена, если на паре сторон
1–1 использовать точное аналитическое значение. В табл. 4 приводятся значения 
ΔF и δF, посчитанные при известном точном значении интеграла на паре сторон 1–1.

Видно, что использование точного решения только на одной паре сторон (из девя-
ти) привело к значительному уменьшению погрешности.

Следует отметить, что погрешности на разных парах сторон имеют разные знаки и
могут компенсироваться. Так, при использовании квадратурной формулы средних с
n = 4 сумма абсолютных погрешностей равна 0.01235, т.е. практически составляет
500%! Тем не менее расчетное значение имеет погрешность менее 26%. Для IDL1 при
использовании квадратурной формулы средних с n = 25 сумма абсолютных погрешно-
стей равна 0.00113, т.е. 45%, расчетное значение имеет погрешность 20.6%. Уменьшение
ошибки только на некоторых парах сторон может привести к росту полной ошибки, по-
этому необходимо на каждой паре сторон двух многоугольников проводить вычисления
одним и тем же видом интеграла, но с применением различных квадратурных формул и
степеней разбиений сторон вплоть до применения точного аналитического решения.

−1 2,F
Таблица 2. Результаты расчета угловых коэффициентов для примера 3
Квадратур-

ная 
формула

Среднего Гаусса Среднего Гаусса Среднего Гаусса Среднего Гаусса

n 4 4 10 10 25 25 50 50
Решение с применением интеграла IS

0.13262 0.14352 0.02883 0.03713 0.00583 0.00797 0.00286 0.00327
ΔF 0.13014 0.14104 0.02635 0.03465 0.00335 0.00549 0.00038 0.00079
δF 5247% 5686% 1062% 1397% 135% 221% 15% 32%

Решение с применением интеграла IDL1
–0.04773 –0.07053 –0.01719 –0.02591 –0.00231 –0.00528 0.00247 0.00061

ΔF –0.05022 –0.07301 –0.01968 –0.02839 –0.00479 –0.00776 –0.00001 –0.00187
δF –2024% –2944% –793% –1144% –193% –313% –0.58% –75.5%

−1 2F

−1 2F
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Рис. 7. Значения интегралов IS (а) и IDL1 (б) на парах сторон в примере 3.
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3. КОМБИНИРОВАННЫЙ АЛГОРИТМ

Исходя из особенностей численного интегрирования и невозможности заранее
предсказать величины погрешностей без выполнения громоздких вычислений, для
получения результата с заданной точностью предлагается алгоритм, реализующий
комбинированный метод, сочетающий интегрирование по квадратурным формулам
Гаусса невысокого порядка с точным аналитическим решением. Комбинированный
алгоритм заключается в следующем
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Таблица 4. Результаты расчета угловых коэффициентов для примера 3 с использованием точно-
го значения на паре сторон 1–1

Квадра-
турная 

формула
Среднего Гаусса Среднего Гаусса Среднего Гаусса Среднего Гаусса

n 4 4 10 10 25 25 50 50
Решение с применением интеграла IS

0.00184 0.00104 0.00236 0.00247 0.00246 0.00248 0.00247 0.00248
ΔF –0.00067 –0.00145 –0.00012 –0.00001 –0.00002 0.00000 –0.00001 –0.00000
δF –25.65% –58.27% –5.04% –0.48% –0.78% 0.00% –0.17% 0.00%

Решение с применением интеграла IDL1
0.02243 0.00696 0.00579 0.00249 0.00299 0.00248 0.00251 0.00248

ΔF 0.01995 0.00448 0.00331 0.00001 0.00051 0.00000 0.00003 0.00000
δF 804.2% 180.6% 133.3% 0.3% 20.6% 0.0% 1.2% 0.0%

−1 2F

−1 2F
Алгоритм 2. Расчет УК между многоугольниками комбинированным методом

А.1
А.2 for  do !Начало цикла по сторонам многоугольника I
А.3 for  do !Начало цикла по сторонам многоугольника J
А.4
А.5
А.6
А.7 if  then
А.8
А.9 else
А.10 Построение сетки на стороне 
А.11 Построение сетки на стороне 
А.12 for  do !Цикл по узловым точкам на стороне 
А.13 for  do !Цикл по узловым точкам на стороне 
А.14 if  then
А.15
А.16 go to А.30
А.17 else
А.18
А.19 end if
А.20 end for
А.21 end for
А.22 if  then !Первый проход?
А.23
А.24
А.25
А.26 go to А.10
А.27 else if  then
А.28
А.29 end if
А.30
А.31 end if
А.32 end for
А.33 end for
А.34
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Рис. 8. Распределение пар отрезков: (а) по углу; (б) по минимальному расстоянию; (в) по максимальному
расстоянию.
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Для комбинированного алгоритма выбран интеграл IS, так как для него имеется
точное аналитическое решение для многоугольников. Тогда для пары сторон имеем
интегральную сумму

(14)

которая рассчитывается с использованием квадратур Гаусса.
Суть комбинированного алгоритма заключается в том, что интеграл на паре сторон

рассчитывается по аналитическим формулам только при выполнении одного из условий:
– стороны лежат на одной прямой (может определяться предварительно на этапе

построения геометрии);

– в ходе вычислений  или  обнаружено совпадение узловых точек;
– разница между вычислениями по квадратурным формулам для последовательных

степеней разбиения сторон превышает заданную погрешность

(15)

В остальных случаях в качестве значения интеграла на паре сторон берется 
После проведения многочисленных численных экспериментов мы рекомендуем

использовать 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Для сравнения расчетных методов контурного интегрирования УК в части точно-
сти и быстродействия проведем несколько численных экспериментов. Для этого рас-
смотрим модель, представляющую внутреннюю поверхность сферы единичного ради-
уса, разбитую на 96 плоских многоугольников: 24 треугольника и 72 четырехугольни-
ка. Данная модель позволяет изучить поведение вычислительных алгоритмов в
широком диапазоне взаимного расположения площадок и пар отрезков, возникаю-
щих при интегрировании.

На рис. 8 представлено частотное распределение пар отрезков по углу между ними (а),
а также минимальному (б) и максимальному (в) расстояниям между концами отрезков.
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Рис. 9. Результаты сравнения расчетных вариантов.
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Кроме того, в данной модели присутствует неточность – при построении сферы ис-
пользовался алгоритм, приведший к тому, что координаты “совпадающих” вершин 1-й и
12-й площадок не совпадают. Одна из координат оказалась равной 0.33141357403559185 и
0.33141357403559174 (различающиеся цифры выделены курсивом).

Проведены расчеты угловых коэффициентов по вариантам, различающимся ис-
пользуемыми алгоритмами, квадратурными формулами и степенью разбиения (коли-
чеством точек на стороне). Полученные результаты приведены на рис. 9. Тонким
столбцам соответствует сумма значений угловых коэффициентов первой площадки с
остальными площадками сферы. При этом отрицательные значения, которые получа-
лись в некоторых расчетных случаях, при суммировании не учитывались, как не име-
ющие физического смысла. Случаи, в которых были получены отрицательные угло-
вые коэффициенты, отмечены розовым цветом, случаи, где все угловые коэффициен-
ты положительные – красным.

Теоретическое значение суммы угловых коэффициентов для каждой площадки
равно единице. Отклонение суммы угловых коэффициентов, полученных в конкрет-
ном расчетном случае для первой площадки, от единицы может служить оценкой точ-
ности данного алгоритма при заданном количестве точек на стороне.

Широкими столбцами показано относительное время счета t всех угловых коэффи-
циентов модели в разных расчетных случаях по отношению ко времени счета по ком-
бинированному алгоритму. Данное исследование проводилось на компьютерном коде
без каких-либо оптимизаций для того, чтобы результаты не зависели от того, как ком-
пилятор осуществляет оптимизацию. Проведенное сравнение, тем не менее, позволя-
ет сделать качественные выводы о предпочтительности применения алгоритмов.

Видно, что быстрее комбинированного алгоритма угловые коэффициенты рассчи-
тываются только по квадратурным методам с пятью точками на стороне, при этом по-
грешности расчета составляют более 1%. Приемлемая точность порядка 0.1% достига-
ется при n = 15 для IS по формуле средних (присутствуют отрицательные угловые ко-
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Таблица 5. Количество отрицательных угловых коэффициентов
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эффициенты) и для всех IDL по формуле Гаусса. При этом время счета по указанным
алгоритмам примерно в 10 раз больше, чем время счета комбинированного алгоритма
и сопоставимо со временем счета точного аналитического решения.

Количество отрицательных угловых коэффициентов между площадкой 1 и другими
площадками модели по расчетным вариантам приведено в табл. 5.

Результаты для случаев, в которых получены отрицательные значения угловых ко-
эффициентов, не могут считаться удовлетворительными.

Предложенный автором комбинированный метод показал высокую точность при
достаточно малом времени счета.

5. ВЫВОДЫ

Проведенное исследование показывает, что на некоторых конфигурациях много-
угольников применение квадратурных методов не позволяет получить значения угло-
вых коэффициентов с требуемой точностью. При этом сходимость интегралов с при-
менением формулы Гаусса в ряде случаев оказывается хуже, чем с применением фор-
мулы средних. Использование же имеющихся точных аналитических формул для
произвольных многоугольников достаточно ресурсоемко.

Для получения значения углового коэффициента с заданной точностью предложен
алгоритм, реализующий комбинированный метод, сочетающий интегрирование по
квадратурным формулам Гаусса невысокого порядка с точным аналитическим реше-
нием. По результатам численного эксперимента предложенный метод показал высо-
кую точность при достаточно малом времени счета по сравнению с другими методами
контурного интегрирования.

Предложенный алгоритм позволяет производить расчеты угловых коэффициентов
с заданной точностью для любых конфигураций многоугольников.
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This article presents the algorithm of the calculation of the diffuse radiation configuration
factors for the arbitrarily located polygons, which realizes combined contour integration
method. Method combines integration for the low order Gaussian quadrature formulas with
the precise analytical solution. The peculiarities associated with an error in the calculation of
configuration factors by numerical contour integration methods are shown. The techniques,
which make it possible to ensure the assigned accuracy of calculation, are proposed.
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