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В обзоре, состоящем из двух частей, описаны подходы к моделированию динамики популяций с ис-
пользованием дискретных во времени моделей. Представлена эволюция научных идей по пути
усложнения дискретных во времени моделей – от модели Мальтуса до современных моделей, учи-
тывающих множество факторов, влияющих на популяционную структуру и динамику и отражаю-
щих большой спектр возможных динамических режимов. Приведены наиболее важные и интерес-
ные результаты, полученные авторским коллективом в ходе применения рекуррентных уравнений
к анализу биологических систем. В первой части обзора рассмотрены динамические эффекты, к ко-
торым приводят плотностно-зависимая регуляция, усложнение возрастной структуры, учет поло-
вой структуры и влияние внешних факторов.
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“Золотой век” математической биологии на-
чался в первой половине ХХ в. феерическим
“всплеском” работ, надолго определивших раз-
витие теоретической экологии и математической
популяционной генетики, основы синтетической
теории эволюции (Haldane, 1924; Lotka, 1925;
Fisher, 1930; Volterra, 1931; Wright, 1931; Kostitzin,
1937; и др.). Математической базой этих работ
были модели, построенные с помощью диффе-
ренциальных уравнений и удачно описывающие
многие феномены, наблюдающиеся в биологиче-
ских сообществах: колебания численностей, кон-
курентное вытеснение, полиморфное разнообра-
зие и многое другое.

В начале 1970-х гг. в основном благодаря базо-
вым работам Р. Мэя (May, 1975) и А.П. Шапиро
(Шапиро, 1972; Шапиро, Луппов, 1983) матема-
тическая популяционная биология пополнилась
достаточно простыми, но весьма эффектными
моделями, основанными на рекуррентных урав-
нениях, известных также как модели с дискрет-
ным временем или отображения. Эти модели
представлялись достаточно адекватными для
описания динамики видов, характеризующихся
сезонным периодом размножения и стадийно-
стью развития. Если для математиков рекуррент-

ные уравнения служат подспорьем или одним из
методов изучения динамики сложных моделей с
непрерывным временем, то для математических
биологов и системных экологов они выступают
самостоятельным объектом исследования, удоб-
ным для моделирования динамики популяций.
Популярность рекуррентных уравнений связана с
довольно простой техникой их построения (на-
пример, представление жизненного цикла в виде
графа), доступными методами исследования (фа-
зовый портрет, лестница Ламерея и др.), а также
несложной интерпретацией модельных уравне-
ний и результатов моделирования. Оказалось, что
эти “простенькие” модели даже в одномерном
случае, обладают колоссальным разнообразием
динамических режимов, сложно эволюциониру-
ющих при изменении параметров модели, вплоть
до хаотической динамики. Важно, что аналогич-
ное динамическое поведение в моделях с непре-
рывным временем отмечается в автономных (с
постоянными коэффициентами) системах обык-
новенных уравнений размерностью не менее 3
или неавтономных с размерностью не менее 2.

Проведены обзор и систематизация основных
результатов исследования рекуррентных уравне-
ний в контексте изучения причин и механизмов
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изменений общей численности или структуры
популяций. Данный обзор не претендует на все-
сторонний охват большинства результатов. Зна-
чительная часть приведенных здесь результатов
получена либо коллективом авторов этой статьи,
либо совместно с другими исследователями.
Многие результаты известны в области динами-
ческих систем, а также биофизики и экологии.
Однако статья содержит ряд довольно свежих ре-
зультатов, связанных с развитием классических
моделей и использованием современных методов
исследования динамических систем примени-
тельно к популяционной экологии.

ХАРАКТЕР ДИНАМИКИ
ЧИСЛЕННОСТИ ПОПУЛЯЦИЙ
С НЕПЕРЕКРЫВАЮЩИМИСЯ 

ПОКОЛЕНИЯМИ
Для однолетних растений, многих видов насе-

комых, некоторых видов рыб, земноводных и
пресмыкающихся каждая отдельная популяция
представляет собой один возрастной класс, и
смежные поколения такой популяции не пере-
крываются. Если условия среды практически не
меняются во времени, то численность некоторого
поколения будет определяться только численно-
стью предыдущего поколения. Обозначив через
Nn численность п-го поколения, можно записать
следующее детерминированное уравнение, опи-
сывающее динамику численности такой популя-
ции:

где F – функция воспроизводства. Простейший
вид этого уравнения для

является моделью Мальтуса, где r – некоторая
постоянная. При этом предполагается, что каж-
дая особь оставляет в следующем поколении в
среднем r потомков независимо от численности
родительской популяции:

(1)
Решение этого уравнения – геометрическая про-
грессия со знаменателем r и начальным членом
N0, что фактически идентично экспоненциально-
му росту численности популяции в отсутствие ли-
митирующих факторов.

Хорошо известно, что долгий экспоненциаль-
ный рост численности в природе никогда не наблю-
дается. Рано или поздно сказывается действие ли-
митирующих факторов, поэтому r в уравнении (1)
оказывается функцией численности. Положим
r = af(N), где f(N) – функция, описывающая ли-
митирование, а – параметр, называемый репро-
дуктивным потенциалом популяции и характери-
зующий скорость роста популяции в пустоту (т.е.

1 ( ),n nN F N+ =

=( )n nF N rN

1 .n nN rN+ =

а выбирается так, чтобы выполнялось равенство
f(0) = 1). Теперь вместо уравнения (1) получаем

(2)
Такие модели исследовали А.П. Шапиро (Шапи-

ро, 1972; Шапиро, Луппов, 1983) и Р. Мэй (May,
1975). Они показали, что динамика численности по-
пуляции, описываемая уравнением (2), может быть
весьма сложной, если функция F(N) = aNf(N) убы-
вает при больших значениях N достаточно быстро
(например, быстрее, чем 1/N2). Особенность этих
моделей заключается в том, что при увеличении
репродуктивного потенциала популяции проис-
ходит потеря устойчивости равновесия, которая
сопровождается возникновением двухлетних ко-
лебаний.

Конкретизируя вид функции f(N), для уравне-
ния (2) численно можно построить траектории
при различных начальных условиях. Хорошо изу-
чены дискретный аналог модели Ферхюльста, для
которого f(N) = 1 – kN, и модель, предложенная
ихтиологом У. Рикером (Ricker, 1954), для кото-
рой f(N) = exp(–kN). При исследовании уравне-
ния (2) обычно исключают масштабный параметр
k и переходят к безразмерным переменным: “отно-
сительным” численностям x = kN. В этом случае
дискретный аналог модели Ферхюльста и модель
Рикера соответственно имеют вид

На рис. 1 приведены решения модели Рикера
при различных начальных условиях: два 2-летних
цикла с различными фазами колебаний. Соответ-
ственно, такая система оказывается бистабильной:
согласно одним начальным условиям решения
сходятся к одному 2-летнему циклу, а согласно
другим – к другому (рис. 1). О такой бистабиль-
ности свидетельствуют результаты лабораторных
экспериментов (Henson et al., 1998), показываю-
щие, что при одной и той же начальной числен-
ности и схожих, но не идентичных условиях в по-
пуляциях мучного хрущака Tribolium castaneum
могут наблюдаться два разных противофазных
периодических режима, т.е. наблюдается фазовая
мультистабильность.

При дальнейшем увеличении репродуктивно-
го потенциала решения уравнения сходятся к
устойчивым 4-летним циклам, затем к 8-летним
циклам и т.д. Описанные изменения характера
динамики численности принято называть первой
серией бифуркаций, а сценарий образования
этих циклов – сценарием удвоения периода, уни-
версальным для любого унимодального отобра-
жения (универсальность Фейгенбаума) (Feigen-
baum, 1983). Он приводит и к соответствующему
усложнению фазовой мультистабильности. При
еще больших значениях параметра а поведение
численности популяции теряет сколько-нибудь
регулярный характер и становится хаотическим.

1 ( ).n n nN aN f N+ =

1 1(1 – ) (,   exp – .)n n n n n nx ax x x ax x+ += =
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Зоны хаотического поведения перемежаются с
“окнами” периодического, т.е. регулярного пове-
дения.

Для любого конкретного вида функции f(N) в
уравнении (2) численно можно построить бифур-
кационную диаграмму, характеризующую пре-
дельные траектории в зависимости от коэффи-
циента а (рис. 2а). На рис. 2б–ж приведены ре-
шения уравнения Рикера (последовательности,
порождаемые рекуррентным уравнением при
разных значениях а и различных начальных зна-
чениях xn).

Частный случай, обобщающий уравнения
Ферхюльста и Рикера, – трехпараметрическая
модель Хассела (Hassell, 1975):

Эта модель позволяет исследовать динамику
численности популяции при различной интенсив-
ности экологического лимитирования, характери-
зующегося параметром β, увеличение которого
приводит к росту скорости убывания f(x)=1/(1 + x)β

при больших значениях х. Так, при малых значе-
ниях β (β < 2), т.е. при слабом лимитировании,
немонотонных режимов динамики численности
не наблюдается ни при каких значениях а, харак-
теризующего скорость размножения вида. Это
справедливо, например, при β = 1, т.е. для случая,
когда модель Хассела переходит в модель Биверто-
на–Холта. Однако при больших значениях β (β > 3)
монотонное увеличение параметра а приводит к
осуществлению первой серии бифуркаций, а за-
тем и к возникновению хаотического режима ди-
намики, т.е. к бифуркациям, аналогичным в мо-
дели Рикера.

При больших фиксированных значениях а
(а ≥ 30) рост параметра β приводит к таким же из-
менениям режима динамики численности попу-
ляции, что и рост параметра а при фиксирован-
ных значениях β. Различие заключается в том, что
при росте β бифуркации происходят на фоне сни-
жения равновесного уровня численности, тогда
как при росте а – на фоне его увеличения. Таким
образом, пространство параметров а и β разбива-
ется на ряд областей, каждая из которых характе-
ризуется своим типом динамического поведения.

1 (1 ) .n n nN aN kN β
+ = +

Рис. 1. Траектории модели Рикера при различных на-
чальных условиях (значениях x0): 2-летние циклы
разных фаз. x – относительные значения численно-
сти популяции, n – номер поколения, a – репродук-
тивный потенциал.
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Исследование режимов динамического пове-
дения в моделей Рикера, Хасселла и других позво-
ляет обнаружить некоторые общие закономерно-
сти, проявляющиеся при достаточно больших
значениях репродуктивного потенциала и степе-
ни экологического лимитирования, когда дина-
мика численности может оказаться хаотической
или близкой к ней (интервально-периодиче-
ской). Если начальное значение численности не-
велико, то достаточно продолжительное время
будет наблюдаться ее медленный рост (который
может сопровождаться в отдельных поколениях
даже небольшими спадами), после чего произой-
дет резкое увеличение численности, сопровожда-
ющееся в следующей генерации значительным
уменьшением ее до значения, близкого к началь-
ному. Эти периодические “переломы” не будут,
однако, возвращать популяцию точно на началь-
ный уровень. Следовательно, несмотря на явный
периодический характер изменения численно-
сти, не будет обнаружено полных совпадений ни
значений численности, ни числа генераций в
фазе возрастания (Шлюфман и др., 2013). По-
добное нестрого периодическое поведение чис-
ленности характерно для многих естественных
популяций высших организмов, особенно насе-
комых (например, саранчи, кузнечиков, ночных
мотыльков).

Часто попытки применения одномерных мо-
делей с дискретным временем к описанию и про-
гнозу динамики конкретных природных популя-
ций оказывались малопродуктивными: модельные
кривые, отлавливая тенденции изменения числен-
ности, статистически плохо описывали наблюдае-
мую динамику реальных популяций (Шапиро,
Луппов, 1983; Dennis, Taper, 1994; Myers et al.,
1999; Фрисман и др., 2007, 2015а; Nedorezov, Sa-
dykova, 2008; Недорезов, 2010; Тарасов и др.,
2012). В ряде случаев модельное описание удава-
лось улучшить при введении в уравнения запазды-
вания (Недорезов, 1986; Turchin, 1990, 2003; Исаев
и др., 2001; Berryman, Turchin, 2001; Nedorezov, 2012;
Sadykova, Nedorezov, 2013; Nedorezov, Sadykova,
2015). Регуляция с запаздыванием возникает в
природных популяциях в результате межвидового
взаимодействия или в случаях, когда высокая
плотность популяции негативно сказывается на
воспроизводстве следующего поколения (Prout,
MсСhesney, 1985; Turchin, 1990; Williams, Lieb-
hold, 1995). Наиболее убедительные результаты
были получены для модели Рикера (Морана–Ри-
кера) и ее модификации с запаздыванием (Ken-
dall et al., 1999; Turchin, 2003; Turchin et al., 2003;
Bechtol, Kruse, 2009; Sadykova, Nedorezov, 2013;
Nedorezov, Sadykova, 2015). В частности, была
предпринята попытка описания и анализа дина-
мики Zeiraphera diniana Gn. на основе модели Ри-
кера при различных значениях лага (Sadykova,
Nedorezov, 2013; Nedorezov, Sadykova, 2015).

ХАРАКТЕР ДИНАМИКИ
ЧИСЛЕННОСТИ ПОПУЛЯЦИЙ
С НЕПЕРЕКРЫВАЮЩИМИСЯ 

ПОКОЛЕНИЯМИ С УЧЕТОМ ВОЗРАСТНОЙ 
СТРУКТУРЫ (СТАДИЙНОСТИ

РАЗВИТИЯ ОСОБЕЙ)
При моделировании динамики популяции по-

мимо сезонности размножения необходимо учи-
тывать ее возрастную структуру, поскольку вы-
живаемость и степень участия в размножении
особей разного возраста различаются. Действи-
тельно, в жизненном цикле любого организма
можно выделить несколько возрастных ступеней,
определяемых в некоторых единицах времени,
например в годах (Leslie, 1945; Caswell, 2001). В
случае когда возраст особей неизвестен, класси-
фикация особей в структурированной популяции
происходит не по их хронологическому возрасту,
а по стадии развития (Lefkovitch, 1965; Caswell,
2001; Логофет, Клочкова, 2002; Logofet, 2008). Тогда
популяция распадается на некоторое число групп,
способ разбиения на которые, как правило, опреде-
ляется биологическими особенностями организ-
мов. Так, модель динамики популяции с непере-
крывающимися поколениями xn + 1 = axnexp(–xn)
с учетом стадийности развития особей принима-
ет вид

(3)

где Xn – численность годовалых особей, Yn – чис-
ленность половозрелых особей в n-м периоде раз-
множения (точнее, к началу периода размноже-
ния в n-м году), B – репродуктивный потенциал
половозрелых особей, α и β – коэффициенты, ха-
рактеризующие степени воздействия численно-
стей особей ювенильной и зрелой групп на
уменьшение рождаемости, s – выживаемость осо-
бей на втором году жизни. Исследование модели
(3) удобно проводить в пространстве параметров
ρ = α/(sβ) и r = sB, где ρ описывает относитель-
ный вклад младшей возрастной группы в лимити-
рование воспроизводства, а r характеризует ре-
продуктивный потенциал особей с учетом выжи-
ваемости молоди.

Оказалось, что нетривиальное равновесие систе-
мы (3) может терять устойчивость как по сценарию
удвоения периода, так и по сценарию Неймарка–
Сакера – дискретного аналога бифуркации Пуан-
каре–Андронова–Хопфа, приводящего к квазипе-
риодической динамике (Кузнецов и др., 2012). В
результате дискретные во времени модели с уче-
том стадийной структуры способны описывать
не только длиннопериодические колебания, ко-
торые наблюдаются в моделях с непрерывным
временем, но и “зашумленные колебания”.

Современные вычислительные технологии
позволяют идентифицировать области различных

1

1

exp( ),
,

n n n n

n n

X BY X Y
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+

= −α − β
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динамических режимов в пространствe парамет-
ров модели и получить карты динамических режи-
мов. Карта динамических режимов модели (3),
приведенная на рис. 3, в своей левой части демон-
стрирует картину, характерную для бифуркации
Неймарка–Сакера, которая состоит в возникнове-
нии области квазипериодических режимов Q с по-
груженной в нее системой языков Арнольда, в
правой части – каскад бифуркаций удвоения пе-
риода (рис. 3а). Следовательно, если уровень
рождаемости лимитируется преимущественно
численностью зрелых особей, тогда возникают
квазипериодические колебания. Когда рождае-
мость уменьшается с ростом численности юве-
нильной группы, т.е. ρ > 1, то увеличение репро-
дуктивных способностей особей приводит к пе-
риодическим колебаниям численности.

На рис. 3б представлены бассейны притяже-
ния динамических режимов модели (3) в области
мультистабильности, где 3-летний цикл устойчив
одновременно с равновесным состоянием. При
одних начальных условиях система стабилизиру-
ется, а при других демонстрирует трехлетние ко-
лебания. Отметим, что подобная мультистабиль-
ность была показана ранее, в частности, для дву-
мерного отображения Эно и некоторых его
модификаций (Saucedo-Solorio et al., 2002; Shri-
mali et al., 2008; Pisarchik, Feudel, 2014; и др.). Для
отображения Эно продемонстрирован механизм
рождения 3-летнего цикла и предельной инвари-
антной кривой на его основе, сосуществующих с
неподвижной точкой (Romera et al., 2001).

Мультистабильность в рамках рекуррентных
моделей динамики структурированных популя-
ций позволяет по-новому взглянуть на общебио-
логические проблемы и отметить существующие

фундаментальные закономерности, которые до
этого оставались незамеченными. В частности,
мультистабильность позволяет объяснить наблю-
даемые различия в динамике численности попу-
ляций одного вида, обитающих в практически
идентичных условиях. В рамках локальной попу-
ляции явление мультистабильности дает возмож-
ность объяснить как возникновение, так и исчез-
новение колебаний численности, а также смену
периода наблюдаемых колебаний. К наиболее яр-
ким примерам смен динамических режимов от-
носятся исчезновения циклов в популяциях лем-
минга (Coulson, Malo, 2008; Kausrud et al., 2008;
White, 2011) и некоторых видов полевок (Hent-
tonen, Wallgren, 2001; Cornulier et al., 2013). При
этом следует понимать, что изменение в модели
характера динамики может произойти не только в
случае существования нескольких режимов дина-
мики при одних и тех же значениях параметров,
но и вследствие фазовой мультистабильности,
когда под действием возмущения переменой
уравнения модельная траектория осуществляет
прыжки по бассейнам притяжения разных фаз
одного и того же динамического режима. При
этом чем больше период наблюдаемых колеба-
ний, тем больше фаз этого цикла со своими бас-
сейнами притяжения может существовать, что в
условиях нестационарной среды будет усложнять
динамику популяции.

ДИНАМИКА ЧИСЛЕННОСТИ ПОПУЛЯЦИИ 
С ДВУМЯ СТАДИЯМИ РАЗВИТИЯ

Рассмотрим популяцию с возрастной структу-
рой, которая к началу очередного сезона размно-
жения может быть представлена совокупностью

Рис. 3. а – карта динамических режимов системы (3). Числа – периоды колебаний численности, Q – квазипериоди-
ческая динамика, C – хаотическая динамика, 0 – вырождение популяции. б – бассейны притяжения сосуществующих
динамических режимов в области мультистабильности, дополненные траекториями модели при разных начальных
условиях.
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двух классов: младшего с численностью Xn и стар-
шего с численностью Yn в n-й сезон размножения.
Период размножения заканчивается появлением
новорожденных особей следующего поколения.
Будем предполагать, что времени между двумя
последовательными периодами размножения до-
статочно для развития новорожденных до состояния
младшего возраста. Допустим, что выживаемость и
репродуктивная способность особей старшего воз-
растного класса не зависят от их хронологического
возраста. Это правомерно для организмов с неболь-
шим временем жизни, включающим в себя 2–3 пе-
риода размножения, как у многих насекомых, рыб,
мелких млекопитающих, 2- и 3-летних растений и
др. Можно записать следующую систему уравнений,
описывающую динамику рассматриваемых возраст-
ных групп в смежных поколениях:

(4)

где A1 и A2 – рождаемости, B и С – выживаемости
младшего и старшего возрастных классов соот-
ветственно. Если A1, A2, B и С считаются констан-
тами, то система (4) – частный случай линейной
матричной модели Лефковича (Lefkovitch, 1965;
Caswell, 2001), активно развиваемой как в теоре-
тическом, так и в прикладном плане во многих
исследованиях, например в работах Д.О. Логофе-
та с соавт. (Logofet et al., 2006; Логофет, Белова,
2007; Логофет и др., 2017; Logofet, 2019). В
частности была предложена матричная модель,
ориентированная на описание динамики ценопо-
пуляции незабудочника Eritrichium caucasicum, а
также проведена калибровка модели (Логофет
и др., 2016; Logofet et al., 2018).

Вместе с тем у большинства биологических ви-
дов наблюдается плотностно-зависимая регуля-
ция роста численности популяции (Lack, 1954;
Гиммельфар и др., 1974; Дажо, 1975; Одум, 1975;
Уильямсон, 1975; Свирежев, Логофет, 1978; Boer,
Reddingius, 1996; Gurney, Nisbet, 1998; Inchausti,
Ginzburg, 1998; Ginzburg, Colyvan, 2004; Barraquand
et al., 2017). Основное проявление плотностно-зави-
симой регуляции рождаемости – стресс-синдром,
приводящий к снижению половой активности и
уменьшению плодовитости особей, вплоть до
рассасывания части заложенных эмбрионов. В
частности, это характерно для подверженных
сильным колебаниям численности видов, напри-
мер для леммингов и полевок (Дажо, 1975; Чер-
нявский, Лазуткин, 2004; Фрисман и др., 2010a;
Новиков и др., 2012; Krebs, 2013). При моделиро-
вании динамики популяций таких видов выжива-
емости можно считать константами B(X, Y) = b,
C(X, Y) = c, а рождаемость по аналогии с моделью
Рикера можно записать в виде

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2

1

, ,
,

, ,
n n n n n n n

n n n n n n n

X A X Y X A X Y Y
Y B X Y X C X Y Y

+

+

= +
 = +

, exp( ) ( ,)i iA X Y r X Y= −α − β

где r1 и r2 – репродуктивные потенциалы млад-
шей и старшей возрастных групп, α и β – коэф-
фициенты, характеризующие интенсивности
воздействия численностей неполовозрелого и по-
ловозрелого возрастных классов на уменьшение
рождаемости. С учетом этого и после перехода к
безразмерным переменным x = bβX и y = βY мо-
дель (4) может быть преобразована к виду

(5)

где a1 = r1 и a2 = br2 – новые обозначения коэффи-
циентов, характеризующих репродуктивные по-
тенциалы, а ρ = α/(bβ) описывает относительный
вклад младшей возрастной группы в лимитирова-
ние воспроизводства. Модель (5) в первую оче-
редь ориентирована на описание динамики попу-
ляций, характеризующихся быстрой скоростью
созревания молоди. В таких популяциях зрелые
особи приносят несколько пометов за сезон, а
подросшие сеголетки в течение этого же сезона
достигают зрелости, начинают размножаться и
приносить потомство.

Отметим, что частный случай модели (5) при
а1 = 0 соответствует ситуации, когда молодь до-
стигает зрелости и начинает участвовать в размно-
жении через год (Фрисман и др., 2010в; Frisman
et al., 2011; Ревуцкая и др., 2016; Neverova et al., 2018).

Было также проведено исследование модели (5)
и показано, что падение рождаемости с ростом
численности особей оказывается эффективным
механизмом регуляции роста численности (Фри-
сман и др., 2015б; Frisman et al., 2016; Neverova
et al., 2019). Однако при больших репродуктивных
возможностях и высокой выживаемости особей
падение рождаемости с ростом численности мо-
жет привести к потере устойчивости и возникно-
вению колебаний. Так, при относительно боль-
ших значениях a2 или ρ (ρ ≥ 1), т.е. в случае когда
вклад в размножение вносит в основном старший
возрастной класс, а лимитирование рождаемости
осуществляется преимущественно младшим воз-
растным классом, потеря устойчивости, как и в
исходной одномерной модели Рикера, сопровож-
дается появлением двухлетних колебаний и по-
следующим каскадом удвоения периода. При
этом чем больше значение ρ, тем при более низ-
ком значении репродуктивного потенциала воз-
никают колебания.

При больших значениях a1 или малых значениях
ρ, т.е. в случаях когда основной вклад в размноже-
ние вносят сеголетки, потеря устойчивости сопро-
вождается появлением квазипериодических коле-
баний (рис. 4а). Интенсивное размножение сего-
леток и уменьшение рождаемости с ростом
численности размножающихся особей способны

1 1 2
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( )exp( ),
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n n n n n
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привести к возникновению сложноорганизован-
ных колебаний численности. Именно этот меха-
низм, по-видимому, определяющий в поведении
численности мелких млекопитающих, таких как
лемминги и некоторые полевки (Чернявский, Ла-
зуткин, 2004; Krebs, 2013).

В параметрическом пространстве модели (5) на-
ряду с нерегулярной динамикой существуют обла-
сти с регулярной динамикой – периодическими ко-
лебаниями (рис. 4б). Важное различие в поведении
систем динамики популяций с перекрывающимися
поколениями и популяций с неперекрывающимися
поколениями – реализация каскада бифуркаций
удвоения периода не только с ростом репродуктив-
ных потенциалов особей, но и при изменении
значений параметра, характеризующего лимити-
рование рождаемости.

В ходе исследования моделей с возрастной
структурой была обнаружена мультистабиль-
ность. Например, возможен переход к устойчиво-
му нетривиальному равновесию или устойчивым
3- или 4-летним колебаниям. Тип динамического
режима определяется в этом случае начальными
условиями, небольшая вариация которых спо-
собна изменить тип динамики. Отметим, что пе-
риодические изменения численности с преобла-
данием 3–4-летних циклов наблюдались в попу-
ляциях леммингов и некоторых видов полевок
рода Clethrionomys, обитающих в лесотундре и се-
верной части лесной зоны Голарктики (Черняв-
ский, Лазуткин, 2004).

МУЛЬТИСТАБИЛЬНОСТЬ В МОДЕЛЯХ 
ДИНАМИКИ ЧИСЛЕННОСТИ ПОПУЛЯЦИИ 

С УЧЕТОМ ВОЗРАСТНОЙ И ПОЛОВОЙ 
СТРУКТУР

Исследованием дискретных во времени мате-
матических моделей динамики численности по-
пуляций с возрастной и половой структурой за-
нимались многие авторы (Caswell, Weeks, 1986;
Lindstrom, Kokko, 1998; Caswell, 2001; Shyu, Cas-
well, 2016; и др.). В результате изучения соответ-
ствующих моделей было показано (Frisman et al.,
1982; Caswell, Weeks, 1986; Lindstrom, Kokko, 1998;
Caswell, 2001; Фрисман и др., 2010б; Revutskaya
et al., 2012), что на характер динамики популяции
влияют такие факторы, как размер гарема, плот-
ностно-зависимая регуляция численности, кон-
куренция самцов за самку, особенности террито-
риального распределения самок и самцов.

Рассмотрим популяцию с сезонным характе-
ром размножения, состоящую из трех групп:
младшей, включающей в себя неполовозрелых
особей (P), и двух старших, представленных по-
ловозрелыми самками (F) и самцами (M) в n-й се-
зон размножения. Предполагается, что времени
между двумя последовательными периодами раз-
множения достаточно для развития особей млад-
шего возраста до половозрелого состояния.

Предполагается, что рождаемость зависит от
соотношения численностей половозрелых самок
и самцов и может быть описана с помощью функ-
ции образования пар (Caswell, Weeks, 1986):

( , ) 2 ( ),n n n n n nc F M F M F h M= +

Рис. 4. а – эскиз параметрического портрета в пространстве параметров a1 и a2, характеризующих репродуктивные по-
тенциалы младшей и старшей возрастных групп соответственно, и примеры динамических режимов модели (5). При
значениях параметров, попадающих в криволинейный серый треугольник, наблюдается переход к равновесию. При-
мер такой динамики для значений параметров, соответствующих точке А, приведен на графиках А. При значениях па-
раметров, лежащих над верхней кривой, наблюдаются квазипериодические колебания: точка В и соответствующие
графики В. При значениях параметров, находящихся под нижней кривой, наблюдается циклическая динамика: точка
С и соответствующие графики С – колебания с периодом 2. x, y – относительные численности младшего и старшего
возрастных классов, n – номер поколения. б – карта динамических режимов модели (5) в пространстве параметров a1
и a2, Числа – периоды колебаний численности, НД – нерегулярная динамика.
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где h соответствует среднему размеру гарема и ха-
рактеризует тип брачных отношений в популя-
ции (при моногамии h = 1, при полигинии h > 1,
при полиандрии h < 1). Для того чтобы избежать
“завышения” рождаемости для популяций, в ко-
торых самки дают потомство 1 раз за сезон раз-
множения, функцию образования пар можно
преобразовать к виду (Bessa-Gomes et al., 2010)

.

Условие переключения функции образования
пар соответствует балансу полов в популяции и
имеет вид F = hM, где hM – число самок, которое
может быть потенциально оплодотворено самцами
численностью M со средним размером гарема h.

Модели с функцией образования пар могут
применяться для анализа и описания динамики
насекомых, пресмыкающихся, птиц и млекопи-
тающих (Frisman et al., 1982; Molnar et al., 2008;
Miller, Inouye, 2011; Gerber, White, 2014).

Предположим, что выживаемости неполо-
возрелых самок и самцов до момента достижения
половой зрелости не различаются и линейно убы-
вают с ростом численностей возрастных классов,
причем влияние половозрелых самок и самцов
полагается одинаковым:

где α и β – коэффициенты, характеризующие ин-
тенсивность снижения выживаемости молоди,
которое вызвано конкурентным взаимодействи-
ем между половозрастными классами соответ-
ственно. Будем полагать, что при отрицательных
значениях, возникающих при больших числен-
ностях, функция выживаемости молоди обнуля-
ется. С биологической точки зрения это можно
интерпретировать как гибель приплода соответ-
ствующего года в силу высокой внутривидовой
конкуренции за ресурсы.

С учетом описанных предположений модель
может быть записана системой трех рекуррент-
ных уравнений:

(6)

где a – коэффициент рождаемости (среднее чис-
ло потомков, приходящихся на одну брачную па-
ру); δ – доля самок среди новорожденных; s и v –
выживаемости половозрелых самок и самцов со-
ответственно.

Потеря устойчивости равновесия системы (6)
может происходить по сценариям Неймарка–Са-
кера и удвоения периода. С дальнейшим измене-
нием модельных параметров возможен переход к
хаотической динамике. Отметим, что наблюдае-
мые сложные бифуркации характерны и для дру-
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гих отображений, например трехмерного отобра-
жения Эно и его модификаций (Gonchenko,
Gonchenko, 2016; Jiang et al., 2016; и др.). В пара-
метрическом пространстве модели (6) имеются
области мультистабильности. Фазовое простран-
ство модели дробится бассейнами притяжений
сосуществующих динамических режимов. В ди-
намике реальных популяций “перескоки” по бас-
сейнам соответствуют смене динамического ре-
жима, которая проявляется либо как изменение
периода колебаний, либо как возникновение или
исчезновение флуктуаций. Сосуществующие ре-
жимы возникают как в результате бифуркаций,
так и вследствие переключения функции образо-
вания пар.

Исследование модели (6) выявило сложные
связи между соотношением численностей полов
и характером динамического поведения популя-
ции (Ревуцкая и др., 2017). В популяциях, дина-
мика которых может быть описана моделью (6),
переходы между разными режимами возникают
не только в результате изменений популяцион-
ных параметров, определяющих процессы вос-
производства и саморегуляции, но и в силу смены
принципа образования пар. Выявленная мульти-
стабильность позволяет заключить, что вариация
численности популяции, ведущая к изменению от-
ношения численностей полов, усложняет динамику
популяции. При этом возникают трудности при
идентификации типа наблюдаемого динамического
режима, поскольку траектория формируется под
воздействием процессов саморегуляции и смены
типа образования пар, вызванной различием чис-
ленностей полов.

СМЕНА РЕЖИМОВ ДИНАМИКИ
В ПОПУЛЯЦИЯХ: ВЛИЯНИЕ 

МОДИФИЦИРУЮЩИХ ФАКТОРОВ

Влияние внешних факторов на циклическую
динамику популяций – важное направление ис-
следований в математической экологии. При
этом анализируются не только закономерные ко-
лебания численности, но и явные переходы от од-
них динамических режимов к другим. Степень
влияния внешних и внутрипопуляционных факто-
ров не одинакова для различных видов растений и
животных. Более того, она может значительно из-
меняться даже для одного и того же вида в зависи-
мости от того, в какой природно-климатический
зоне он обитает. 

В рамках данного раздела, рассматривается
ситуация, когда динамика популяции определя-
ется как процессами авторегуляции, так и влия-
нием внешних факторов.

Влияние случайных факторов на динамику попу-
ляции с двумя возрастными классами. Применение
модели (5) к описанию динамики популяции ры-
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жей полевки Myodes glareolus на основе данных
многолетних учетов на территории Удмуртского
стационара (Жигальский, 2011) дало удовлетво-
рительную аппроксимацию. Модельная траекто-
рия описывает тенденцию динамики, однако не
полностью улавливает пики численности популя-
ции рыжей полевки (Фрисман и др., 2015б). По-
видимому, расхождение данных наблюдений и
моделирования связано с влиянием внешних
факторов.

Один из основных факторов, влияющих на ре-
продуктивную активность многих грызунов, – за-
пас кормовых ресурсов. Рост активности размно-
жения при увеличении обилия корма носит
“взрывной” характер. При прочих равных усло-
виях этот процесс можно описать экспоненци-
альной функцией. Такой подход, в частности,
был успешно применен для описания зависимо-
сти роста активности размножения маньчжур-
ских белок при увеличении урожайности кедро-
вых орехов (Ashichmina et al., 1985). Адекватных
прямых оценок обилия кормов для рыжей полев-
ки, по-видимому, не существует. Мы предлагаем
использовать в качестве индикатора обилия кор-
мовых запасов гидротермический коэффициент
Селянинова (Sn), который характеризует влаго-
обеспеченность территории. Внешний фактор
позволил отловить основные пики численности
популяции и улучшить адекватность модели. Это
связано с тем, что коэффициенты, характеризую-
щие репродуктивные потенциалы особей, не по-
стоянны, их значения зависят от влагообеспечен-
ности территории (рис. 5).

Дальнейшее исследование модели с двумя воз-
растными классами с учетом влияния климатиче-
ских факторов на процессы воспроизводства по-
казало, что численность популяции постоянно
переходит из одного бассейна в другой и лишь в

отдельные годы ненадолго задерживается в диа-
пазоне значений параметров, при которых на-
блюдаются сходные режимы динамики (Neverova
et al., 2019).

Влияние промыслового изъятия на динамику
структурированной популяции. Влияние промыс-
лового изъятия на динамику численности попу-
ляций рассмотрено многими исследователями
(Ricker, 1954; Beverton, Holt, 1957; Beddington,
May, 1977; Скалецкая и др., 1979; Абакумов, 1993;
Lande et al., 1997; Braumann, 2002; Jensen, 2002;
Runge, Johnson, 2002; Фрисман, Ласт, 2005;
Ильин, 2007; Rolland et al., 2011; Wikstrom et al.,
2012; Cid et al., 2014; Isomaa et al., 2014; Абакумов,
Израильский, 2016; Segura et al., 2016; и др.). В
большинстве случаев решались задачи оптимиза-
ции промыслового изъятия.

С проблемой рационального использования
самовоспроизводящихся ресурсов одной из пер-
вых столкнулась ихтиология. В конце XIX в. было
отмечено, что доля некоторых видов рыб (осетр,
белуга, сазан, лещ, вобла и др.) в уловах стала
уменьшаться с каждым годом. Следовательно,
наибольшее развитие получили стратегии, ори-
ентированные на оптимизацию промысла рыб-
ных популяций (Баранов, 1918; Graham, 1935;
Ricker, 1954; Schaefer, 1954; Beverton, Holt, 1957;
Ricker, 1954; и др.).

Особое внимание было уделено задачам опти-
мизации промысла для моделей однородной по-
пуляции (Свирежев, Елизаров, 1972; Swan, 1975;
Скалецкая и др., 1979; Абакумов, 1993). Вместе с
тем научно обоснованная эксплуатация биологи-
ческих ресурсов требует детального изучения их
популяционной структуры (Свирежев, Елизаров,
1972; Beddington, Taylor, 1973; Колли, 1979; Ска-
лецкая и др., 1979; Jensen, 1996; Langvatn, Loison,
1999). Во-первых, это обусловлено тем, что по-

Рис. 5. а – 1 и 2 – реальная и модельная годовая динамика популяции рыжей полевки соответственно; б – динамика
относительных численностей сеголеток (x) – особей, рожденных в текущем году – и взрослых особей (y), а также сред-
них значений гидротермического коэффициента Селянинова (S).
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полнение популяции – сложный процесс, вклю-
чающий в себя не только рождаемость, но и вы-
живаемость неполовозрелых особей, а также пе-
реходы младших особей в старшие возрастные
классы и т.д.; на все эти процессы изменение
плотности популяции и промысел оказывают
различное влияние (Bergman et al., 2015). Во-вто-
рых, в большинстве случаев экономически выгод-
но использовать дифференцированный промысел
(Колли, 1979). Например, осетровые, сиговые и
лососевые рыбы в зависимости от возраста имеют
разную промысловую ценность (Фрисман, Ласт,
2005).

Наиболее известны две стратегии управления
промыслом, при которых предполагается плот-
ностная регуляция роста популяций. Первая
стратегия основана на концепции ежегодных из-
лишек урожая, вторая – на концепции макси-
мального уравновешенного изъятия (Bergman et al.,
2015). В ходе исследования динамики двухвоз-
растной эксплуатируемой популяции было пока-
зано, что максимальный устойчивый (оптималь-
ный) промысел возможен при изъятии особей
только из одного возрастного класса (Жданова,
Фрисман, 2013; Ревуцкая, Фрисман, 2017).

Хорошо известно, что ведение промысла с оп-
тимальной долей изъятия, обеспечивающей макси-
мум равновесного урожая в однородной популяции
(т.е. без учета возрастной структуры), приводит к
стабилизации ее численности (Фрисман и др.,
2003). Вместе с тем оказалось, что динамика экс-
плуатируемой популяции с возрастной структу-
рой усложняется, если учесть тот факт, что особи
разного возраста с различной степенью интен-
сивности влияют на процессы рождаемости или
выживаемости. Было показано, что равновесный
промысел из двухвозрастной популяции, осно-
ванный на стратегии изъятия с постоянной опти-
мальной долей, возможен в ограниченной области
параметрического пространства, где стационарные
решения устойчивы (Неверова и др., 2016, 2017; Ре-
вуцкая, Фрисман, 2017). В случае потери устойчи-
вости равновесной численности эта стратегия
приводит к колебаниям и перестает быть как равно-
весной, так и оптимальной. Стабилизация динами-
ки системы происходит при стратегии промысла,
основанной на регулярном изъятии “излишка” чис-
ленности над значением, соответствующим вели-
чине максимального воспроизводства популяции
(Ревуцкая, Фрисман, 2017).

Стратегии, основанные на максимальном
уравновешенном изъятии, могут привести к ката-
строфическим последствиям, вплоть до вырожде-
ния популяции (Larkin, 1977; Ludwig et al., 1993;
Lande et al., 1995; Finley, 2011). Необратимые из-
менения в эксплуатируемых популяциях могут
быть вызваны не только воздействием промысла,
но и влиянием процессов саморегуляции в сово-

купности с факторами экзогенной природы, ве-
дущими к вариации скорости роста популяции и,
следовательно, к флуктуациям (Fryxell et al., 2010)
или даже к смене динамического режима.

Отметим, что работы, в которых учитывается
возможность мультистабильности в эксплуатиру-
емых популяциях (Saucedo-Solorio et al., 2002; Pis-
archik, Feudel, 2014; Фрисман и др., 2015б), встре-
чаются достаточно редко. Однако такой подход
позволяет изучать и учитывать возможность сме-
ны динамического режима в эксплуатируемой
популяции. В частности, было показано, что для
эксплуатируемой двухвозрастной популяции
(как с учетом половой структуры, так и без него)
сохраняется возможность реализации различных
динамических режимов при одних и тех же значе-
ниях популяционных параметров в зависимости
от начальной численности, характерная для сво-
бодно развивающейся популяции (Неверова и
др., 2016, 2017; Ревуцкая и др., 2018; Neverova et al.,
2018). Следовательно, чтобы стабилизировать ди-
намику, необходимо текущую численность
“удерживать” в бассейне притяжения интересую-
щего режима, например, путем уменьшения чис-
ленности одного из половозрастных классов.
Вместе с тем возникают сложности при прогно-
зировании популяционной динамики, поскольку
промысел может сместить текущую численность
из одного бассейна притяжения в другой и приве-
сти к изменению типа динамики численности.

Влияние скорости восстановления ресурсов. Для
изучения влияния скорости восстановления ре-
сурсов на динамику популяции предлагается ис-
пользовать модель Морана–Рикера с запаздыва-
нием

(7)

где xn – численность популяции, с которой она
вступает в n-й период размножения, а – репро-
дуктивный потенциал популяции. Экспоненци-
альный множитель характеризует экологическое
лимитирование роста численности популяции,
m – значения временного лага, т.е. число поколе-
ний, в течение которых сказываются ограниче-
ния ресурсов жизнедеятельности.

При m = 0 уравнение (7) сводится к классиче-
ской модели Рикера (Moran, 1950; Ricker, 1954), в
которой предполагается, что каждое поколение
“получает” одинаковый объем экологических ре-
сурсов, необходимых для жизнедеятельности, не-
зависимо от предыдущей истории популяции.
Это справедливо для тех видов, ресурсная база
которых может полностью восстановиться за вре-
мя между периодами размножения. При m = 1
предполагается, что ресурсы, необходимые для
жизнедеятельности популяции, способны полно-
стью восстановиться за время между двумя сезо-
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нами размножения. Уравнение (7) в этом случае
принимает вид

(8)

Параметр b1 описывает уменьшение необходи-
мых ресурсов, связанное с их потреблением
предыдущим поколением. Уменьшение ресурсов
может быть интерпретировано как эквивалент-
ное уменьшение репродуктивного потенциала те-
кущего поколения. Параметр b0 характеризует
интенсивность плотностно-зависимого экологи-
ческого лимитирования в условиях ограниченно-
сти ресурсов, приходящихся на одну особь попу-
ляции.

Исследование модели (7) при различных зна-
чениях лага показало, что вклад предыдущих по-
колений в экологическое лимитирование процес-
сов воспроизводства приводит к усложнению ди-
намики популяций (Neverova et al., 2016). В целом
зависимость популяционной динамики от скоро-
сти восстановления ресурсов приводит к тому, что
популяция в большинстве случаев демонстрирует
квазипериодическую динамику. Двухлетние коле-
бания возникают, когда ограничение роста чис-
ленности осуществляется через плотностно-зави-
симую регуляцию в текущем году.

Модель Морана–Рикера при разных значени-
ях лага применялась для описания динамики по-
пуляций насекомых (Neverova et al., 2016). На рис.
6 представлены результаты описания динамики
популяций совки сосновой (Neverova et al., 2016),
пяденицы сосновой (Neverova et al., 2016) и серой
лиственничной листовертки (Sadykova, Ne-
dorezov, 2013; Nedorezov, Sadykova, 2015) с помощью
модели (8). Оценки параметров модели показыва-
ют, что во всех случаях b1 значительно больше b0
(ρ = b1/b0 больше 1), т.е. вклад предыдущего поколе-
ния в лимитирование воспроизводства популяции
существенно больше вклада текущего поколения.
Точечные оценки совки сосновой и пяденицы сос-
новой располагаются в области квазипериодиче-

1 0 1 1exp( ).n n n nx ax b x b x+ −= − −

ских колебаний, где в случае небольших флуктуа-
ций значений a и ρ характер динамики сохраняется.
Вместе с тем есть возможность попадания пара-
метров в зону одного из языков Арнольда и пере-
хода от квазипериодической динамики к строго
периодической. Точечная оценка параметров для
серой лиственничной листовертки находится в окне
периодичности, которое соответствует 18-летним
колебаниям. Оценка параметров лежит вблизи гра-
ницы, разделяющей 9- и 18-летние циклы, и флук-
туация значений параметров может привести к
смене динамического режима (Neverova et al.,
2016).

Влияние периодических изменений факторов
внешней среды. Особый интерес представляет нали-
чие периодических изменений факторов внешней
среды, которые, в частности, могут приводить к пе-
риодическому изменению репродуктивного потен-
циала популяций с сезонным характером размно-
жения. Подобная ситуация может быть описана с
помощью уравнения Рикера с периодическим
мальтузианским параметром, что позволяет учи-
тывать циклические воздействия как экзогенной,
так и эндогенной природы на численность попу-
ляции (Шлюфман и др., 2016, 2017, 2018; Фрисман
и др., 2019). Исследование показало, что уравне-
ние Рикера с мальтузианским параметром, меня-
ющимся с периодом 2, наряду с мультистабиль-
ностью динамических режимов имеет и фазовую
мультистабильность. В результате возмущения
переменной или сдвига фазы мальтузианского па-
раметра можно наблюдать сдвиг фазы колебаний
или смену существующего режима. Модель имеет
два разных устойчивых 2-летних цикла и две разные
серии результатов их бифуркации по сценарию
удвоения периода. Следовательно, 2-летние коле-
бания численности в периодически изменяю-
щейся среде могут быть как синхронны, так и
асинхронны флуктуациям среды обитания.

Рис. 6. Результаты описания динамики плотности насекомых моделью Морана–Рикера с лагом 1 год. а – совка сос-
новая Panolis flammea, б – пяденица сосновая Bupalus piniaria, в – серая лиственничная листовертка Zeiraphera diniana.
1 и 2 – реальные и модельные данные соответственно.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В современной биологии накопился колос-

сальный объем временных рядов эмпирических
данных, свидетельствующих о том, что биологи-
ческие системы обладают сложной динамикой.
Наиболее яркий пример – исчезновение циклов в
популяциях мелких млекопитающих, или же сме-
на периода колебаний. Также могут наблюдаться
различные динамические режимы в популяциях
одного вида, которые обитают в максимально
сходных условиях. Все эти явления вполне объяс-
няются возможной мультистабильностью дина-
мики природных популяций. Это приводит к не-
обходимости проведения комплексных теорети-
ческих исследований динамики нелинейных
систем и динамического хаоса в экологических
системах. К настоящему времени получили раз-
витие исследования сложной нерегулярной дина-
мики физических, технических и математических
систем, обнаружены такие особенности их дина-
мики, как регулярные и хаотические колебания,
бистабильность и мультистабильность, синхро-
низация и кластеризация и т.д.

Известно множество современных работ по
математическому моделированию популяционной
динамики. Традиционно для описания динамики
природных систем используют непрерывные во
времени модели. При этом важным этапом в пони-
мании механизмов, вызывающих популяцион-
ные колебания, стало применение достаточно
простых рекуррентных уравнений к изучению и
моделированию динамики численности тех био-
логических видов, которые характеризуются чет-
ко выраженным сезоном размножения и стадий-
ностью развития. Рекуррентные уравнения поз-
волили объяснить резкие колебания численности
популяций при сравнительно постоянных внеш-
них условиях.

Оказалось, что периодические колебания, на-
блюдаемые в живых системах, могут определять-
ся не только внешними воздействиями, но и
внутренними свойствами самой популяционной
системы. Кроме того, часто в экспериментальных
и полевых исследованиях данные собираются ре-
гулярно в определенные интервалы времени, что
также указывает на целесообразность использо-
вания рекуррентных уравнений.

В первой части обзора представлены методы и
подходы к моделированию динамики популяций
с использованием дискретных по времени моде-
лей. Описана эволюция научных идей по пути
усложнения дискретных во времени моделей – от
модели Мальтуса до современных моделей, учи-
тывающих разные факторы, влияющие на попу-
ляционную структуру и динамику численности, и
отражающих большой спектр возможных дина-
мических режимов. Рассмотрены динамические
эффекты, к которым приводят плотностно-зави-

симая регуляция, усложнение возрастной и ста-
дийной структур и влияние внешних факторов.
Во второй части обзора будут рассмотрены дина-
мические эффекты, возникающие в задачах мо-
делирования процесса эволюции, а также влия-
ния миграции на динамику популяций и особен-
ности их пространственного распределения.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№ 19-14-50326.
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The two-part review describes approaches to modeling population dynamics using discrete-time models. The
development of scientific ideas of discrete time models, from the Malthus model to modern population mod-
els that take into account many factors affecting the structure and dynamics, is presented. The paper shows
the most important and interesting results of recurrent equation application to the biological system analysis
obtained by the authors. In the first part of the review, we consider the population dynamic effects that result
from density-dependent regulation of population, the age and sex structures, and the influence of external
factors.
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