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В настоящее время в СВЧ-электронике на-
блюдается интерес к использованию в электро-
динамических структурах приборов метаматери-
алов см., например, доклады [1, 2] на IVEC-2017.
В теоретическом плане речь идет о взаимодей-
ствии электронных потоков с электромагнитны-
ми полями сред с комплексной проводимостью,
которую в достаточно общем случае можно пред-
ставить в виде (см., например, [3])

(1)

где  ω – рабочая частота,  – действитель-
ная погонная проводимость,   – ди-
электрическая проницаемость вакуума, ε – ди-
электрическая проницаемость среды; формально
индуктивную проводимость можно связать с мо-
делью метаматериала при 

Однако, несмотря на то, что метаматериалы
можно описывать матаппаратом, развитым для
диэлектриков как для сред с комплексной ди-
электрической проводимостью, один из истоков
такого подхода – теория резистивного усилите-
ля – долгое время был незаслуженно забыт. На
фоне вновь вспыхнувшего интереса к этому при-
бору [1, 4, 5] представляется важным создать не-
линейную теорию резистивного усилителя. Сле-
дует отметить, что ранее предпринимались не-
которые попытки создания такой теории,
подобной теории двухрезонаторного клистрона,
в работах [6, 7]. Ниже представлены результаты
исследования процессов группирования в предва-
рительно промодулированном некоторым входным
сигналом электронном потоке, движущемся в

среде с комплексной проводимостью, на основе
волнового метода Овчарова–Солнцева [8, 9].

Предположим далее, что диэлектрическая
проницаемость среды носит комплексный харак-
тер и равна  где  – норми-
рованная на  комплексная проводимость сре-
ды. Опуская выкладки, во многом повторяющие
теорию Овчарова–Солнцева, получим:

(2)

где B – возмущение фазы электронов, которое в
данной работе считаем комплексным,

 b – поперечный размер

пучка,   – средняя скорость потока,
 – функция Бесселя n-го порядка,

  – плазменная частота, 

Будем искать решения (2) при следующих на-
чальных условиях:

(3)

где  – коэффициент начальной модуляции. Без-
размерный ток пучка с учетом решения уравне-
ния (2) имеет вид:

(4)

где  – постоянная компонента тока пучка.
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Если предположить, что возмущение фазы ма-
ло (т.е. использовать приближение слабого сиг-
нала) и поток бесконечно широк ( ), то, как
нетрудно показать, уравнение (2) примет вид

(5)

а выражение (4), записываемое для переменной
компоненты тока, с учетом (3) можно предста-
вить в виде

(6)

Из уравнения (5) нетрудно получить известное
дисперсионное уравнение линейной теории ре-
зистивного усилителя (см. например [4–6]) и
оценить коэффициент усиления.

Заметим, что если изначально предполагать В
чисто действительным и положить  по-
лучим хорошо известные уравнения в волновом
методе Овчарова–Солнцева (см. [8]):

(7)

В данной работе фаза электрона предполага-
лась комплексной. Это привело к замене в аргу-
менте бесселевых функций B на  и появлению

множителя  в (2). Также среда предполага-
лась обладающей комплексной проводимостью,
что добавило множители к бесселевым функци-
ям в (2).

По аналогии с [9] построим фазовый портрет на
плоскости  для электронов. Из рис. 1а и
1б видно, что фазовый портрет, полученный в дан-
ной работе, при  ожидаемо совпадает с
приведенным в [9]. Напомним, что если начальная
модуляция по скорости χ не слишком велика, то
фазовые траектории замкнуты. Это соответствует
периодическим нелинейным волнам простран-
ственного заряда. Если же модуляция достаточно
велика, то фазовые траектории уходят в бесконеч-
ность; это означает, что силы пространственного
заряда приводят к ускоренному распаду сгустков.

Любопытно отметить, что в случае индуктивной
проводимости в фазовом портрете (см. рис. 1в) в на-
чале координат седло, через которое проходит сепа-
ратриса, и особая точка типа центр сместились от
оси ординат поскольку при  и  знак в
правой части (2) изменится на противополож-
ный, чем в случае  следовательно вто-
рая производная B поменяет знак. Таким обра-
зом, в случае индуктивной проводимости если
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начальная модуляция по скорости не слишком
велика, то силы пространственного заряда при-
водят к ускоренному распаду сгустков, а перио-
дические нелинейные волны пространственного
заряда имеют место если модуляция достаточно
велика.

Отметим, что ранее автор [6] получил уравне-
ние для первой гармоники тока методом заданного
движения, т.е. упрощенным вариантом волнового
метода. Также напомним, что можно записать

(8)

Упрощения, использованные в [6], заключа-
ются в том, что полагалось  при индуктив-
ной проводимости и амплитуда первой гармони-

[ ] ( )−ω + − σ = ω +1 21 .p L pB j p jq

= 0p

Рис. 1. Фазовые портреты из работы [9] (а) и из дан-
ной работы при   (б) и при

 (в); б и в построены при 

0.5

–0.5

–1.5

–1.0

1.5

1.0

1–1–2 2

0.5

–0.5

–1.0

1.0

1–1–2–3 2

2 ( )kq Bα =
dB/dξ

dB/dξ

Bk

B

B

B

B'

а

б

в

σ = = 0,LB Ω = 0.4
σ = = −0, 1.08LB Ω = 0.1,

= 1.p



60

ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 83  № 1  2019

ФУНТОВ

Рис. 2. Зависимости модуля безразмерной первой гар-
моники тока от нормированной координаты: а – при
различных проводимостях (кривые построены при

  ); б – при индуктивной проводи-
мости и различных  (штрихами обозначены результа-
ты линейной теории для одной нарастающей волны) [6];
в – при индуктивной проводимости и различных 
(кривые построены при    );
г – при активной проводимости и различных  (кри-
вые построены при    ).
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ки скорости электронов – медленно меняющаяся
функция начальной фазы электронов. Амплитуда
первой гармоники тока в [6] ищется в виде

(9)

где  –

параметр группировки,  –

его фаза,  и  – переменные составляющие то-
ка и скорости на входе в область индуктивного
дрейфа (т.е. электроны летят сквозь среду с ин-
дуктивной проводимостью),  – плазменная по-
стоянная распространения,  – длина области
индуктивного дрейфа.

Исследуем теперь уравнение (4). Из рис. 2а
видно, что если электроны движутся в среде с ко-
нечной проводимостью, то максимум первой гар-
моники тока наступает раньше, чем для обычного
клистрона с пространством дрейфа, причем наи-
меньшая координата максимума получается при
активной проводимости. На рис. 2б из работы [6],
где исследован случай только индуктивной про-
водимости, также видно, что положение макси-
мума первой гармоники тока меняется с измене-
нием проводимости, т.е.  но значение макси-
мума не меняется. Из рис. 2в, построенного в
данной работе, видно качественное совпадение с
результатами [6]. Однако, как видно из рис. 2а, 2в
и 2г, наименьшая координата максимума первой
гармоники тока достигается при чисто действи-
тельной проводимости.

Рассмотрим влияние параметров на положе-
ние максимума при чисто активной проводимо-
сти. Из рис. 3а–3в видно, что с увеличением на-
чальной модуляции скорости, параметра про-
странственного заряда и поперечного размера
пучка максимум сдвигается влево.

Таким образом, из развитой теории следует,
что можно уменьшить длину резистивной секции
прибора, не уменьшая значения амплитуды пер-
вой гармоники тока, если использовать среду с
чисто действительной проводимостью.

ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ
В ЭЛЕКТРОННОМ ПОТОКЕ

В РЕЗИСТИВНОМ УСИЛИТЕЛЕ
НА ОСНОВЕ РАЗВИТОЙ ТЕОРИИ

Следуя далее [9], введем среднюю кинетиче-
скую энергию

(10)
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и среднюю потенциальную (кулоновскую) энергию

(11)

где волнистой чертой сверху обозначено усредне-
ние по начальной фазе

(12)

Тогда закон сохранения энергии для данной мо-
дели имеет вид:

(13)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Волновой метод Овчарова–Солнцева показы-
вает, что использование сред с конечной прово-
димостью позволяет сократить длину прибора, но
не дает выигрыша в увеличении первого макси-
мума модуля первой гармоники тока.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ
№ 18-02-00666.
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Рис. 3. Зависимость модуля безразмерной первой
гармоники тока от нормированной координаты: а –
при различных значениях начальной модуляции ско-
рости (кривые построены при   

); б – при различных значениях параметра
пространственного заряда (кривые построены при
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