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Для численного расчета задачи двумерного рассеяния предложен алгоритм, основанный на непо-
средственной дискретизации двумерного уравнения. Достигнуто сокращение асимптотического
расстояния с помощью представления решения в виде суммы свободных волн. Продемонстрирова-
но применение полученного алгоритма для решения задачи рассеяния на несферическом ядре.
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ВВЕДЕНИЕ
Задача рассеяния на объекте, не обладающем

сферической симметрией, как правило, решается
в численном виде. В этом случае разложение по
сферическим функциям теряет и физический, и
математический смысл из-за несохранения угло-
вого момента в процессе рассеяния, т.е. стандарт-
ный подход, использующий запись амплитуды в
явно унитарном виде, становится нерабочим ин-
струментом. Для численного решения уже дву-
мерной задачи рассеяния возникает проблема
больших асимптотических расстояний, связан-
ная с наличием дифракционной тени. Так, на-
пример, в задаче квантового рассеяния частицы
на несферическом потенциале [1, 2] асимптоти-
ческие расстояния должны выходить за область
тени, которые при характерных значениях задачи
составляют несколько сот единиц размеров соб-
ственно рассеивающего центра. Это влечет за со-
бой необходимость длительных расчетов, исполь-
зование большого количества машинных ресурсов
и потерю точности расчетов из-за несовпадения
асимптотик решения дифференциального уравне-
ния и его дискретного аналога [2]. При этом оче-
видно, что для короткодействующих потенциа-
лов все решения вне области взаимодействия
представляют собой простые наборы свободных
решений, которые могут быть определены уже за
областью действия потенциала.

Целью настоящей публикации является де-
монстрация реализации идеи численного нахож-
дения волновой функции в ограниченной обла-
сти расчетов. В качестве иллюстрации был вы-

бран пример с параметрами, характерными для
ядерной физики. Основные характеристики были
взяты для упругого рассеяния нейтрона на ядре
10Be. Это ядро известно как одно из наиболее де-
формированных и хорошо подходит в качестве
исследования несферического объекта рассея-
ния. Вместе с тем это ядро долгоживущее, может
быть образовано из устойчивого девятого изотопа
захватом нейтрона, часто используемого в каче-
стве нейтронного отражателя в ядерных реакто-
рах. Исходя из особенностей метода исследова-
ния, был выбран только один аспект изучения
этой реакции – различие рассеяния в модели не-
сферического потенциала и в модели рассеяния
на сферически-симметричном потенциале.

Заметим, что примеры рассеяния нейтрона на
несферическом атомном ядре или задача дифрак-
ции составных частиц [1, 2] не исчерпывает акту-
альности предлагаемого здесь метода. Проблема,
затронутая здесь, решается для частных случаев
разными путями в теоретической физике, физике
наноструктур и в связанных разделах химии, ме-
дицины и атомной интерферометрии [3–8].

ИДЕЯ ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА РЕШЕНИЯ
Уравнение Шрёдингера в аксиально-симмет-

ричном случае для задачи рассеяния бесспиновой
частицы может быть записано в виде:
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Здесь k2 = 2mE – волновое число, E – энергия
системы,  – волновая функция. Заметим,
что в выбранной системе единиц энергия измеря-
ется в единицах, обратных квадрату длины (здесь,
используются система единиц, в которой посто-
янная Планка равна 1). Потенциал ограничен в
некоторой области:  при 

Асимптотический вид волновой функции

(2)

определяет амплитуду рассеяния , которая
подчиняется оптической теореме [9]

(3)

где  – полное сечение:

Соотношение (3), т.е. условие сохранения веро-
ятности, можно использовать как критерий точ-
ности численного решения задачи.

Идея метода базируется на том, что при 
справедливо свободное решение уравнения (1),
которое удобно уже представить в виде разложе-
ния по полиномам Лежандра

(4)

с неизвестными коэффициентами . Здесь
 − сферическая функция Бесселя третьего

рода, выражаемая через функцию Ханкеля перво-
го рода

Выбор радиального решения в форме этой функ-
ции определяется возможностью удовлетворить
асимптотическому условию (2), поскольку:

и функция (4) имеет правильный асимптотиче-
ский вид (2) с амплитудой:

(5)

которая выражается через коэффициенты 
Практически поиск неизвестных коэффици-

ентов  реализуется следующим образом. После
стандартной замены  разделе-
ния падающей волны и рассеянной 
приведения полученного из (1) уравнения к дис-
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кретному виду (на этом этапе алгоритм аналоги-
чен [1]) используется метод матричной прогонки
[10], который базируется на линейной связи

(6)

матриц-столбцов  = 
  для любой точки 

Матричная запись дискретизированного уравне-
ния с учетом граничного условия при  поз-
воляет рекурентным образом определить матри-
цы  и  для любого  На границе 
соотношение (6) преобразуется в уравнение для
неизвестных коэффициентов  для чего исполь-
зуется разложение (4):

где   – элементы матриц  
 Значение  определяется шагом

дискретизации по углу, т.е.  Предель-
ное же значение по орбитальному моменту может
быть оценено из квазиклассического соотноше-
ния  где  – характерный размер обла-
сти взаимодействия. Поскольку через  уз-
лов дискретной функции всегда можно провести
полином степени  то предельная степень по-
линома Лежандра  большая чем  не имеет
смысла. Такая связь накладывает условие на ко-
личество узлов по угловой переменной. В наших
расчетах мы использовали квазиклассическую
оценку для поиска  минимизирующую ошиб-
ку выполнения условия (3). Проектируя слева это
уравнение на  получаем  линейных урав-
нений. Решение этой системы уравнений дает ис-
комые коэффициенты. Заметим, что в случае
сферически-симметричного потенциала, система
уравнений для  вырождается до одного уравне-
ния, а сам метод – до классического уравнения
сшивки точных решений радиального уравнения
Шредингера с их асимптотическим видом.

ПРИМЕРЫ РАСЧЕТОВ
С помощью программы, реализующей указан-

ный алгоритм, была решена модельная задача,
демонстрирующая возможные эффекты при рас-
сеянии на несферическом потенциале. В качестве
исходных данных для задачи были выбраны пара-
метры рассеяния нейтрона на несферическом яд-
ре 10Be. Для сравнения рассматривалось две моде-
ли: модель 1 с границей прямоугольной потенци-
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альной ямы в виде поверхности эллипсоида
вращения, модель 2 – сферически-симметрич-
ной прямоугольной потенциальной ямы. Потен-
циал взаимодействия нейтрона с ядром в модели
1 в сферических координатах записывался в виде

Параметры    определялись, исходя из
условия равенства областей с ненулевым потенци-
алом в двух моделях. Это соответствует представле-
нию о несжимаемости ядерной материи. Дополни-
тельно для определения   был использован пара-
метр деформации [11]:  

 – большая полуось, связанная с малой полуосью
 через эксцентриситет  Достаточно большая

(87.036 МэВ) глубина потенциала ( ) выбра-
на так, чтобы в прямоугольной сферически-сим-
метричной яме размера  (размер ядра 10Be взят
из [12]) существовал уровень, соответствующий
энергии развала ядра 11Be по каналу n + 10Be. Ис-
пользование двумерного уравнения без азиму-
тальной зависимости можно рассматривать как
рассеяние нейтронов на спин-ориентированных
мишенях.

Разумеется, использование описанных выше
параметров потенциала взаимодействия модели-
рует процесс рассеяния нейтрона 10Be с большой
степенью условности, поскольку в рассмотрение
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не включен гамильтониан ядра, в котором уже уг-
ловая часть восстанавливает сохранение углового
момента. Но такая реалистическая задача описы-
вается в пространстве с пятью измерениями в ми-
нимальной и сильно упрощенной постановке.
Поэтому использование двумерного рассеяния
на несферическом ядре является лишь частью
описания полного процесса рассеяния с возмож-
ной передачей углового момента ядру бериллия.
Тем не менее даже такой упрощенный анализ мо-
жет показать, насколько деформация ядра влияет
на угловую зависимость процесса рассеяния.

На рис. 1 приведена зависимость полного упру-
гого сечения рассеяния нейтрона на ядре 10Be
(ориентированном вдоль направления пучка ней-
тронов) от энергии в двух моделях. Видно, что
рассеяние на эллипсоидальном потенциале (на-
пример, для спин-ориентированных мишеней)
существенно отличаются от случая рассеяния на
сферическом потенциале. Столь же радикальное
отличие наблюдается и в дифференциальных се-
чениях рассеяния на рис. 2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате использования разложения реше-
ния по свободным решениям была модернизиро-
вана программа для расчета сечений двумерных
уравнений в сферических координатах. Результа-
том модернизации является существенная эконо-
мия машинных ресурсов, уменьшение времени
расчета, новые возможности расчета волновой
функции в области геометрической тени.

Рис. 1. Зависимость полного упругого сечения рассе-
яния нейтрона на ядре 10Be от энергии для прямо-
угольной потенциальной ямы с границей в виде по-
верхности эллипсоида вращения (модель 1 – сплош-
ная кривая) и для сферически симметричной
прямоугольной потенциальной ямы (модель 2 –
штрих).
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Рис. 2. Дифференциальное сечение упругого рассея-
ния нейтронов на ядре 10Be для энергий нейтронов
11.5 (а) и 23 МэВ (б); обозначения кривых такие же
как на рис. 1.
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Программа апробирована на модели эллипсо-
идального прямоугольного потенциала ядра 10Be.
Расчеты рассеяния нейтронов показывают суще-
ственное отличие от рассеяния в модели сфериче-
ски симметричного потенциала. Поэтому исполь-
зование нуклон ядерного сферически симметрич-
ного взаимодействия для описания упругого
рассеяния нейтронов на ядре 10Be (для спин-ори-
ентированных мишеней) непригодно даже в каче-
стве первого приближения.

Работа выполнена при финансовой поддержке
гранта полномочного представителя Республики
Казахстан в ОИЯИ № 434 2018 г.
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