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Методом Монте-Карло на основе алгоритма Ванга–Ландау проведены исследования двумерной
анизотропной модели Изинга с конкурирующими взаимодействиями на квадратной решетке. По-
лучены графики распределения плотности состояний и параметра порядка. Показано что распреде-
ление плотности состояний имеет резкий скачок при |J1/J| = 0.6 обусловленный сильным вырожде-
нием модулированного состояния. На распределениях параметра порядка при |J1/J| > 0.2 наблюда-
ются резкие скачки, свидетельствующие о переходе системы из однородно упорядоченного
состояния в модулированную фазу.
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ВВЕДЕНИЕ
Успехи в изучении квазиодномерных и квази-

двумерных магнетиков на основе соединений пе-
реходных металлов во многом обусловлены при-
менением упрощенных многоэлектронных под-
ходов с использованием моделей Гейзенберга и
Изинга [1, 2]. Гамильтонианы этих моделей име-
ют довольно простую алгебраическую структуру.
Это позволило доказать ряд теорем о характере
точного энергетического спектра моделей и спи-
новой структуре основного состояния, которые
имеют большое значение для тестирования ре-
зультатов численного моделирования [3–5]. С дру-
гой стороны, как показывает практика, основные
заключения о магнитной структуре, полученные в
рамках этих упрощенных моделей, как правило,
сохраняются и при переходе к более строгим мето-
дам, например, учитывающим отталкивание элек-
тронов, расположенных на несоседних узлах кри-
сталлической решетки [1, 3].

Такое отталкивание порождает конкурирую-
щее взаимодействие, которое является причиной
появления различных типов магнитного упоря-
дочения (ферромагнитное, модулированное, па-
рамагнитное и т.д.). И соответственно в системах
возможно несколько фазовых переходов различ-

ных типов. К примеру, в системах с модулирован-
ным магнитным упорядочением (т.е. c периоди-
ческим изменением намагниченности вдоль од-
ного из кристаллографических направлений)
возможны переходы из однородного состояния в
модулированное состояние, переходы в модули-
рованной фазе между различными модулирован-
ными структурами и переход из модулированной
фазы в парамагнитную. Число реальных материа-
лов, в которых возможно модулированное упоря-
дочение, давно уже перевало за сотню [6].

Экспериментальное и теоретическое изучение
фазовых переходов и критических явлений явля-
ется довольно сложной задачей даже для таких
простых случаев как переходы из ферромагнит-
ной фазы в парамагнитную. Поэтому в настоящее
время наиболее приемлемое и точное описание
фазовых переходов и критических явлений дают
только машинные расчеты методами Монте-Кар-
ло и молекулярной динамики.

На практике для описания систем, в которых
возможно модулированное магнитное упорядо-
чение используются различные модели. Наибо-
лее простой и эффективной среди них является
анизотропная модель Изинга с конкурирующими
взаимодействиями со вторыми ближайшими со-
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седями (ANNNI-модель, рис. 1). Указанная мо-
дель, хотя и не позволяет описать какую либо ре-
альную систему, тем не менее дает хорошее каче-
ственное описание свойств систем, в которых
возможно моделированное упорядочение.

В данной работе нами представлены результа-
ты, полученные при исследовании двумерной
ANNNI-модели методами Монте-Карло на осно-
ве алгоритма Ванга–Ландау.

МОДЕЛЬ
Модель Изинга с конкурирующими ферромаг-

нитными и антиферромагнитными взаимодей-
ствиями на кубической решетке (так называемая
ANNNI-модель) была введена для описания упо-
рядоченных магнитных фаз в кристаллах CeSb [5].

Аналогичная модель успешно используется
для описания термодинамики масляных микро-
эмульсий и носит название модели Видома [7].

В данной работе мы рассмотрим двумерный
аналог такой модели (рис. 1), представляющий ин-
терес для описания соразмерных и несоразмерных
структур возникающих в твердых телах.

Гамильтониан модели:

(1)

где si = ±1 – спиновая переменная, J > 0 – пара-
метр обменного взаимодействия соседних пар
спинов, J1 < 0 – параметр антиферромагнитного
взаимодействия соседей, следующих за ближай-
шими вдоль оси Y.

Для описания фазового поведения рассматри-
ваемой модели были использованы различные
приближенные теоретические методы. Согласно
литературным данным, с понижением температу-
ры ANNNI-модель испытывает фазовый переход
второго рода из парамагнитного в ближайшее
упорядоченное состояние, а переход “ферромаг-
нетик – модулированная фаза” является перехо-
дом первого рода [8].

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Для проведения исследований на ЭВМ фор-

мировались спиновые системы квадратной фор-
мы L × L с размерами L = 32 (Nэф = L × L = 1024).
Для исключения граничных эффектов на рас-
сматриваемые системы накладывались периодиче-
ские граничные условия. Моделирование выполня-
лось при помощи высокоэффективного алгоритма
Ванга–Ландау [9]. Использование данного алго-
ритма позволяет рассчитать статическую функцию
распределения G и основные спиновые конфигура-
ции системы независимо от температуры. Стати-
ческая функция распределения играет важную
роль при решении задач статистической физи-
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ки, поскольку она позволяет рассчитывать все
остальные термодинамические параметры си-
стемы. На рис. 2а приведены графики распреде-
ления натурального логарифма плотности со-
стояний (ln(G/G0), где G0 – количество посеще-
ний основного состояния) для системы с L = 32
при значениях |J1/J| = 0.1–1.0.

Отметим, что характер распределения плотно-
сти состояний зависит как от линейных размеров
системы, так и от величины конкурирующего об-
менного взаимодействия. Как видно на рис. 2а,
натуральные логарифмы плотности распределе-
ния имеют куполообразный вид для всех значе-
ний параметра |J1/J|, кроме значения |J1/J| = 0.6.
Для последнего значения наблюдается скачкооб-
разное увеличение значения плотности состоя-
ний. Такое поведение наблюдается при увеличе-
нии линейных размеров системы и для значений
|J1/J| = 0.7; 0.8; 1.0 начиная с L = 32. Это можно
объяснить ростом числа возможных модулиро-
ванных фаз при увеличении линейных размеров и
переходом системы из основного состояния в
различные многократно вырожденные модули-
рованные состояния.

В процессе моделирования также получено
распределение параметра порядка M по энергети-
ческим состояниям системы. В качестве парамет-
ра порядка использовалась величина:

(2)

где  =  – усредненное значение спина в

слое перпендикулярном направлению оси OY, i =
= 1…Ly – номер слоя.
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Рис. 1. Двумерная ANNNI-модель.
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На рис. 2б показан график такого распределе-
ния для системы с L = 32 при |J1/J| = 0.1–1.0. На
рис. 2б видно, что для фиксированного значения

L характер распределения параметра порядка от
энергии зависит от величины конкурирующего
взаимодействия. Для значений |J1/J| ≤ 0.2 с ростом
энергии наблюдается монотонное уменьшение
величины M, характерное для непрерывного пе-
рехода системы из однородно упорядоченного
состояния в разупорядоченное. При значениях
|J1/J| = 0.3 и 0.4 наблюдаются небольшие скачки
распределения параметра порядка, смещающие-
ся в сторону высоких энергий с увеличением
|J1/J|, что свидетельствует о переходе системы из
основного состояния в модулированное. При
|J1/J| ≥ 0.5 скачки параметра порядка более четко
выражены, увеличиваются по величине и смеща-
ются в сторону более низких значений энергии с
ростом |J1/J|.

Таким образом, можно сделать вывод о том,
что характер термодинамического поведения
анизотропной модели Изинга с конкурирующи-
ми взаимодействиями является достаточно слож-
ным и зависит как от величины конкурирующего
взаимодействия, так и от линейных размеров си-
стемы. Расчеты остальных термодинамических па-
раметров системы, которые проводились усредне-
нием по значениям плотности состояний систе-
мы, позволяют более детально описать характер
поведения.
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Рис. 2. Распределения плотности состояний (a) и па-
раметра порядка (б).

–2 –1 0 1 2 3

0

5000

10 000

15 000

20 000

E

ln(G/G0)

–2 –1 0 1 2 3
0

100

200

300

400

500

600

700

–2 –1 0 1 2 3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

–2.0 –1.8 –1.6 –1.4 –1.2 –1.0

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

M

E

|J1/J| = 0.2
|J1/J| = 0.6

|J1/J| = 0.4
|J1/J| = 0.8

|J1/J| = 0.5
|J1/J| = 1.0

|J1/J| = 0.2
|J1/J| = 0.6

|J1/J| = 0.4
|J1/J| = 0.8

|J1/J| = 0.5
|J1/J| = 1.0

а

б



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


