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нением времени запаздывания.
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Одним из наиболее интересных типов хаотиче-
ской синхронизации является обобщенная синхро-
низация [1]. Это явление может возникать между
различными по своей природе осцилляторами, в
том числе с разной размерностью фазового про-
странства. Индикатором установления обобщен-
ной синхронизации является наличие функцио-
нальной зависимости (функционала) между состо-
яниями взаимодействующих систем.

Использование данного режима актуально в
системах с запаздыванием в сфере скрытой пере-
дачи информации и радиофизики [2–7]. Связано
это с отличительной особенностью систем с от-
клоняющимся аргументом – бесконечномерным
фазовым пространством, а следовательно, и не-
иссякаемым количеством показателей Ляпунова.
В первой упомянутой области описанное свой-
ство способно обеспечить необходимую степень
конфиденциальности при передаче информации,
а во втором примере это позволит сгенерировать
различные режимы, в том числе гиперхаос высо-
кой размерности.

В настоящей работе проведены исследования
особенностей режима обобщенной синхронизации
в таких системах. В качестве исследуемых систем
были выбраны две модели однонаправленно свя-
занных систем, широко распространенные в ра-
диофизике, а также применяемые в сфере скрытой
передачи информации. Первая из них представля-

ет собой два связанных уравнения Маккея–Гласса
[8, 9] с диссипативным слагаемым:

(1)

где

(2)

Изначально уравнение Маккея–Гласса было
предложено в качестве модели выработки крас-
ных кровяных клеток для пациентов с лейкемией.
Позже эта модель стала популярной в теории хао-
са как система с большим количеством положи-
тельных показателей Ляпунова, которое, к тому
же, можно варьировать. Электронный аналог
этой системы был предложен в работе [10].

Второй пример основан на радиотехнических
генераторах с запаздыванием, предложенных в ра-
боте [11]:

(3)

где f(x) представляет собой нелинейную функцию
вида:
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 и  – переменные, характеризующие по-
ведение ведущей и ведомой систем, соответ-
ственно, k1 и k2 – параметры, относящиеся к пер-
вому и второму генераторам,  – параметр связи,
f(x) – нелинейная функция, a – управляющий па-
раметр, τ – время запаздывания.

Для детектирования обобщенной синхрониза-
ции в системах с запаздыванием использовалось
вычисление спектра показателей Ляпунова по ме-
тодике, разработанной именно для такого класса
уравнений [12]. Порогом установления режима
служил момент перехода старшего условного пока-
зателя Ляпунова в область отрицательных значе-
ний [13]. Для уточнения результатов был использо-
ван метод вспомогательной системы [14], согласно
которому, если между идентичными по управля-
ющим параметрам ведомой и вспомогательной
системами (но с разными начальными условия-
ми) устанавливается эквивалентность состояний,

( )1x t ( )2x t

3k

то в паре ведущей–ведомой систем наступает
обобщенная синхронизация.

В рамках данной работы также исследован во-
прос о том, как увеличение времени запаздыва-
ния изменяет порог режима обобщенной синхро-
низации. В работе [15] подобное исследование
проводилось для режима полной синхронизации,
а в качестве модели выступали связанные иден-
тичные уравнения Маккея–Гласса. Не составля-
ет труда провести подобные вычисления для той
же модели (1), но находящейся в режиме обоб-
щенной синхронизации. В данном случае, как от-
мечалось выше, установление синхронного ре-
жима возможно как в идентичных, так и в разных
по управляющим параметрам системах, поэтому
в данной работе рассмотрен также вопрос о влия-
нии вариации управляющих параметров, указы-
вающих на количество положительных показате-
лей Ляпунова в “автономных” системах, на порог
установления синхронного режима.

На рис. 1 приведены графики зависимости
времени запаздывания от параметра связи τ(k3)
для следующих комбинаций управляющих пара-
метров: а)  = 1.27,  = 1.23 (по пять положитель-
ных показателей Ляпунова у ведущей и ведомой
автономных систем); б)  = 1.345,  = 1.34 (по
четыре положительных показателя в каждой си-
стеме); в)  = 1.27,  = 1.345 (у ведущей пять, у
ведомой четыре положительных показателя).
Сравнивая зависимости между собой можно
сделать вывод о том, что пороговое значение па-
раметра связи вначале увеличивается с ростом
времени запаздывания, а затем достигает насы-
щения. Важно отметить, что для каждой комби-
нации параметров этот уровень насыщения от-
личается по величине. Также стоит отметить
увеличение количества положительных показа-
телей Ляпунова с изменением τ [15].

Аналогичные результаты были получены для
генераторов с запаздыванием (3) с различными
значениями параметров  и . Эти результаты
представлены на рис. 2: а) при  = 1.015,  = 1.018
(по два положительных показателя Ляпунова);
б) при  = 1.013,  = 1.005 (у ведущей два, у ведо-
мой один положительный показатель); в) при  =
= 0.996,  = 0.988 (по одному положительному
показателю). Из сравнения рис. 1 и 2 видно, что
полученные зависимости схожи с предыдущим
случаем, разница состоит лишь в мéньших значе-
ниях параметра связи, соответствующего насы-
щению, что обусловлено как свойствами самих
систем, так и меньшим числом положительных
показателей Ляпунова в автономном случае.

Таким образом, в данной работе было прове-
дено исследование обобщенной синхронизации в
однонаправлено связанных системах с запазды-
ванием. Было изучено, как меняется пороговое

1k 2k

1k 2k

1k 2k

1 k 2k
1 k 2k

1 k 2 k
1k

2 k

Рис. 1. Зависимость параметра связи  от времени
запаздывания τ для однонаправленно связанных
уравнений Маккея–Гласса (1).
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Рис. 2. Зависимость параметра связи  от времени
запаздывания τ для однонаправленно связанных ра-
диофизических генератора (3).
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значение силы связи в зависимости от различных
комбинаций управляющих параметров, а также
при изменении времени запаздывания. Установ-
лено, что во всех рассмотренных случаях порог
обобщенной синхронизации выходит на уровень
насыщения, величина которого существенным
образом зависит от числа положительных показа-
телей Ляпунова, реализуемых во взаимодейству-
ющих системах в автономном случае.

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке Совета по грантам Президента РФ для
государственной поддержки молодых российских
ученых (проект № МК-531.2018.2).
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