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ВВЕДЕНИЕ

Одной из тенденций развития лазерной фи-
зики является создание в лабораторных услови-
ях оптических импульсов все более коротких
длительностей [1–3]. К импульсам, длитель-
ность которых составляет порядка одного–двух
периодов электромагнитных колебаний, уже
неприменимо приближение медленно меняю-
щихся огибающих (ММО). Точнее говоря, здесь
даже нельзя говорить об огибающей импульса. В
этом случае принято говорить о предельно ко-
ротких импульсах (ПКИ).

В работе [4] был, пожалуй, впервые совершен
отказ от приближения ММО при альтернативном
подходе к описанию явления самоиндуцирован-
ной прозрачности в двухуровневой среде. Вместо
приближения ММО в [4] было предложено ис-
пользовать приближение однонаправленного
распространения, в котором предполагается, что
концентрация n двухуровневых атомов мала. В
результате авторы пришли к так называемой ре-
дуцированной системе уравнений Максвелла–
Блоха (РМБ). Эта система оказалась интегрируе-
мой методом обратной задачи рассеяния (МОЗР)
[5–7].

К началу 90-х гг. прошлого столетия назрела
необходимость в развитии теоретических методов
нелинейной оптики ПКИ в связи с эксперимен-
тальными достижениями по их генерации. В ра-
ботах [8, 9] для описания распространения мало-
периодного импульса в двухуровневой среде было

предложено использовать приближение внезап-
ного возбуждения, основанное на условии

(1)

где  – частота рассматриваемого квантового
перехода,  – длительность импульса. При этом
концентрация атомов не предполагалась малой. В
результате исключения материальных перемен-
ных для интеграла по времени от электрического
поля  импульса было получено знаменитое
уравнение синус–Гордона, тоже интегрируемое в
рамках МОЗР [6].

Так как спектр ПКИ достаточно широк, во
взаимодействие с ним могут вовлекаться много
квантовых переходов. Как следствие, приближе-
ние двухуровневой среды теряет свою силу. В ра-
ботах [10, 11] был проведен учет квантовых пере-
ходов с рассматриваемых двух уровней на выше-
лежащие квантовые состояния. Эти состояния
аппроксимировались двумя дополнительными
уровнями с порядковыми номерами 3 и 4. При
этом использовалось приближение оптической
прозрачности, которое предполагает в рассмат-
риваемом случае выполнение условий

(2)

где  и  – частоты переходов  и 
соответственно.

На частоту выделенного перехода между со-
стояниями с порядковыми номерами 1 и 2 накла-
дывалось в [10, 11] условие (1) и, затем, применя-
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лось приближение внезапного возбуждения. В
результате для интеграла по времени от поля им-
пульса было получено обобщенное уравнение си-
нус–Гордона, которое оказалось интегрируемым
с помощью МОЗР [11].

Целью настоящей работы является поиск ин-
тегрируемого обобщения системы РМБ при ис-
следовании распространения ПКИ в многоуров-
невой среде малой атомной концентрации без на-
ложения условия (1).

ОБОБЩЕННАЯ РЕДУЦИРОВАННАЯ 
СИСТЕМА МАКСВЕЛЛА–БЛОХА

Следуя [10, 11], будем рассматривать четырех-
уровневую среду. Предполагая концентрацию
атомов малой [4], запишем волновое уравнение в
редуцированном виде

(3)

где  – ось, вдоль которой распространяется им-
пульс,  – скорость света в вакууме,  – время,  –
поляризационный отклик среды, определяемый
через элементы  матрицы плотности  атома и
дипольные моменты  которые соответствуют
разрешенным переходам:

(4)

При этом материальные уравнения имеют вид

(5)

 где  – частота перехода 
 – матрица дипольного момента, выделяющая

разрешенные квантовые переходы:

(6)

Системой (3)–(6) определяется исходная фи-
зическая модель.

В силу условия (2) в уравнениях (5) для эле-
ментов     и  матрицы плотности
пренебрежем левыми частями, т.е. положим
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приближенно следующие выражения (подробно-
сти см. в [11]):

(7)
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В соотношениях (8) мы положили приближенно
 и 

Подставив (8) в уравнение (5) для  найдем
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После подстановки выражений (7) в (4) и в урав-
нение (5) для  имеем
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Отсюда следует, что в принятом приближении
 Введя вещественные блоховские пе-

ременные   и
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польные моменты разрешенных квантовых пере-
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ственных отношениях друг с другом. Поэтому
слагаемые в уравнениях (12), (13) и (15), учитыва-
ющие отклонение от модели двухуровневой сре-
ды, нельзя рассматривать как всего лишь малые
поправки к системе РМБ.

СТОЛКНОВЕНИЯ СОЛИТОНОВ
И БРИЗЕРНЫЕ РЕШЕНИЯ

В работах [12–15] рассматривалась системы
уравнений эквивалентные модифицированным
уравнениям РМБ (МРМБ)

(16)

(17)

(18)

(19)

Эти уравнения интегрируемы с помощью
МОЗР и описывают нелинейную динамику двух-
компонентных электромагнитных и акустиче-
ских ПКИ в анизотропных двухуровневых средах.
Различные типы солитонных решений уравнений
МРМБ были подробно исследованы [13–15].

Система ОРМБ (12)–(15) тоже оказалась инте-
грируемой в рамках МОЗР [16] и связана с урав-
нениями МРМБ (16)–(19) при выполнении усло-
вия  посредством замены зависимых и
независимых переменных  →
→  где

(20)
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Переменная Ω0 этого решения записывается без по-
тери общности в виде

(21)

где

   и  – вещественные по-
стоянные.

Подстановка выражения (21) в соотношения (20)
дает неявное определение переменной  бризер-
ного решения системы ОРМБ (12)–(15). При
этом параметры  и  задают длительность и
несущую частоту бризера. Если несущая частота
велика, то полученный бризер похож на бризер
системы РМБ. При уменьшении несущей часто-
ты в центре бризера системы ОРМБ возникает
осцилляция заостренной формы, амплитуда ко-
торой существенно превышает амплитуды сосед-
них осцилляций.

Выражение для переменной  односолитон-
ного решения уравнений МРМБ, позволяющее
получить несингулярное решение системы
ОРМБ, имеет в рассматриваемом случае вид

(22)

где  θ =
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стоянная, удовлетворяющая условию 
Подставив выражение (22) в формулы (20) по-
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солитонного решения системы ОРМБ (12)–(15).
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Выражение для переменной Ω0 двухсолитон-
ного решения уравнений МРМБ записывается
без потери общности следующим образом:

(23)

+ −

− +

+ − − − −

− + + + +

 ν θ∂Ω = +σ ∂ ν θ

ν η θ − ν εσ θ+ ν η θ − ν εσ θ 

0
sh1 arctg
sh

[ sh 2 ch ]arctg ,
[ sh 2 ch ]

T

где   η± = σ2 ±
± ν1ν2ε2,  и  – вещественные постоянные такие,

что  θ1,2 = 
Подстановка выражения (23) в формулы (20)

дает неявное определение переменной  двухсо-
литонного решения системы ОРМБ (12)–(15).
Это решение описывает упругое столкновение
стационарных солитонов, рассмотренных выше.
Интересные особенности возникают здесь при
столкновении солитонов противоположных по-
лярностей  Если абсолютная величина
одного из параметров  или  близка к  то
возникает короткоживущий импульс большой
амплитуды, динамика которого похожа на дина-
мику волны-убийцы [17] (см. рис. 1). Заметим, что
в случае системы РМБ столкновение солитонов
противоположных полярностей приводит к воз-
никновению импульса, амплитуда которого равна
сумме амплитуд сталкивающихся солитонов.

Выражение для переменной  бризерного ре-
шения уравнений МРМБ здесь имеет вид

(24)

где  Подставив выражение
(24) в формулы (20) получим неявное определе-
ние переменной  бризерного решения системы
ОРМБ (12)–(15). Как и в предыдущем случае,
здесь могут возникать осцилляции, имеющие за-
остренную форму, если несущая частота бризера
достаточно мала.

Здесь выражение для переменной  односо-
литонного решения уравнений МРМБ записыва-
ется следующим образом:

(25)

Подстановка выражения (25) в формулы (20)
дает неявное определение переменной  односо-
литонного решения системы ОРМБ (12)–(15) в
рассматриваемом случае. Это решение стацио-
нарное и несингулярное при любом веществен-
ном значении параметра  В пределе  дли-
тельность солитона стремится к наименьшему
значению  а амплитуда  стремится
к наибольшему значению  Поэтому решение
становится “прямоугольным” в этом пределе. За-
метим, что подобного рода решения были полу-
чены для обобщений уравнения синус-Гордон
[10, 11, 16].
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Рис. 1. Профили переменной  двухсолитонного ре-

шения с параметрами  
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Двухсолитонное решение системы ОРМБ (12)–
(15) описывает упругое столкновение рассмот-
ренных выше солитонов. При этом столкновение
“прямоугольных” солитонов происходит в форме
“перетекания” [11].

Выражение для переменной  бризерного ре-
шения уравнений МРМБ записывается без поте-
ри общности в виде

(26)

где

Подставив выражение (26) в формулы (20) по-
лучим неявное определение переменной  бри-
зерного решения системы ОРМБ (12)–(15).

Форма двух осцилляций в центре бризера си-
стемы ОРМБ становится “прямоугольной”, если

 и  Их период и амплитуда при-
мерно равны длительности и амплитуде “прямо-
угольных” солитонов, т.е.  и  соответ-
ственно (см. рис. 2).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, в настоящей работе найдено

физическое обобщение системы РМБ при учете
переходов на удаленные квантовые состояния с
двух выделенных стационарных уровней. Получен-
ная система уравнений ОРМБ (12)–(15) оказалась
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интегрируемой методом обратной задачи рассея-
ния. Важно, что с помощью системы ОРМБ можно
рассматривать ситуации, при которых не справед-
ливо приближение внезапных возбуждений, пред-
полагающее выполнение условия (1). Это расширя-
ет спектральный диапазон ПКИ, динамика кото-
рых описываются с помощью системы ОРМБ.

Исследованные здесь солитонные и бризер-
ные решения обладают особенностями, отличаю-
щими их от соответствующих решений системы
РМБ. В значительной степени это касается про-
цесса столкновения солитонов различных поляр-
ностей. В отличие от столкновения солитонов си-
стемы РМБ здесь может возникать короткоживу-
щий импульс большой амплитуды, динамика
которого схожа с динамикой волны-убийцы.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (проект № 19-02-00234а).
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Рис. 2. Профили переменной  бризерного решения

с параметрами   
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