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Методом функционала плотности на основе моделей самосогласованного поля с учетом плотностей
энергетических электронных состояний исследуются спектральные характеристики магического
нанокластера Au20 С использованием различных программных инструментов численного модели-
рования получены спектры и плотность электронных состояний нанокластеров этого типа и сдела-
ны выводы об оптических свойствах тетраэдрального нанокластера Au20. Кратко обсуждается пер-
спективы их использования в практических приложениях.
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ВВЕДЕНИЕ
Нанокластер Au20, состоящий из 20 атомов, ха-

рактеризуется большим разнообразием двумер-
ных и трехмерных изомерных форм. Среди них –
изомер основного состояния Au20 (Td), представ-
ляющий собой стабильный кластер с уникальной
тетраэдрической формой, в которой все атомы
находятся на поверхности структуры.

Данный кластер является так называемым ма-
гическим кластером, который стабилен для опре-
деленного “магического” числа валентных элек-
тронов, когда электронные оболочки замкнуты
(closed shell) в оболочечной модели нанокластеров
[1–3].

Транспортные свойства электронов, опреде-
ляющие электропроводимость структуры, сильно
зависят от плотности состояний электронов.
Энергия электронов может становиться дискрет-
ной в ряде случаев, например, при резонансном
туннелировании с интерференцией электронных
волн [4–6].

В работах [7, 8] было обнаружено резкое уве-
личение электропроводимости тонких пленок
при модификации ее топологии. Принципиаль-
ным механизмом такого увеличения является на-
личие квантовых корреляций элементарных за-
рядов – электронов и дырок – в зонной структуре
вблизи уровня Ферми [9].

Спектральной особенностью золотого кластера
изомера Au20 является наличие чрезвычайно боль-

шого энергетического зазора электронных состоя-
ний в запрещенной зоне HOMO-LUMO (Au20),
равного 1.77 эВ [9, 10], что превышает ее значе-
ние, например, для такого стабильного объекта
как фуллерен (C60) примерно на 0.2 эВ, и, вероят-
но, является рекордной среди трехмерных метал-
лических кластеров среднего размера.

В настоящей статье кратко рассмотрена спе-
цифика спектральных характеристик магического
изомера нанокластера золота Au20 с использовани-
ем топологических моделей, что, в принципе, поз-
воляет управлять функциональными оптическими
и электрофизическими свойствами подобных
структур. Для анализа используются модели на
основе подхода функционала плотности состоя-
ний электронов, рассматриваемого численными
методами с учетом геометрических факторов и с
применением модели самосогласованного поля.

1. МЕТОД ФУНКЦИОНАЛА ПЛОТНОСТИ
Воспользуемся одним из универсальных мето-

дов – теорией функционала плотности (DFT
(см., например, [11]) на основе решения уравне-
ния Кона–Шэма, которое сводит задачу к одно-
частичной (одноэлектронной) проблеме с эф-
фективным псевдопотенциалом для кластера в
целом. В основном электронном состоянии такой
кластер характеризуется компактной плотно упа-
кованной тетраэдрической формой. Геометриче-
ская модель такой структуры показана на рис. 1. С
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использованием указанного подхода можно опре-
делить спектральные характеристики нанокласте-
ра как многоэлектронной системы с помощью
функционалов пространственно-зависимой элек-
тронной плотности.

В основе используемой теории лежат модель
Томаса–Ферми и теорема Хоэнберга–Кона [12],
когда все свойства электронной структуры систе-
мы в невырожденном, основном, состоянии опре-
деляются ее электронной плотностью. Таким обра-
зом, энергию основного состояния системы можно
представить в виде однозначного функционала,
который зависит от плотности частиц n(r), а уни-
версальный функционал полной системы E[n]
выражается через плотность взаимодействующих
частиц.

Самосогласованное одноэлектронное уравне-
ние Шрёдингера с эффективным потенциалом Ко-
на–Шэма, которое также известно как нестацио-
нарное уравнение Кона–Шэма для волновой
функции ψ [13], имеет вид:

(1)

(2)

где VKS – это псевдопотенциал Кона–Шэма. Он
состоит из потенциала ядра  обменно-
корреляционного (химического) потенциала 
и потенциала Хартри–Фока  описывающего
его электрон-электронное кулоновское отталки-
вание, m – масса электрона.

Здесь мы ввели электронную плотность в виде:
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где произведение на 2 обозначают вырождение по
спину.

В результате минимизации полной энергии си-
стемы по электронной плотности, определяемой,
как сумма кинетической энергии, потенциальной
энергии во внешнем поле, энергии кулоновского
(хартриевского) межэлектронного взаимодействия
и обменно-корреляционной энергии, получаем
систему стационарных самосогласованных уравне-
ний Кона–Шэма на основе соотношений (1)–(3):

(4)

где εi – энергия электрона в состоянии с волновой
функцией φi(r), и определяем стационарное со-

стояние системы 
В этом случае псевдопотенциал Кона–Шэма

определяется следующим образом:

(5)

а плотность энергетических состояний электрон-
ной системы (заряд qe) представляет сумму плот-
ности волновых функций каждого электрона на
орбитали в стационарном состоянии с учетом вы-
рождения по спину

(6)

Обменно-корреляционный потенциал опре-
деляется как изменение энергии на одну частицу,
т.е. является химическим потенциалом:

(7)

Энергия системы EXC в приближении локаль-
ной плотности (LDA) определяется как [14]:

(8)

где  – обменно-корреляционная энергия, при-
ходящаяся на одну частицу в однородном элек-
тронном газе с плотностью 

Таким образом, обменно-корреляционный по-
тенциал представляется в виде:

(9)

где  – обменно-корреляционный вклад в хи-
мический потенциал системы.
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Рис. 1. Геометрическая структура кластера тетраэ-
дального нанокластера Au20. Представление выпол-
нено в формате программы BURAI. Пояснения при-
водятся в тексте.
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Тогда полная энергия системы E в рамках рас-
сматриваемого формализма Кона–Шэма опреде-
ляется следующим образом:

(10)

Результаты численного моделирования дан-
ной задачи, полученные с использованием мето-
да самосогласованного поля с учетом плотности
электронных состояний, приведены в следующем
разделе.

2. ПРОЦЕДУРА МОДЕЛИРОВАНИЯ
И РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА

Численное моделирование выполняли с помо-
щью кодов QuantumEspresso [15]. Они представ-
ляют собой интегрированный набор компьютер-
ных кодов в открытом доступе, используемых для
расчета электронной структуры и моделирования
свойств материалов на наноуровне. Данный под-
ход основан на теории функционала плотности
при разложении по плоским волнам с учетом соот-
ветствующих псевдопотенциалов (см., например,
[16]). При этом псевдопотенциал или эффектив-
ный потенциал Veff используется в качестве при-
ближения для упрощенного описания сложных си-
стем. Для расчета был использован релятивистский
PAW псевдопотенциал атома золота Au.rel-pbe-n-
kjpaw_psl.1.0.0.UPF [17].

2.1. Учет геометрических параметров

Рассматриваемый наноклаcтер Au20 обладает
тетраэдральной формой (Td) [10]. Такой правиль-
ный тетраэдр имеет 12 вращательных симметрий,
то есть симметрий, сохраняющих ориентацию, и
порядка 24 симметрий, включающих комбина-
цию отражений и вращений. Расчеты по реляти-
вистскому функционалу плотности предсказыва-
ют, что Au20 обладает тетраэдрической геометри-
ей, подобной геометрии фрагмента объемного
гранецентрированного кубического (ГЦК) кри-
сталла золота. Его четыре треугольные грани или
поверхности напоминают на наноуровне ГЦК
(111)-упаковку, которая присуща объемному об-
разцу золота. Данный кластер имеет очень боль-
шую площадь поверхности, так как все атомы на-
ходятся, во-первых, на поверхности кластера, и,
во-вторых, значительная доля угловых участков
имеет низкое значение координационного числа.
Будем различать три вида размещения атомов в
структуре Td: 4 – на вершинах, 4 – в центре каж-
дой грани и 12 – вдоль краев. Они имеют разные
координационные числа и могут обеспечивать
идеальные участки поверхности для связывания
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разных молекул, например, при катализе. Гео-
метрическая структура данного кластера в рамках
рассматриваемой модели приведена на рис. 1.

Как видно, имеющиеся 20 атомов золота Au20
(Td), подразделяются на следующие классы: че-
тыре атома Au° с координационной вершиной,
отмеченные на рисунке синим цветом; их заряд
NBO, qNBO(Au°) = –0.13 и заряд Милликена
qM(Au°) = –0.42; двенадцать 6-координационных
краевых атомов Аue, отмеченных на рисунке чер-
ным цветом, с зарядом qNBO(Aue) = –0.02 и
qM(Aue) = –0.09; четыре 9-координационных
внутренних или гранецентрированных атомов
Aui, отмеченных на рисунке красным цветом, с
зарядом qNBO(Aui) = 0.06 и qM(Aui) = –0.15. При
этом вводятся натуральные связевые орбитали
(NBO), которые характеризуют распределение
электронной плотности в молекуле и/или нано-
кластере [18]. Они представляют собой ортонор-
мированный набор локализованных орбиталей с
“максимальной занятостью”, чьи ведущие N/2
члены (или N членов в случае с открытой оболоч-
кой) дают наиболее точное из возможных Льюис-
подобных описаний полной плотности N-элек-
тронов. Расстояния между атомами в кластере –
порядка 2.85 Å.

2.2. Модель самосогласованного поля

Воспользуемся моделью самосогласованного
поля – SCF (self-сonsistent field), используемой
для вычислений в теории функционала плотно-
сти Кона–Шэма [19]. В данном методе на основе
итерационного подхода подбираются такие зна-
чения входных данных, при которых оператор
Кона–Шэма имеет решение, удовлетворяющее ис-
ходному уравнению Шрёдингера. Для проведения
вычислений необходимо задать начальное значение
плотности  далее строится Гамильтониан Кона–
Шэма с эффективным потенциалом (5):

(11)

Решение уравнения Кона–Шэма на собствен-
ные значения εi находится из соотношения:

(12)

После этого рассчитывается плотность n со-
гласно (3), которая сравнивается с начальной
плотностью. В случае отличных ее значений от
исходной плотности реализуется вариация на-
чальной электронной плотности на каждом шаге
итерации по критерию, чтобы расчетная плот-
ность сходилась к начальному значению n0. Эта
процедура проводится до тех пор, пока ошибка в
выборе начальной плотности не будет минималь-
но допустимой или заданной. Таким образом, ес-

0;n
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ли  то это значит, что решение получено,
верно; если  то подбирается другое значе-
ние начальной плотности.

По результатам проделанных вычислений по-
строен график зависимости полной энергии в от-
носительных единицах ширины одной полосы
Ферми–Дирака в единицах постоянной Ридбер-
га – Ry) от числа итераций (рис. 2).

При расчете были получены следующие числен-
ные параметры системы: значение полной энергии
для данного кластера равно –15501.514·Ry; число
итераций соответствовало 21; отсечка кинетиче-
ской энергии происходила по уровню 40.0000 · Ry;
отсечка плотности заряда – по уровню 450.000 · Ry.

При этом полная энергия складывается из сле-
дующих компонент: одноэлектронный вклад ра-
вен –2374.301 · Ry; вклад Хартри равен 1362.743 · Ry;
обменная энергия равна –640.386 · Ry; вклад Эваль-
да равен 0.645 · Ry; одноцентровой вклад равен –
13850.202 · Ry.

2.3. Спектральные характеристики
Для вычисления электронного спектра нанокла-

стера воспользуемся данными для значений энер-
гии для каждой орбитали Au20, вычисленными в вы-
ходных файлах программой Quantum Espresso. Для
визуализации энергетических уровней была ис-
пользована программа, написанная на языке Py-
thon для чтения выходных данных.

Полученный спектр рассматриваемого нано-
кластера представлен на рис. 3. В соответствии с
результатами предыдущего пункта уровень энер-
гии Ферми Ef = –0.8049 эВ. Для наглядной визуа-
лизации этот уровень выбран условно как нуле-
вой, а остальные линии смещены относительно
его значения. Ниже уровня Ферми, самый верх-
ний уровень валентной зоны есть HOMO-орби-
таль, а выше уровня Ферми частично заполнен
только самый нижний уровень зоны проводимо-

=0 ,n n
≠0 ,n n

сти – LUMO-орбиталь [9]. Согласно рассчитан-
ному спектру, значение энергии орбитали HOMO
равно –0.4726 эВ, а значение энергии орбитали
LUMO – 1.2831 эВ. Отсюда можно вычислить
значение величины межзонной щели (запрещен-
ной зоны) – 1.7557 эВ, что близко к известному экс-
периментальному значению, равному 1.77 эВ [10].

Таким образом, используемая модель позво-
ляет полностью описать вид спектра, распределе-
ние спектрального веса между нижней (хаббар-
довской) зоной и резонансным пиком на верши-
не валентной зоны.

2.4. Плотность состояний
Принципиальным параметром атомной (кла-

стерной) системы является плотность состояний
(density of states, DOS), т.е. число собственных со-
стояний, определяемых уравнением Шредингера
на единицу энергии и единицу объема.

Результаты моделирования показаны на рис. 4.
Полученные зависимости позволяют сделать ряд
выводов о зонной структуре исследуемого кла-
стера. Как было показано в предыдущем пункте,
значение энергии межзонной щели равно
1.7557 эВ. Данное значение соответствует полу-
ченному графику плотности состояний.

Область ниже нулевого значения, то есть нахо-
дящаяся ниже уровня Ферми, является широкой
“валентной” зоной с характерными пиками на
уровнях значений энергии: –1.8, –2.1, –2.4, –3.17,
–3.65 и –4.23 эВ. Потолок данной зоны, то есть
HOMO-орбиталь, соответствует пику на графике
со значением энергии –0.4726 эВ.

Область на графике выше нулевого значения
является зоной “проводимости”; дно этой энерге-
тической зоны, то есть орбиталь LUMO, соответ-
ствует пику со значением энергии, равным

Рис. 2. График сходимости в модели самосогласован-
ного поля, построенный с использованием програм-
мы QuantumEspresso (BURAI). Процедура описана в
тексте.
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Рис. 3. Полученный спектр нанокластера изомера
Au20. Пунктирной линией отмечен уровень Ферми,
рассчитанный с помощью программы Python. Усло-
вия расчета: число электронов N в данной системе
равно 220; число состояний Кона–Шэма – 130.
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1.2831 эВ. Из графика можно сделать вывод, что
изомер нанокластера золота Au20, действительно,
обладает широким энергетическим зазором между
отмеченными зонами. Это факт имеет решающее
значение не только для оптических свойств, но и
для электропроводимости. Особенно это важно
при анализе возможности реализации сверхпро-
водимости в подобной топологической гранули-
рованной системе [5, 9, 20].

2.5. Оптические свойства
Рассмотрим особенности полученного рас-

четного спектра состояний, представленного
на рис. 4. Причиной большого значения щели
LUMO-HOMO – величины запрещенной зоны,
могут служить следующие факторы. Во-первых,
стабильность кластера, так как это магический
кластер с полностью заполненной оболочкой.
Также стоит отметить наличие релятивистских эф-
фектов, которые существенно стабилизируют 6s
атомные орбитали. Во-вторых, уникальная тетра-
эдральная высокосимметричная структура, каж-
дый атом в которой находится на поверхности. В-
третьих, эффект ароматичности, характеризую-
щийся наличием аморфно-подобных структур,
отсутствующих в других кластерных металличе-
ских системах.

Кроме того, нанокластер Au20 (Td) может прояв-
лять некоторые специфические оптические свой-
ства в видимом диапазоне, особенно нелинейного
характера, вследствие его тетраэдральной симмет-
рии. При этом перенос заряда между ребрами и вер-
шинами вносит значительный вклад в нелинейно
оптический отклик. В работе [21] продемонстриро-
вана существенная молекулярно-оптическая не-
линейность второго порядка, которая отражается
в статистической гиперполяризуемости  кла-
стера первого порядка и ее величина определяет-
ся значением  = 1.521. Пик самой низкой ве-
личины энергии связан с зазором, который отде-
ляет основное синглетное состояние Au20 (Td) от
первого возбужденного триплетного состояния,
величина которого экспериментально оценива-
ется как 1.77 эВ. При этом явно выраженные пики
с энергиями 2.2, 2.7, 3.1 эВ и большой энергетиче-
ской щелью соответствуют переходам при более
высоких энергиях связи.

Основная причина образования большой ве-
личины зазора между HOMO и LUMO оболочка-
ми связана с гибридизацией валентных уровней
5d и 6s атома золота, вызывающих перекрытие
5d оболочек соседних атомов в кластере.

В наших расчетах не учтено спин-орбитальное
взаимодействие, и считается, что промежуточные
состояния в запрещенной зоне не заполнены.
Вследствие этого на графике можно видеть 2 пи-
ка, расположенных в запрещенной зоне. Для вы-

βxyz

βxyz

яснения причин их появления требуются допол-
нительные исследования и подробное, более де-
тальное, изучение плотности состояний с учетом
спин-орбитального взаимодействия.

Варьирование в заданном направлении всех
перечисленных выше факторов (внешнее воздей-
ствие, модификация граничных условий на под-
ложке и других параметров) позволяет управлять
оптическими характеристиками таких структур,
что особенно принципиально для реализации воз-
никающих энергетических пиков. Это дает возмож-
ность контролировать функциональные свойства
оптических систем на основе подобных структур.
Хотя данный вопрос требует отдельного рассмотре-
ния, но физическая концепция такого влияния
вполне очевидна и может быть обоснована в кон-
кретных условиях для реального эксперимента.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе методом функционала плотно-
сти было проведено исследование изомера нано-
кластера Au20 с уникальной тетраэдральной струк-
турой, и были получены электронная диаграмма и
картина плотности электронных состояний, а так-
же значения энергии для уровней HOMO-LUMO, и
значение энергии межзонного зазора между ними.

Продемонстрировано, что энергетическая
структура нанокластера существенным образом
зависит от геометрии изомера (и определяется
его симметрией в данном случае – Td). Рассмот-
ренный изомер нанокластер золота Au20 (Td) об-
ладает большим энергетическим зазором и дву-
мя выраженными пиками в запрещенной зоне.
Физический смысл последнего факта, вероятно,
связан с расщеплением LUMO орбитали на три
подуровня, однако это утверждение требует
дальнейшего анализа и верификации аналогич-

Рис. 4. Распределение плотности электронных состо-
яний для нанокластера Au20, построенное с исполь-
зованием программы QuantumEspresso (BURAI). На
приведенном графике состояния со спином вверх
представлены верхней кривой, а состояния со спи-
ном вниз – нижней.
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но [10], а также учета спин-орбитального взаи-
модействия [12].

Проведенный численный анализ спектраль-
ных характеристик изомера “магического” нано-
кластера золота Au20 показывает возможность
управления такими важными характеристиками
как ширина запрещенной зоны и плотность элек-
тронных энергетических состояний за счет измене-
ние геометрии структуры. Спектральные электрон-
ные характеристики нанокластера в конечном ито-
ге определяют функциональные оптические и
электрофизические свойства образцов с изомера-
ми золота. Они имеют несомненные перспективы
для различных приложений, использующих как
новые физические принципы для создания тон-
копленочных элементов фотоники разного пред-
назначения, так и в аспекте исключительной роли
этих явлений в фундаментальных исследованиях с
использованием подобных систем. Речь идет, в
частности, об эффектах сверхпроводимости чув-
ствительных к структуре электронных энергетиче-
ских уровней вблизи запрещенной зоны (см., на-
пример, [9]).

Действительно, для проблемы высокотемпе-
ратурной сверхпроводимости обсуждаются но-
вые механизмы образования связанных электро-
нов (Куперовских пар), но не за счет стандартно-
го фононного механизма (см., например, [22]), а
из-за топологических особенностей используе-
мых структур по аналогии с топологическими
изоляторами [2]. Развитие этих подходов – пред-
мет дальнейших исследований. Принципиальным
при этом является анализ возможности достиже-
ния сверхпроводящих топологических состояний
благодаря оптимальному выбору соответствующе-
го элементного состава для таких структур, хотя в
настоящей работе мы кратко обсудили, как пер-
вый этап, только простые комбинации элементов
из атомов золота [23].

Таким образом, применение используемых под-
ходов к анализу оптических свойств материалов,
перспективных по элементному составу, например,
к достижению высокотемпературной сверхпрово-
димости, имеет и очевидный прикладной аспект и
позволит выявить тенденции и тренды к получению
реальных систем с такими уникальными электро-
проводящими характеристиками на практике.

Исследование выполнено при финансовой под-
держке РФФИ (проект № 20-02-00515) и в рамках
выполнения государственного задания ВлГУ в сфе-
ре научной деятельности № 0635-2020-0013.
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