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Рассмотрен метод определения характеристик перемежающейся обобщенной синхронизации с по-
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цилляторов Ресслера. Результаты показали эффективность данного подхода по сравнению с мето-
дом вспомогательной системы, а также возможность его применения даже при наличии шумовых
искажений во входных данных.
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ВВЕДЕНИЕ
Хаотическая синхронизация является одним

из фундаментальных явлений радиофизики [1].
Известно несколько типов хаотической синхро-
низации: фазовая синхронизация [2], синхрониза-
ция с запаздыванием [3], полная [4] и обобщенная
синхронизация [5]. Большой интерес представляет
обобщенная синхронизация, поскольку она ши-
роко распространена и может наблюдаться между
системами с разной размерностью фазового про-
странства [6]. Обобщенная синхронизация успеш-
но применяется для исследования взаимосвязей в
биологических, физических и химических систе-
мах [7], скрытой передачи информации [8], созда-
ния нелинейных антенн терагерцевого диапазона
[9] и т.д.

Режим обобщенной синхронизации означает
установление после переходного процесса меж-
ду взаимодействующими системами функцио-
нального соотношения, которое может быть как
гладким, так и фрактальным [10]. В данной рабо-
те будет рассмотрен режим слабой обобщенной
синхронизации, соответствующий фрактальной
зависимости.

При однонаправленной связи двух потоковых
хаотических динамических систем с ростом пара-
метра связи наблюдается процесс установления
режима обобщенной синхронизации, сопровож-
даемый перемежаемостью on-off типа [11]. В дан-
ном случае говорят о перемежающейся обобщен-
ной синхронизации, при которой синхронные ко-
лебания (ламинарная фаза поведения систем)
прерываются асинхронными всплесками (турбу-

лентной фазой). При превышении параметром
связи определенного значения турбулентная фаза
исчезает, а длительность ламинарной фазы стре-
мится к бесконечности.

Тип перемежаемости можно определить при
помощи анализа статистических характеристик,
таких как распределение длительностей ламинар-
ных фаз при фиксированных значениях управля-
ющих параметров и зависимости средней длитель-
ности ламинарных фаз от параметра надкритично-
сти. Если воспользоваться методами выделения
характерных ламинарных фаз и построить распре-
деление их длительностей, то в случае перемежае-
мости on-off типа оно будет удовлетворять степен-
ному закону с показателем степени –1.5 [11, 12].
Зависимость средней длительности ламинарной
фазы, в свою очередь, будет удовлетворять степен-
ному закону с показателем –1.

МЕТОД 
ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

Для определения характеристик перемежае-
мости чаще всего применяется метод вспомога-
тельной системы [13]. Он заключается в том, что
наряду с рассматриваемыми связанными осцил-
ляторами вводят третью систему, которая облада-
ет двумя свойствами. Во-первых, данная система
описывается теми же уравнениями, что и ведомая
система, а во-вторых, ее начальные условия отли-
чаются от начальных условий ведомой системы,
но находятся в том же бассейне притяжения. Да-
лее, после переходного процесса, если наблюда-
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ется обобщенная синхронизация, то состояния
ведомой и вспомогательной систем будут эквива-
лентны. Данный принцип лежит в основе постро-
ения системы связи со скрытой передачей ин-
формации [8].

В данной работе были получены характери-
стики перемежающейся обобщенной синхрони-
зации, возникающей в системе двух однонаправ-
ленно связанных осцилляторов Ресслера [6, 11],
описываемых следующей системой дифференци-
альных уравнений (1):

(1)

где       –
параметр связи, индекс d соответствует ведущей
системе, а индекс r – ведомой. При таких управ-
ляющих параметрах полная обобщенная синхро-
низация устанавливается при значении парамет-
ра связи 
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= 0.15,a = 0.2,b = 10,c ω =1 0.99, ω =2 0.95, ε

ε ≈ 0.11.

В качестве анализируемых данных выступала
разность между первыми компонентами векто-
ров-состояний ведомой и вспомогательной си-
стем  Ламинарные фазы поведения
определялись условием:  На рис. 1а
представлена зависимость  где  – безразмер-
ное время.

Из рисунка видно, что флуктуации достаточно
велики и для корректного определения характери-
стик перемежаемости требуется пренебрегать фа-
зами с ультракороткими длительностями (порядка
среднего периода колебаний системы). Также на
рисунке изображена идеальная зависимость, не
искаженная шумами и полученная методом Рун-
ге–Кутта с большой точностью (шаг 0.001).

К плюсам данного метода относится его про-
стота. Однако в рамках данного подхода невоз-
можно выделить ламинарные фазы, если присут-
ствует фоновый шум во временной реализации.
Для разрешения возникающих проблем требова-
лось использовать другой метод.

= − 2.auxd x x
<2 0.00001.d
( ),d t t

Рис. 1. а – Временная зависимость разности между состояниями вспомогательной и ведомой систем  б –
Проекция вейвлет-поверхности  на плоскость  для зависимости  Градация цвета пропорциональна
модулю вейвлет-поверхности. в – Энергия вейвлет-спектра , приходящаяся на диапазон характерных временных
масштабов  Параметр надкритичности  
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МЕТОД НЕПРЕРЫВНОГО
ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Более эффективным методом определения ха-
рактеристик перемежаемости является метод, ос-
нованный на непрерывном вейвлет-преобразова-
нии [14–17]. Он уже был успешно опробован для
случая фазовой синхронизации [16, 17] и синхро-
низации с запаздыванием [14, 15].

Сначала проводится непрерывное вейвлет-
преобразование входного сигнала, имеющее сле-
дующий вид:

(2)

где  – базисный вейвлет
Морле (звездочкой обозначено комплексное со-
пряжение),  – временной масштаб.

Далее вводится мгновенное распределение энер-
гии по временным масштабам 
(см. рис. 1б). Наконец, требуется рассчитать сум-
марную энергию вейвлет-спектра

 (см. рис. 1в), приходящуюся на
выбранный диапазон характерных временных мас-
штабов  Это позволяет выделить ла-
минарные и турбулентные фазы поведения систем
при рассмотрении распределения энергии вейвлет-
спектра по характерным временным масштабам.
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Задача об автоматическом определении диапа-
зона характерных временных масштабов может
быть решена несколькими способами. Первый спо-
соб – это найти среднее значение энергии вейвлет-
спектра и определить значение временного мас-
штаба, соответствующее ему. В качестве диапазона
необходимо взять небольшое отклонение от полу-
ченного значения (около 10% от амплитуды вход-
ных данных). Второй способ – это определить гра-
ницы диапазона, которые соответствуют мини-
мальному и максимальному номеру временного
масштаба, при котором энергия спектра больше
среднего значения. Третий способ – это исключе-
ние из рассмотрения всех временных масштабов,
для которых энергия меньше среднего значения.

Результаты численного эксперимента показа-
ли, что при идеальных входных данных получае-
мые зависимости имеют незначительные откло-
нения друг от друга. Однако с ростом амплитуды
шума первые два способа перестают работать, по-
скольку диапазон сильно расширяется, а времен-
ной масштаб средней энергии спектра увеличива-
ется. Наиболее предпочтительным оказался третий
метод, который больше всего близок к идеальному
выбору диапазона. Для дальнейшего улучшения
результирующей зависимости необходим уже руч-
ной способ определения диапазона, что не всегда
возможно.

На рис. 2 представлены основные характери-
стики перемежаемости, полученные методом

Рис. 2. а – Графики распределений длительностей ламинарных фаз  в двойной логарифмической шкале, получен-

ных обоими методами, и их аппроксимации степенной функцией  б – Зависимости средней длительности ла-
минарных фаз  от параметра надкритичности  для обоих методов и их аппроксимации степенной функцией
с показателем –1. Аппроксимации были построены для результатов метода вейвлетного преобразования.

0.001

0.01

0.1

1

100 1000
100

1000

10 000

0.0005 0.001 0.006

�

�t��

t�
� – �крит

Метод вспомогательной системы
Аппроксимация степенной функцией
Метод вейвлет-преобразования

а
б

Λt
−
Λ

3 2.kt

Λt ε − εкрит



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 84  № 2  2020

ПРИМЕНЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОГО ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 303

вспомогательной системы и методом непрерыв-
ного вейвлет-преобразования. Видно, что более
сглаженная по сравнению с исходными данными
временная зависимость модуля вейвлет-поверх-
ности позволила рассчитать характеристики пе-
ремежаемости с большей точностью.

Кроме распределения длительностей ламинар-
ных фаз (рис. 2а) рассматривались зависимости
средней длительности ламинарных фаз от пара-
метра надкритичности (см. рис. 2б). Данные зави-
симости хорошо аппроксимируются степенной
функцией с показателем –1, что, согласно теории,
соответствует перемежаемости on–off типа.

Вейвлет-преобразование обеспечивает хоро-
шую устойчивость к шумовым помехам [16]. Это
обусловлено тем, что наибольшая доля энергии
вейвлет-спектра во время ламинарных фаз и тур-
булентных всплесков приходится на разные вре-
менные масштабы. Зависимость относительного
отклонения, рассчитанного обоими методами
показателя степенной функции для распределе-
ния ламинарных фаз от интенсивности белого
шума представлена на рис. 3. Указанный шум до-
бавляли к разности состояний ведомой и вспомо-
гательной системы, поскольку при добавлении
шума в сами уравнения результат не оказал влия-
ния на полученные характеристики. Результаты
можно объяснить следующим образом. C увели-
чением амплитуды шума порог ламинарной фазы
увеличивается и определение статистических ха-
рактеристик при помощи метода вспомогатель-

ной системы становится сначала затруднитель-
ным, а затем и вовсе невозможным.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В ходе данной работы при помощи метода вей-
влетного преобразования были определены основ-
ные характеристики перемежающейся обобщен-
ной синхронизации для двух однонаправленно
связанных осцилляторов Ресслера. Сравнение с
результатами, полученными методом вспомога-
тельной системы, показало, что непрерывное вей-
влет-преобразование позволило получить более
точные характеристики перемежающейся обоб-
щенной синхронизации. Результаты обоих мето-
дов хорошо согласуются с теоретическими зависи-
мостями, но метод вейвлетного преобразования
позволяет выделить характерные фазы поведения
системы при наличии шумов во временной реа-
лизации, что более целесообразно с практиче-
ской точки зрения.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда (проект № 19-12-00037).
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