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Исследована кривизна поверхности твердого проводящего тела сложной формы. Проведено срав-
нение полученной зависимости с распределением зарядов по поверхности проводящего тела. Пока-
зано, что для такого тела максимальные значения кривизны и поверхностной плотности распреде-
ления зарядов достигаются в разных точках поверхности.
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ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим соответствие между величиной

плотности распределения заряда по поверхности
твердого проводящего тела вращения сложной
формы и кривизной поверхности. Известно, что в
общем случае распределение заряда по поверхно-
сти проводника не является равномерным. Со-
гласно некоторым классическим учебникам (см.,
например, [1, 2]) максимальное значение плотно-
сти распределения заряда по поверхности соот-
ветствует максимальной кривизне данной по-
верхности. Исследования по установлению зави-
симости поверхностной плотности заряда от
кривизны поверхности проводятся до настояще-
го времени. В более ранних работах [3–6] значе-
ние плотности заряда в любой точке проводящей
поверхности считается пропорциональным кор-
ню четвертой степени из гауссовой кривизны в
данной точке. Однако в более поздней публика-
ции [7] доказано, что это не совсем так. В настоя-
щей работе установлена частичная зависимость
между поверхностной плотностью электрическо-
го заряда и корнем четвертой степени из гауссо-
вой кривизны. Поверхностная плотность элек-
трического заряда зависит и от других функций,
поверхностных координат. На основе аналитиче-
ских расчетов можно показать, что в точках, где
плотность заряда максимальна, кривизна поверх-
ности не достигает максимальных значений.

ФОРМА ИССЛЕДУЕМОЙ ПРОВОДЯЩЕЙ 
ПОВЕРХНОСТИ И ПОВЕРХНОСТНАЯ 

ПЛОТНОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗАРЯДА
ПО ДАННОЙ ПОВЕРХНОСТИ

Ранее была разработана методика расчета ана-
литических выражений для плотности распределе-

ния заряда и формы поверхности нового класса
тел вращения, для которых возможно точное ре-
шение задачи электростатики. Эта методика пред-
ставлена в работах [8–11]. Для рассматриваемых
тел потенциал на поверхности тела зависит только
от полярного угла и не зависит от азимутального,
то есть поверхности данных тел являются поверх-
ностями вращения относительно оси Z.

Рассмотрим одно из проводящих тел враще-
ния, принадлежащих этому классу. Пусть посто-
янный потенциал  на поверхности этого тела
задается формулой [8–11]:

(1)

где  – электрическая постоянная,  и  – неко-
торые постоянные,  – полином Лежандра
первой степени. Параметр  имеет смысл сум-
марного электрического заряда  распределенно-
го по поверхности, задаваемой уравнением (1).

Введем безразмерные параметры:

(2)

где  и  – радиус и заряд заряженной прово-
дящей сферы, ξ – безразмерный радиус-вектор,
нормированный на радиус этой сферы, и Ψ – без-
размерный потенциал, нормированный на по-
тенциал сферы 

В терминах безразмерных параметров (2) выра-
жение для потенциала принимает следующий вид

(3)

где  – безразмерный коэффициент.
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При выборе в (3) знаков “+” и “–” имеем две
идентичные фигуры, зеркально симметричные
относительно друг друга. Решение уравнения (3)
со знаком “–” позволяет получить уравнение по-
верхности рассматриваемого тела в безразмерных
сферических координатах  в следующем
виде [8, 9, 11]:

(4)

где Ψk1 должно удовлетворять условию:
(5)

Если значение произведения  не удовле-
творяет этому условию, величина  будет ком-
плексной, и полученная поверхность будет иметь
разрывы.

Тогда поверхностная плотность распределе-
ния заряда, в соответствии с уравнением может
быть записана в следующем безразмерном виде
[8, 9, 11]:

(6)

где  – плотность распределения зарядов по по-
верхности проводника,  – поверх-
ностная плотность зарядов для заряженной сфе-
ры, используемой в нормировке (2).

Для графического представления формы по-
верхности и распределения заряда зададим систе-
му координат:

(7)

На рис. 1а и 1б приведены, соответственно, фор-
ма поверхности (4) и распределение заряда (6) по
поверхности рассматриваемого проводящего тела

при значениях параметров  и  в се-
чении плоскостью, проходящей через ось Oz пер-
пендикулярно плоскости Oxy.

КРИВИЗНА ПОВЕРХНОСТИ 
ПРОВОДЯЩЕГО ТЕЛА

Рассчитаем зависимость кривизны для нашего
тела вращения. Уравнение поверхности опреде-
ляется формулой (3), а поверхностная плотность
распределения заряда имеет вид (6).

Введем обозначения:

(8)
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Рис. 1. а – Сечение поверхности вращения, задаваемой формулой (3), плоскостью, проходящей через ось Oz перпенди-
кулярно координатной плоскости Oxy; б – распределение заряда (6) по поверхности фигуры вращения, задаваемой (3).
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где ξ(θ) определяется формулой (3). Вычислим
коэффициенты первой квадратичной формы на-

шей поверхности вращения [12]. Для этого снача-
ла рассчитаем первые производные  и 

(9)

Запишем уравнение, определяющее нашу по-
верхность вращения в виде [13]:

(10)

где  – единичные векторы вдоль осей x, y, z
соответственно.

(11)

Обозначим коэффициенты первой квадратич-
ной формы поверхности E, F, G и получим выра-
жения для этих коэффициентов:

(12)

В терминах наших безразмерных параметров
получим:

(13)

Для нахождения коэффициентов второй квадратичной формы произведем следующие вычисления:

(14)

Единичный вектор нормали к поверхности определяется формулой [12]

(15)

(16)

Следовательно, коэффициенты второй квадратичной формы поверхности определяются следую-
щими выражениями:

(17)
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С учетом формулы (13) коэффициенты второй квадратичной квадратичной формы в безразмерных
координатах имеют вид:

(18)

где  Обозначим через k1 и k2 главные кривизны поверхности вращения. Главные кривиз-
ны выражаются через коэффициенты первой и второй квадратичной формы [14]:
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Согласно [14] средняя кривизна определяется
формулой:

(20)

На рис. 2 приведен график зависимости сред-
ней кривизны  и безразмерной плотности
поверхностного распределения зарядов  от
полярного угла  при значениях парамет-
ров  и 

На рис. 3а и 3б построены графики зависимо-
стей производных от плотности распределения
зарядов по поверхности проводника  и от
средней кривизны  при значениях парамет-
ров  и  Нули этих зависимостей со-
ответствуют экстремумам средней кривизны

 и безразмерной плотности поверхностного
распределения зарядов 

Расчеты показывают, что производные функ-
ций поверхностного распределения заряда  и
средней кривизны поверхности  обращаются
в ноль при значениях θ = 1.82 и θ = 1.99 соответ-
ственно. Поскольку производные функций при пе-
реходе через соответствующие точки меняют свой
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знак с плюса на минус, максимальное значение
плотности распределения заряда по поверхности
вращения достигается при θ = 1.82, а средняя кри-
визна имеет максимальное значение при θ = 1.99.
Таким образом, максимумы отличаются примерно
на 10 градусов (0.17 радиан) по углу .θ

Рис. 2. Зависимость средней кривизны  (сплош-
ная кривая) и безразмерной плотности распределе-
ния заряда  по поверхности (пунктирная кривая)
от полярного угла θ.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом доказано, что для класса тел,

описанного в работах [8–11] точки поверхности
проводящего тела, в которых достигаются макси-
мальные значения средней кривизны и плотности
поверхностного распределения заряда не совпада-
ют. Следовательно, для такого тела нельзя одно-
значно сказать, что большее значения поверхност-
ной плотности заряда соответствует большему зна-
чению кривизны.
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