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ЭВОЛЮЦИЯ МАТРИЦЫ ПЛОТНОСТИ КУБИТА
В ВЕРОЯТНОСТНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ КВАНТОВЫХ СОСТОЯНИЙ
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Для обобщенной матрицы плотности кубита, зависящей от двух моментов времени, получена си-
стема уравнений, которая определяет эволюцию квантового состояния кубита и переходит в урав-
нение фон Неймана для матрицы плотности кубита при совпадающих временах. В вероятностном
представлении квантовых состояний рассмотрены состояния гармонического осциллятора и полу-
чены кинетические уравнения для вероятностей проекций спина +1/2 на три перпендикулярных
направления в пространстве, определяющие состояние кубита.
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ВВЕДЕНИЕ

Чистое состояние квантовой системы определя-
ется вектором состояния  в гильбертовом
пространстве  или оператором плотности 
действующем в этом пространстве для смешанных
состояний [1]. Вектор состояния  определяет
волновую функцию  например,
волновую функцию осциллятора в координатном
представлении, введенную Шредингером [2] (см.
[3]). Оператор плотности  определяет матрицу
плотности  =  в координатном
представлении, введенную Ландау [4] и фон Ней-
маном [5]. Матрица плотности может быть задана
в других представлениях квантовой механики,
например, функцией Вигнера [6], функцией Хуси-
ми-Кано [7, 8] или функцией Глаубера-Сударшана
[9, 10]. При заданном гамильтониане системы 
волновая функция удовлетворяет уравнению эво-
люции Шредингера, а матрица плотности – урав-
нению фон Неймана. С самого начала развития
квантовой механики делались попытки построить
формализм квантовой теории, в котором состоя-
ния систем, например, осциллятора задаются
распределениями вероятностей, как в классиче-
ской статистической механике. В работах [11–
15] было предложено задавать квантовые состоя-
ния томографическими распределениями веро-
ятности, используемыми для восстановления

функции Вигнера состояний фотонов [16] при
измерении квантовых томограмм. При анализе
процедуры измерений используется обсуждение
поведения системы, описываемое векторами со-
стояний   в разные моменты време-
ни [17]. В [18] для систем с непрерывными коор-
динатами обсуждено уравнение для обобщенной
матрицы плотности в координатном представле-
нии  =  переходящее
при  в уравнение фон Неймана для матрицы
плотности  =  Для си-
стем с дискретными переменными (например,
спина-1/2 или кубита) матрица плотности задает-
ся тремя вероятностями    проек-
ций спина на направления  [19–21]. В рабо-
тах [22, 23] была исследована связь между томогра-
фическими представлениями квантовых состояний
и схемами квантования на основе звездочного про-
изведения функций – символов операторов.

Целью настоящей работы является обсужде-
ние вероятностного представления для систем с
дискретными переменными – кубита и получе-
ние кинетического уравнения для вероятностей

      определяю-
щих обобщенную матрицу плотности кубита

 =   
Используя эти вероятности, мы получим новые не-
равенства для матричных элементов матрицы
плотности кубита и их зависимость от моментов

( )ψ t
H ( )ˆ ,t�

( )ψ t
( ) ( )ψ = ψ, ,x t x t

( )ˆ t�

( ), ',x x t� ( ) 'ˆx t x�

Ĥ
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времени  и  Эти новые неравенства могут быть
проверены экспериментально.

Статья организована следующим образом. Во
втором параграфе представлен обзор вероятност-
ного представления квантовых состояний на при-
мере осциллятора и частицы со спином 1/2 (куби-
та). В третьем параграфе введено уравнение эво-
люции для вероятностей, задающих обобщенную
матрицу плотности кудита. В четвертом параграфе
даны выводы и сформулированы задачи, которые
мы намерены решить в будущих публикациях.

ВЕРОЯТНОСТНОЕ
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СОСТОЯНИЙ 

КВАНТОВОГО ОСЦИЛЛЯТОРА
В этом параграфе сделан обзор построения ве-

роятностного представления квантовых состоя-
ний систем с непрерывными переменными (ко-
ординатами) на примере осциллятора. Волновая
функция  задает томографические распреде-
ления вероятности  квадратурной ком-
поненты  зависящие от двух действительных
параметров  и  с помощью дробного преобра-
зования Фурье [24]

(1)

Оператор плотности состояния  выражается
через распределение вероятности следующим об-
разом [22]

(2)

где  и  операторы координаты и импульса,

  ( ). Таким

образом, состояние частицы с волновой функци-
ей  полностью определено распределением
вероятности  удовлетворяющим для
нормированных волновых функций условию нор-
мировки

(3)

Для состояний гармонического осциллятора с
волновыми функциями  отве-

чающими состояниям с энергиями 

томографические распределения вероятностей
имеют вид
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где  – полиномы Эрмита. Обобщенная мат-
рица плотности чистого состояния  =
=  имеет вид

(5)

Томограмма обобщенного оператора плотности
состояния с заданной энергией

определенная как [22]

имеет вид

(6)

Матрица плотности (5) является решением си-
стемы уравнений [18]

(7)

где (x) является гамильтонианом осциллятора
 в координатном представлении

ВЕРОЯТНОСТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
СОСТОЯНИЙ ЧАСТИЦЫ СО СПИНОМ 1/2

Цель данного параграфа – изучение систем с
дискретными переменными и построение веро-
ятностного представления состояний кубита на
примере состояний частицы со спином 1/2. Для
частицы со спином 1/2 матрица плотности

 где  имеет вид

(8)
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ются через вероятности проекций спина 

  равные +1/2 на оси  т.е.,
   Здесь

матрицы

(9)

( )nH y
( ), ', , 'nR x x t t

( ) ( )ψ ψ ' 'n nx t t x

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

 = − + + + ×
  

 − +
  ×

π

2 2

1 1, ', , ' exp '
2 2

1 'exp
2 '

2 !

n

n nn

R x x t t i n t i n t

x x
H x H x

n

� ( ) ( ) ( )= ψ ψ, ' '  n n nR t t t t

( ) � ( ) ( )μ ν = δ − μ − ν, , , , ˆ' , ˆ'nw X t t TrR t t X q p

( ) ( )

( ) ( )
μ ν = μ ν ×
 × − + + +
  

, , , , ' , ,
1 1exp ' .
2 2

nw X t t w X

i n t i n t

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

∂− =
∂
∂− =

∂

, ', , ' , ', , ' ;

, ',

ˆ

ˆ, ' ' , ', , ' ,
'

n n

n n

i R x x t t H x R x x t t
t

i R x x t t H x R x x t t
t

Ĥ
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являются матрицами плотности соответствующих

чистых состояний  

 Таким образом матрица плотности (8)

задается тремя вероятностями, то есть,

(10)

Эта матрица удовлетворяет условию эрмитовости
 а  и ее собственные значения неот-

рицательны, что выражается неравенством

(11)

Для гамильтониана  с матрицей

(12)

обобщенная матрица плотности, отвечающая
оператору плотности чистого состояния  =
=  с вектором состояния

(13)

удовлетворяет системе уравнений

(14)

Эти уравнения вытекают из уравнения Шрёдин-

гера на вектор состояния  = 

Поэтому при любых значениях  уравнения (14)
адекватно описывают эволюцию квантовой си-
стемы. В уравнениях (14) обобщенная матрица
плотности  выражается через две компо-
ненты вектора 

(15)

Как можно проверить, эта матрица выражается
через вероятности     
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  которые задают компоненты спи-
норов Паули, а именно,

(16)

где вероятности    яв-
ляются вероятностями дихотомных случайных
величин (аналогов ”орла” и ”решки” шести класси-
ческих неидеальных монеток), состояния которых в
момент времени  задаются распределениями веро-
ятности  и  Эти
вероятности удовлетворяют соотношениям, спра-
ведливым для чистых состояний

(17)

которые отвечают квантовым корреляциям про-
екций спина на различные направления, описы-
ваемые коммутационными соотношениями опе-
раторов углового момента (матриц Паули). Таким
образом система уравнений (14) на обобщенную
матрицу плотности  состояния кубита зада-
ет соотношения на вероятности  

  определяющие вектор состоя-
ния  В случае стационарной системы с неза-
висящим от времени гамильтонианом 
система уравнений (14) приводится к виду

(18)

Введя переменные   и матрицу

 =  мы сведем систему урав-

нений (18) к системе уравнений
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то есть, к системе уравнений, содержащей коммута-
тор и антикоммутатор обобщенной матрицы плот-
ности с гамильтонианом и задающей эволюцию со-
стояния кубита.
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Уравнение (14) в случае  приводит к уравнению эволюции фон Неймана на матрицу плотности
состояния кубита (10) вида

(20)

Это матричное соотношение является системой
кинетических уравнений для вероятностей 

 

(21)

(22)

Решения кинетических уравнений (21), (22) опи-
сывают эволюцию квантовых состояний систем
со спином 1/2. В случае стационарных состояний,
когда гамильтониан не зависит от времени и имеет
матричные элементы  получаем реше-
ния, которые задают уровни энергии (как собствен-
ные значения матрицы ) и собственные функции
системы, причем вероятности   
удовлетворяют условию  =  Решения
кинетических уравнений удовлетворяют энтропий-
ным неравенствам. Можно проверить, что относи-
тельная информация Шеннона

(23)

  для любых времен  и  и всех
вероятностей, являющихся решениями найден-
ных кинетических уравнений, есть неотрицатель-
ная величина: 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Мы вывели кинетические уравнения для веро-

ятностей, задающих квантовые состояния на при-
мере частицы со спином 1/2 или двухуровневого
атома. Полученные соотношения позволяют, из-
меряя вероятности проекций спина на три перпен-
дикулярные оси (или средние значения этих про-
екций), проверить экспериментально информаци-
онно-энтропийные соотношения.

Продемонстрированный подход распространя-
ется на случай произвольных N-уровневых атомов
и произвольных спинов. Мы наметили метод обоб-

щения полученных результатов для спина 1/2 на
случай N-мерных гильбертовых пространств. Век-
тор состояния  имеет в этом случае N ком-
понент. Матрица плотности 
является  матрицей с диагональными мат-
ричными элементами  j =
= 1, 2, …N – 1 со следом  и неотрица-
тельными собственными значениями. Недиаго-
нальные элементы в вероятностном представле-
нии квантовых состояний имеют вид

 =  –  

где числа   являются вероятностя-
ми дихотомных случайных величин, аналогов
положений монеток “орел” или ”решка”. Введя
матрицу  =  мы, в случае си-
стемы с гамильтонианом  получаем систе-
му кинетических уравнений для вероятностей

   Решения этих уравне-
ний определяют при  вектора  ко-
торые являются решениями уравнения Шрединге-
ра. Можно также получить обобщение данного
подхода на случай открытых систем, для которых
матрица плотности  =  под-
чиняется уравнению Горини–Коссаковского–Су-
даршана–Линдблада [25, 26]. Здесь 

 Для матричных элементов матрицы
 условия на энтропию Шеннона для

распределений вероятности дихотомных пере-
менных  задают неравенства,
которые экспериментально можно проверить.
Эти задачи могут быть распространены на экспе-
рименты со сверхпроводящими цепочками, ос-
нованными на работе устройств с джозефсонов-
скими контактами [27–30], и использовавшими-
ся при обнаружении динамического эффекта
Казимира, обсуждавшегося в [31].
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