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ВВЕДЕНИЕ
Благодаря стремительному развитию экспери-

ментальных возможностей квантовых техноло-
гий в последнее десятилетие наблюдается стре-
мительный рост интереса к квантовой метроло-
гии [1, 2]. Во многих прикладных технологиях,
таких как детектирование гравитационных волн
[3], стандартах частоты и времени [4, 5], магнито-
метрии [6], квантовой гироскопии [7], термомет-
рии живых клеток [8] или изображениях высоко-
го разрешения в биологии [9], требуется чрезвы-
чайно высокая точность измерения некоторых
ключевых параметров, определяемая квантовы-
ми ограничениями. Как правило, измерение тре-
буемого параметра осуществляется через измере-
ние фазового сдвига, содержащего всю необходи-
мую информацию [10, 11]. В квантовой оптике
такие измерения чаще всего проводятся с помо-
щью интерферометра Маха–Цендера, оперирую-
щего несколькими фотонами, либо световыми
пучками, содержащими большое среднее число
фотонов (для измерения дискретных и непрерыв-
ных переменных соответственно) [9]. В области
атомной оптики также используются материаль-
но-волновые интерферометры, работающие по-
добным образом [1].

Ранее было показано, что два слабо связанных
конденсата Бозе–Эйнштейна (БЭК) представля-
ют удобную платформу для осуществления фазо-
чувствительных измерений [12]. В частности, вза-
имодействующие конденсаты в джозефсонов-
ском и фоковском режимах позволяют добиться

точности измерения фазового сдвига, превыша-
ющей стандартный квантовый предел (СКП),

 где  – среднее число частиц, задейство-
ванных в измерении. Также было показано до-
стижение предела Гейзенберга,  с помощью
N-частичных максимально пространственно-за-
путанных -состояний [13, 14]. В этой связи
получение -состояний со значительным
числом частиц (до ) представляет сложную и
актуальную задачу для современной метрологии.

КВАНТОВАЯ МОДЕЛЬ ФОРМИРОВАНИЯ 
ЗАПУТАННЫХ СОСТОЯНИЙ

Мы предлагаем модель формирования -
состояний с помощью солитонов двух слабосвя-
занных конденсатов Бозе–Эйнштейна, поме-
щенных в две сигарообразные ловушки, форми-
рующие W-потенциал (рис. 1). Гамильтониан та-
кой системы в форме вторичного квантования
состоит из трех слагаемых,  где

 – гамильтониан уединенного конденсата j-й
ямы, а  – Гамильтониан их взаимодействия:
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где  ( ) – оператор рождения (уничтожения)
частицы конденсата в j-й ловушке;  – коэффи-
циент нелинейного взаимодействия частиц в од-
ной ловушке;  – скорость туннельного взаимо-
действия ловушек.

Дальнейшее решение основано на стандартном
вариационном подходе. Во-первых, необходимо
выбрать вариационный анзац. В отсутствие тунне-
лирования,  нелинейное уравнение Шрё-
дингера с гамильтонианом (1) имеет солитонное
решение в форме гиперболического секанса:

(3)

где  – число частиц в двух ловушках
(полагается постоянной величиной);  – фаза
j-го солитона;  и  – координата центра массы
солитона и его безразмерный импульс соответ-
ственно. При наличии слабого туннелирования,

 можно использовать решение (3) в каче-
стве вариацонного анзаца волновой функции
конденсата в j-й ловушке.

Во-вторых, усредняя гамильтониан (1), (2) по
когерентному базису, подставляя анзац (3) и ин-
тегрируя по всему пространству, получим эффек-
тивный лагранжиан:

(4)
В (4) вводятся четыре вариационные парамет-

ра, минимально необходимые для описания дина-
мики рассматриваемой системы: z = (N2 – N1)/N;

  и  Кроме того,
 – основной параметр среды, опре-

деляющий режимы динамики системы. Наконец,
под I скрывается функционал следующего вида:

(5)

С помощью уравнения Эйлера–Лагранжа с
лагранжианом (4) можно получить четыре урав-
нения динамики основных параметров:
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пределе уравнения (6) и функционал (5) значи-
тельно упрощаются:

(7)

и

(8)

где

(9)

и  – знак разности населенностей;
 – расстояние между солитонами в начальный

момент времени.

Из уравнений (7) можно видеть, что макси-
мальная разность населенностей сохраняется,
при этом солитоны движутся друг относительно
друга с постоянным импульсом. Можно видеть,
что предельному случаю (7) удовлетворяют два
решения, различающиеся знаком  Эти ре-
шения представляют собой моды -состоя-
ния, а само суперпозиционное -состояние
имеет вид:
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Рис. 1. БЭК в двух сигарообразных ловушках, образу-
ющих W-потенциал.
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ЦАРЁВ и др.

ПРОЦЕДУРА ИЗМЕРЕНИЯ
И ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ

-состояние (10)–(13) может быть ис-
пользовано в измерительной схеме на основе ин-
терферометра Маха–Цендера в качестве состоя-
ния на входе. При этом в зависимости от задачи
могут измеряться как внутренние параметры
среды, зашифрованные в фазе (13), так и внеш-
ние параметры схемы, связанные с разностью
хода мод и зашифрованные в дополнительном
фазовом сдвиге,  [15]. Этот дополнительный
фазовый сдвиг вводится простой заменой в (10)

Оценим точность измерения фазовых пара-
метров. Набег ошибки при измерении параметра

 с помощью оператора  определяется по фор-
муле [16]:

(14)

Для получения оценки погрешности будем ис-
пользовать известный подход, основанный на из-
мерении среднего значения проекционного опе-
ратора [17]:
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Заметим, что аналогичный результат можно по-
лучить при измерении с помощью оператора чет-
ности [18].

Теперь с помощью выражения (16) получим
оценки точности некоторых конкретных измере-
ний. Так, при измерении любых внешних пара-
метров, зашифрованных в фазовом сдвиге  до-
стигается предел Гейзенберга:

(17)

При измерении внутренних параметров с по-
мощью фазы  (при этом полагается ) по-
грешность измерения имеет более сложный вид.
Так, для измерения  при известном  (рис. 2)
достигается точность

(18)

Для измерения  при известном  (рис. 3)можно
достичь точности

(19)

Наконец, при измерении внутреннего параметра
среды, связанного с длиной рассеяния частиц, 
достигаемая точность составляет
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Рис. 2. Зависимость   от пара-
метра  Для всех кривых   варьировалась
через изменение  Значение  выбиралось для каж-
дой кривой индивидуально таким образом, чтобы
максимальное значение  достигалось при 
при этом  для всех кривых.
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Точность последнего измерения существенно
превышает предел Гейзенберга, за исключением
случая, когда знаменатель в правой части выра-
жения (20) обращается в нуль. При такой комби-
нации параметров солитонов измерение по
предлагаемой схеме не представляется возмож-
ным. Что касается точности измерения кинема-
тических параметров (18) и (19), здесь будет по-
лезно сравнить полученную оценку точности с
соответствующими СКП, определяемыми как

 и  соответствен-
но. На рис. 2 и 3 представлены зависимости

 (  и  соответственно) от
нормированного числа частиц  где  –
максимальное число частиц, при котором выра-
жение (13) имеет смысл. Эта граница области допу-
стимых значений материальных параметров опре-
деляется как  Использовались

следующие параметры симуляции:  и
  для рис. 2 и  для рис. 3.

На обоих рисунках штрих-пунктирной линией
обозначен предел Гейзенберга (ПГ). Точечная
линия на рис. 2 соответствует СКП. Из рис. 2
можно видеть, что точность измерения  при за-
данных параметрах превышает СКП и достигает
предел Гейзенберга на границах области допусти-
мых значений. В то же время, как видно из рис. 3,
точность измерения  превышает предел Гейзен-
берга на всей области определения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе кратко представлена модель форми-
рования максимально-запутанных -состо-
яний солитонов БЭК и применение этих состоя-
ний в квантовой метрологии. При измерении па-
раметров, связанных с разностью хода солитонов
в плечах интерферометра Маха–Цендера, дости-
гается точность на уровне предела Гейзенберга.
При измерении кинематических параметров –
расстояния между солитонами в начальный мо-
мент времени и постоянного импульса их относи-
тельного движения – достигаемая точность пре-
вышает стандартный квантовый предел, а при
определенных комбинациях параметров, точность
также достигает предел Гейзенберга. Наконец, при
измерении параметров, нелинейно зависящих от

числа частиц (в рамках нелинейной метрологии),
например,  точность превышает предел Гейзен-
берга на два порядка  Более подробно с полу-
ченными результатами, включая подробные мате-
матические выкладки, можно ознакомиться в на-
ших работах [15, 19].

Мы благодарим за финансовую поддержку
Российский фонд фундаментальных исследова-
ний (проект № 19-52-52012), и Правительство
Российской Федерации (грант № 08-08).
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