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ВВЕДЕНИЕ

Слабосвязанные трехатомные кластеры, взаи-
модействие которых описывается потенциалами
ван-дер-ваальсового типа, представляют собой
системы, в которых наиболее вероятно проявле-
ние эффекта Ефимова [1]. Межатомное парное
взаимодействие является короткодействующим,
убывая быстрее, чем  где  расстояние между
атомами, и вполне может быть резонансным, по-
скольку парные длины рассеяния в десятки, а
иногда и в сотни раз больше, чем эффективный
радиус взаимодействия. Наличие именно этих
условий хотя бы в двух парных подсистемах три-
мера необходимо, чтобы в трехчастичной системе
возникло эффективное дальнодействующее при-
тяжение, которое может поддерживать вплоть до
бесконечного количества связанных состояний.
Качественный анализ, сделанный Ефимовым [1],
показал, что число связанных состояний системы
трех бозонов пропорционален логарифму отно-
шения двухчастичной длины рассеяния к эффек-
тивному радиусу взаимодействия парных сил. В
случае трехчастичной системы, состоящей из ато-
мов 4He – тримера гелия, оценка Ефимова позво-
ляет ожидать существование одного возбужден-
ного состояния в молекуле тримера гелия (см. об-
суждение в [2, 3]). Действительно, результаты
численных расчетов с различными реалистиче-
скими атом-атомными потенциалами показали,
что система 4He3 обладает единственным возбуж-
денным состоянием Ефимовского типа [2–13].

Экспериментальные исследования слабосвя-
занных молекул очень сложны и многие годы во-
прос о существовании связанного состояния ди-
мера гелия оставался открытым. Впервые димер
гелия был открыт в независимых экспериментах
[14] и [15] и была дана экспериментальная оцен-
ка его энергии связи – порядка 1 мK [16]. Позд-
нее, измерения среднего значения длины связи,

 Å, показали, что димер гелия является
самой протяженной среди известных двухатомных
молекул [17]. В той же работе были измерены энер-
гии связи димера  мK и длина рассеяния

 Å [17]. Однако, недавние эксперименты [18],
основанные на комбинации техники визуализации
кулоновского взрыва [19] и селекции кластеров
по массе с помощью дифракции [15], дают не-
сколько другую оценку энергии связи димера –

 мК. Такая неопределенность в экспери-
ментальных результатах не позволяет выбрать
предпочтительную потенциальную модель, по-
скольку различные потенциальные модели дают
примерно тот же разброс в предсказаниях энер-
гии связи. Очевидно, что дальнейшие экспери-
менты по определению энергии связи димера не-
обходимы, чтобы прояснить ситуацию.

В эксперименте [20], была впервые дана оцен-
ка размеров основного состояния трехатомной
молекулы 4He3, которая равна  Å, что соответ-
ствует теоретическим предсказаниям. Лишь не-
давно в эксперименте [21] с использованием той
же методики, что и в [17] была измерена разность

61 ,r r = ±52 4r

+
−

0.3
0.21.1

+
−

8
18104

+
−

0.15
0.151.76

+
−

4
511

УДК 539.171.11



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 84  № 4  2020

СЛАБОСВЯЗАННЫЕ ТРЕХАТОМНЫЕ LiHe2 МОЛЕКУЛЫ 591

между энергиями связи возбужденного состоя-
ния тримера и основного состояния димера, ко-
торая оказалась равной 0.98 ± 0.2 мК, что нахо-
дится в очень хорошем согласии с результатами
численных расчетов [2–12]. Теоретические иссле-
дования механизма возникновения возбужденно-
го состояния в 4He3, проведенные в [6, 7, 11, 12] по-
казали, что это состояние является состоянием
Ефимовского типа.

Другими естественными трехчастичными си-
стемами Ефимовского типа могут быть Ван-дер-
Ваальсовские молекулы, состоящие из двух ато-
мов гелия и атома щелочных металлов. Взаимо-
действие между атомами гелия и щелочных ме-
таллов, как и в случае димера гелия, поддержива-
ет одно слабосвязанное состояние и в таких
трехчастичных системах вполне могут существо-
вать Ефимовские уровни. В настоящей работе мы
рассматриваем системы 4He2

6Li и 4He2
7Li и, ис-

пользуя уравнения Фаддеева в представлении
полного углового момента [22, 23], проводим рас-
четы энергий связи и длин рассеяния с использо-
ванием реалистических атом-атомных потенциа-
лов [24–26].

МЕТОД ОПИСАНИЯ
ТРЕХАТОМНЫХ МОЛЕКУЛ

Конфигурационное пространство системы трех
частиц после отделения движения центра масс
удобно описывать с помощью приведенных коор-
динат Якоби   α = 1, 2, 3:

(1)

где  – радиус-векторы частиц с массами  а (α,
β, γ) образуют циклическую перестановку индек-
сов (1, 2, 3). Якобиевские вектора с другими ин-
дексами получаются с помощью преобразования
поворота [22, 23].

Полную волновую функцию  трех-частич-
ной системы можно записать в виде суммы ком-
понент Фаддеева 

(2)

которые удовлетворяют системе дифференциаль-
ных уравнений

(3)
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где Vα – потенциал взаимодействия в паре  а  –
полная энергия системы. В случае нулевого пол-
ного углового момента степени свободы, связан-
ные с вращением трех-частичной системы как це-
лой, можно отделить [23], в результате получится
следующая система трехмерных дифференциаль-
ных уравнений для соответствующей проекции
компоненты Фаддеева [23]

(4)

где   и  связаны с соответствующими коор-
динатами Якоби:

В случае, когда две частицы в трех-частичной
системе тождественны, уравнения Фаддеева (4)
упрощаются. Например, в рассматриваемом слу-
чае системы 4He2Li, частицы 1 и 2, соответствую-
щие атомам 4He, тождественны и компоненты
Фаддеева  и  преобразуются
друг в друга с помощью соответствующего преоб-
разования поворота. Поэтому достаточно рас-
сматривать только две независимые компоненты
Фаддеева.

Асимптотические граничные условия с учетом
единственности связанного состояния каждой
парной подсистемы имеют вид

(5)

где  и  волновая функция и энергия связи со-

ответствующего димера, а  =  – гиперра-
диус. Коэффициенты  и  описы-
вают вклад каналов упругого рассеяния (2 + 1) и
трех-частичного развала (1 + 1 + 1). Последним
слагаемым в (5) при энергии ниже трех-частично-
го порога развала можно пренебречь.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Для описания взаимодействия между атомами

гелия использовался недавно предложенный по-
тенциал PRZ [22]. KTTY потенциалы [23] исполь-
зовались для описания взаимодействия атома He
с атомами щелочных металлов. В табл. 1 приведе-
ны результаты расчетов энергии связи димеров,
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КОЛГАНОВА, РУДНЕВ

которые показывают, что взаимодействие между
атомами гелия и щелочных металлов, как и в слу-
чае димера гелия, поддерживает лишь одно сла-
босвязанное состояние. Вычисленная энергия
связи димера гелия, 1.62 мК, довольно близка к
экспериментальному значению 1.76 ± 0.15 мК,
полученному в работе [15]. Энергия связи димера
4He6Li меньше по абсолютному значению, чем в
димере 4He2 и в трех-частичной системе 4He2

6Li
порогом развала будет энергия димера гелия, в то
время как в системе 4He2

7Li таким порогом будет
энергия связи 4He7Li. Заметим, что энергия связи
4He133Cs также довольно мала и соответствующий
тример 4He2

133Cs вполне может быть близок к Ефи-

мовскому типу. Длины рассеяния  приведен-
ные в табл. 1, довольно велики и составляют десят-

+(1 1)
sc ,,

ки ангстрем, хотя с увеличение массы атома увели-
чивается и эффективный радиус взаимодействия,
поэтому вероятность появления второго возбуж-
денного состояния Eфимовского типа мала.

Для вычисления энергии связи систем 4He2
6Li

и 4He2
7Li мы решаем уравнения (4) с граничными

условиями (5). Детали используемой численной
процедуры описаны в [7, 9, 27, 28]. Полученные
результаты в сравнении с результатами других ав-
торов приведены в табл. 2 и 3.

Во второй и третьей строках табл. 2 и 3 приве-
дены используемые в расчетах модели He–He
взаимодействия и энергия связи димера гелия,
которую они дают. В работах [29, 30] вычисления
проводились методом Монте Карло с использо-
ванием He–He потенциалов HFD-B [31] и TTY
[32]. В работе [33] для вычисления спектра с ис-

Таблица 1. Абсолютное значение энергии связи димеров  и длины рассеяния  вычисленные с He–He по-
тенциалом PRZ [22] и с KTTY потенциалами [23], описывающими взаимодействие атома He с атомами щелоч-
ных металлов

Димер 4He2
4He6Li 4He7Li 4He23Na 4He39K 4He85Rb 4He133Cs

, мК 1.620 1.515 5.622 28.97 11.20 10.27 4.945

, Å 90.28 89.42 48.84 23.37 33.32 34.02 45.32

εd
+(1 1)

sc ,,

εd

+(1 1)
sc,

Таблица 2. Абсолютные значения энергии связи димера гелия  (мК), основного  (мК) и возбужденного 
(мК) состояний системы  и длина рассеяния атома 4He на димере 4He7Li,  (Å), вычисленные с He–Li
потенциалом KTTY [23]

*  [29]  [30]  [33]  [33]  [35]  [36]

He–He
потенциал

PRZ
 [22]

НFD-B
 [31]

TTY
 [32]

Jeziorska
 [34]

Jeziorska
 [34]

LM2M2
 [37]

LM2M2
 [37]

, мК 1.62 1.68 1.32 1.74 1.74 1.31 1.31

, мК 80.60 81.03 80.0 81.29 76.32 79.36 78.73

, мК 5.654 5.67 5.51 5.642 5.685

, Å 553

εd 0E 1E
4 7

2He Li +(1 2)
sc,

εd

0E

1E
+(1 2)

sc,

Таблица 3. Абсолютные значения энергии связи димера гелия  (мК), основного  (мК) и возбужденного 
(мК) состояний системы  и длина рассеяния атома 6Li на димере 4He2,  (Å), вычисленные с He–Li по-
тенциалом KTTY [23]

*  [29]  [33]  [35]

He–He потенциал PRZ [22] НFD-B [31] Jeziorska [34] LM2M2 [37]

, мК 1.62 1.68 1.74 1.31

, мК 58.38 58.72 58.88 57.23

, мК 2.049 2.09 1.937

, Å 144

εd 0E 1E
4 6

2He Li +(1 2)
sc,

εd

0E

1E
+(1 2)

sc,
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пользованием потенциала Jeziorska [34] исполь-
зовались методы адиабатического гиперсфериче-
ского разложения (колонка 5 табл. 2 и колонка 4
табл. 3) и разложения по функциям Гаусса (ко-
лонка 6 табл. 2). Адиабатический гиперсфериче-
ский метод использовался также в работах [35, 36]
с использованием модели He–He взаимодей-
ствия LM2M2 [37]. Для полноты следует также от-
метить работу [38] в которой впервые была дана
оценка верхней границы основного состояния –
45.7 мК для  и –31.4 мК для  исполь-
зуя адиабатический гиперсферический метод, а
также предсказания [39] существования возбуж-
денного состояния в системе  полученные
на основе идеи скейлинга и модели нулевого ра-
диуса.

Различные методы дают довольно близкие ре-
зультаты, не смотря на использование различных
потенциальных моделей для взаимодействия меж-
ду атомами гелия. В обеих рассматриваемых трех-
частичных системах имеется лишь одно возбуж-
денное состояние, которое лежит довольно близко
к парному порогу развала, поэтому и соответствую-
щие длины рассеяния довольно велики (см. по-
следнюю строку табл. 2 и 3). Таким образом, на
основе полученных данных нельзя исключить на-
личия Ефимовских состояний в этих трехатом-
ных системах.
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