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В настоящее время весьма актуальными являют-
ся задачи скалярной и электромагнитной дифрак-
ции на сложных структурах при наличии ребер и
конических точек на их границах. В частности, ре-
зультат их решения может быть использован при
решении различных задач аэродинамики и тео-
рии дифракции, например, задач о прохождении
луча в маскирующей оболочке [1–5]. Известно,
что наличие ребер, кромок и конических точек
приводит к появлениям сингулярностей у поля в
их окрестностях [6, 7], что существенно усложня-
ет применение численных методов для исследо-
вания подобных задач. Одним из весьма эффек-
тивных способов преодоления этих проблем яв-
ляется выделение особенности решения в явном
виде, то есть построение асимптотического пред-
ставления решения в окрестности особой точки
границы. При этом существенно используются
результаты по асимптотике решения эллиптиче-
ских краевых задач, представленные в работах
В.А. Кондратьева [8], а также С.А. Назарова и
Б.А. Пламеневского [7].

Рассмотрим трехмерную задачу дифракции
электромагнитной волны на ограниченной обла-
сти Ω, имеющей коническую точку (рис. 1):
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Граничные условия имеют вид:
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Рис. 1. Коническая поверхность.
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где U и V – электрический и магнитный потенци-
алы Дебая, для которых получаем следующие за-
дачи [9], оставив в левой части оператор Лапласа,
а правую часть обозначив как функции 

(3)

(4)

Сначала найдем асимптотику для задачи (3) с
условиями Дирихле. Следуя результатам В.А. Кон-
дратьева [8], введем пространство функций  с
нормой:

где  – внешняя часть бесконечного конуса,  –
целое,  – вещественное число.

Далее предполагается, что правая часть
 Проведем замену переменной

 После умножения на 

уравнение (3) примет вид

где  – угловая часть оператора Лапласа. Сде-
лаем преобразование Фурье по τ:

Здесь  и  – образы функции U и
правой части уравнения соответственно. Следо-
вательно, задача (3) примет вид:
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Решение задачи (5) ищется в виде ряда по сфери-
ческим функциям 

(7)

(8)

Здесь  n = nm, а  определяется

из соотношений  [10]. Более подроб-
но рассмотрим вопрос существования решения
этого уравнения после нахождения асимптотики.

Подставляя (7) и (8) в (5) получим:

Тогда решение задачи (5):
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Для гладкой части  функции 
имеем следующую оценку:

(11)

Особые точки функции  – полюсы пер-
вого порядка (из (9)):

Асимптотическое представление решения имеет
вид:

где  и  – постоянные.
Теперь проведем оценку  и  исходя из па-

раметров нашей исходной задачи и свойств функ-
ций. В силу условия Мейкснера и оценки числа

 поскольку оно связано с половиной порядка
оператора. Значит, из условия интегрируемости
решения в окрестности  конической точки (по-
ведение представленного ниже подынтегрально-
го выражения должно быть не хуже чем ):
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ществует единственное решение  такое,
что  поэтому:

(13)

где  – решения уравнений   и
 – постоянные.

Отметим, что построение асимптотики для зада-
чи (4) с условиями Неймана будет происходить
аналогично. Только  будут решениями уравне-

ний 

Существование решения уравнения
 подробно рассмотрено в статье [10].

Используя аналогичный подход, покажем суще-

ствование решения  Предста-

вим  в виде [10]:

= χQ U
+

− −χ ∈ ⊂1 1
1 2 1 2,l

lU V V

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

− < <

+

− < + <


θ ϕ = χ θ +




+ θ + θ ϕ



ℜ





φ
,

1 3
2 2

1 φ
,

1 31
2 2

, , cos

cos , , ,

m

m

m

m

m

m

mn im
n m n

n

mn im
n m n

n

U r C r P e

D r P e r

mn ( ) ( )α =cos 0,
m

m
nP ,n mC

,n mD

mn
( ) ( )

=

∂ θ
=

∂θ
θ α

cos
0.m

m
nP

( ) ( )α =cos 0
m

m
nP

( ) ( )

=

∂ θ
=

∂θ
θ α

cos
0.m

m
nP

( ) ( )θcos
m

m
nP

( ) ( ) ( )
( )

{ }( )
( )

{ }( )
( )

{ }( )
( )

+θ = ×
π +

 + θ − π + π −× + ×
+ θ

+ θ − π + π −× + ×
+θ
+ θ − π + π
× + …
θ 

2

1
2

2

3
2

5
2

2Г
cos

Г 0.5

cos 0.5 0.25 0.5 1 4
4 32 sin

cos 1.5 0.75 0.5 1 40
22 52 sin

cos 2.5 1.25 0.5
.

2 sin

m

m
n

n m
P

n

n m m
n

n m m
n

n m

Рис. 2. Прямые  и  и особые точки
функции 

–N N

Imλ
Imλ = h2

Imλ = h1

Reλ

λ = 1Im  h =λ 2Im h
λ θ ϕˆ( , , ).U



62

ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 85  № 1  2021

БОГОЛЮБОВ и др.

Здесь Γ(x) – гамма-функция Эйлера. Сократим
запись, переобозначив коэффициенты при степе-
нях 

Тогда для производной:

Приводя к общему знаменателю относительно

 где  а также учитывая раз-
личный порядок малости этих степеней получим,
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для каждого  выполнены уравнения:
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Используя формулы косинуса разности и суммы,
а также формулы приведения, перепишем (15)
и (16):

(17)

Подставляя (16) в (17), находим 

Значит, уравнения для  и  выполнены
одновременно, если  или  =

Совершенно аналогично можно доказать утвер-
ждение, что если уравнение верно при каком-то

 то оно верно и для  Тогда по методу
математической индукции можно считать доказан-

ным, что решения  уравнения 

можно найти как 

Таким образом, построено асимптотическое
разложение решения трехмерной задачи дифрак-
ции электромагнитной волны на ограниченном
идеально проводящем теле, содержащем кониче-
скую точку, а также показана возможность такого
разложения для условий первого и второго рода.
Данный подход может быть применен для реше-
ния задач электромагнитной теории дифракции
путем асимптотического представления решения
в окрестности особых точек границы, а также
совмещен с численными методами для уточнения
решения задачи [11].
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We consider the three-dimensional problem of electromagnetic diffraction by a bounded ideally conducting
body containing a conical point. An asymptotic representation of the electromagnetic field is constructed in
the vicinity of the conical point, in which the solution is represented as the sum of the singular and smooth
parts.
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