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ВВЕДЕНИЕ

Изучение свойств распространения волн внутри
метаматериалов в акустике и оптике в последние
годы широко обсуждается. В эту область входят эф-
фекты отрицательного преломления, маскиров-
ки, акустического диода, поглощения волн и
многие другие. Эти эффекты имеют большое
практическое значение.

Один из подходов к описанию волновых про-
цессов в неоднородных средах основан на теории
рассеяния. Когда волна распространяется в среде,
каждый из элементов среды начинает колебаться,
становясь источником вторичных волн. Итоговое
поле может быть представлено в виде суммы па-
дающего поля, которое создается первичными
источниками, и рассеянного поля, которое пред-
ставляет собой сумму полей, рассеянных всеми
элементами среды. Рассеянное поле создается так
называемыми вторичными источниками, кото-
рые в каждой точке пропорциональны именно
итоговому полю в этой точке. Таким образом, за-
дача рассеяния является самосогласованной и
требует учета процессов многократного рассея-
ния между элементами среды.

Для метаматериалов, которые представляют
собой упорядоченные (или расположенные хао-
тически) дискретные неоднородности, помещен-
ные в фоновую среду, такой подход наиболее
естественен. В этом случае происходит много-
кратное рассеяние волн на отдельных неоднород-
ностях. Конструкция этих неоднородностей

определяет их отклик на падающую волну в виде
возникающих вторичных источников поля и, та-
ким образом, оказывает влияние на волновые
свойства среды в целом.

Широко применяется представление поля,
рассеянного каждой отдельной неоднородно-
стью, в виде ряда мультипольных компонент
[1‒3] для решения задач рассеяния, включая за-
дачи сокрытия неоднородного объекта [4]. В си-
стеме без нелинейных эффектов величина этих
компонент линейно зависит от поля, падающего
на неоднородность. В представляемой работе из
общих соображений решается задача выявления
связи между амплитудой и фазой этих рассеян-
ных мультипольных компонент. Отдельно рас-
сматривается случай пассивных неоднородно-
стей, не содержащих внутреннего источника
энергии.

ПОТОКИ ЭНЕРГИИ 
ЧЕРЕЗ ЭЛЕМЕНТ МЕТАМАТЕРИАЛА

Рассматривается двумерная задача, которая
при необходимости может быть обобщена и на
трехмерный случай. Элемент метаматериала в ви-
де неоднородности  конечных размеров (рис. 1)
расположен вблизи начала координат. Остальное
пространство заполнено однородной непоглоща-
ющей фоновой средой. Следует отметить, что
сначала не делается (пока не будет оговорено осо-
бо) каких-либо предположений о конструкции
элемента метаматериала и уравнениях, описыва-
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ющих волновые процессы внутри него. Этот эле-
мент может включать источник энергии, различ-
ные электроакустические преобразователи, быть
нелинейным и т.д. Эти особенности скажутся в
дальнейшем, после получения выражений для
потоков энергии в такой системе.

Пусть окружность Γ с центром в начале коор-
динат и радиусом  полностью охватывает эле-
мент метаматериала  (рис. 1), и единственный
монопольный δ-образный первичный источник
акустического поля находится в точке  вне
окружности Γ, т.е.  Будет рассматриваться
монохроматический случай с временнóй зависи-
мостью полей  Потенциал падающего

поля  которое создает первичный источ-
ник (т.е. это потенциал поля в фоновой среде в
отсутствие неоднородности) в произвольной точ-
ке  удовлетворяет уравнению Гельмгольца

где  – волновое число в фоновой среде,  – нор-
мировочный амплитудный коэффициент первич-
ного источника. Верхний индекс “+” здесь и далее
означает, что рассматриваются запаздывающие по-
ля, удовлетворяющие условию излучения Зоммер-
фельда. Решение уравнения Гельмгольца  =

 выражается через двумерную запазды-
вающую функцию Грина однородной среды

(1)
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где  – функции Ханкеля n-го порядка ξ-го
рода (  или ). Согласно теореме сложе-
ния Графа это решение может быть представлено
в виде ряда, содержащего функции Бесселя 

(2)

где угол  между векторами  и  отсчи-
тывается в направлении против часовой стрелки
(рис. 1). Выражение (2) при фиксированном 
представляет собой разложение падающего поля
по мультипольным компонентам, порядок кото-
рых задается величиной  Таким образом, член
с  соответствует монопольной компоненте, с

 – дипольной, с  – квадрупольной
и т.д. Надо заметить, что возникновение в (2)
мультипольных компонент с  связано с до-
статочно произвольным выбором начала коорди-
нат; в то же время в поле (1) присутствует только
монопольная компонента в системе координат с
центром в точке 

Поскольку выполнено тождество  ≡

 то падающее поле (2) можно

представить в виде суммы двух составляющих:

(3)
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ς(ξ)( )nH
ξ = 1 ξ = 2

ς( ):nJ

∞
+

=−∞
ϕ = − φ

<


� �� �

��

θ (1)
0 0 0( , ) ( ) ( )

4
при ,

in
n n

n

iz x e H k x J k z

z x

θ ≡ ∠ ��( , )z x �z �x

�x

.n
= 0n

= ±1n = ±2n

≠ 0n

�.x

ς( )nJ

( )≡ ς + ς(1) (2)1 ( ) ( ) ,
2 n nH H

∞
+

=−∞

+ +
→ ←

ϕ = − φ ×

 × + ≡ 

≡ ϕ + ϕ


� ��

� �

� �� �

θ (1)
0 0

(1) (2)
0 0

0 0

( , ) ( )
8

( ) ( )

( , ) ( , ).

in
n

n

n n

iz x e H k x

H k z H k z

z x z x

+
→ϕ ��

0 ( , )z x
∞

=−∞
− φ ×

�θ (1)
0( )

8
in

nn

i e H k x

× �(1)
0( )nH k z �x

+
←ϕ ��

0 ( , )z x
∞

=−∞
= − φ

� �θ (1) (2)
0 0( ) ( )

8
in

n nn

i e H k x H k z

�z +
→ϕ ��

0 ( , )z x
+

←ϕ ��

0 ( , )z x

+ϕ ��

0( , ),z x

Рис. 1. Геометрия задачи. Область расположения не-
однородности  находится внутри окружности Γ с
центром в начале координат. Падающее поле создает-
ся первичным источником, который находится в точ-
ке 
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марный поток мощности падающего поля через
нее равен нулю.

Рассеянное неоднородностью  поле  так-
же можно разложить вне  в ряд по мультиполь-
ным компонентам:

(4)

Здесь введены коэффициенты рассеяния 
характеризующие вторичные источники -й муль-
типольности. Они зависят от положения первично-
го источника  В отличие от выражения (3), ряд (4)
содержит только одну “выходящую” составляю-
щую, которая связана с появлением вторичных
источников поля внутри области  расположе-
ния неоднородности (именно вторичные источ-
ники создают рассеянное поле).

Мультипольные разложения типа (3) и (4) хо-
рошо известны [1]. В ряде случаев для неоднород-
ностей простых форм коэффициенты  могут
быть определены аналитически. К таким неодно-
родностям относятся, например, однородные ци-
линдры и сферы, обладающие сдвиговой упруго-
стью [5]; цилиндрические и сферические оболоч-
ки и полости внутри жидких и твердых сред [6].
Зависимость  от координаты источника 
можно описать матрицей рассеяния [7, 8], которая
связывает значения  с соответствующими ко-
эффициентами мультипольного разложения па-
дающего поля (2).

Если неоднородность  имеет малый волновой
размер, некоторая точка  совпадает с нача-
лом координат и находится внутри  и рассеяние
на этой неоднородности носит преимущественно
монопольный характер, то выражение (4) будет
содержать единственный член:  =
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(7)

Здесь  и  представляют собой состав-
ляющие потока мощности через Γ, которые соот-
ветствуют n-му порядку мультипольности для
“выходящей” составляющей и “входящей” со-
ставляющей падающего поля (3), соответственно.
Можно заметить, что  =  Тогда, в
итоге,

(8)

ПАССИВНЫЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИ 
СИММЕТРИЧНЫЕ НЕОДНОРОДНОСТИ

Рассматриваются пассивные неоднородности,
т.е. не содержащие внутренних источников энер-
гии. В таком случае поток мощности полного по-

ля  может быть либо равен нулю, либо меньше
нуля. Эти два типа неоднородностей будут назы-
ваться непоглощающими (какой поток мощно-
сти входит внутрь области, ограниченной конту-
ром , такой и выходит из этой области; поэтому

) и поглощающими (выходящий поток
меньше входящего из-за поглощения внутри 

поэтому ), соответственно. При этом по-
глощение может иметь как чисто акустическую
природу, так и являться следствием преобразова-
ний энергии внутри неоднородности. Такой под-
ход позволяет включить в рассмотрение широкий
класс неоднородных сред.

С точки зрения коэффициентов рассеяния, к
цилиндрически симметричным следует отнести

∞ +
+ + +

Γ Γ→ Γ←
=−∞

 β= + + 
 
 


�

2

0, , 0, ,
( )1 ,
2

n
n n

n

xW W W
i

+
Γ→

φ= −πωρ ×

 ∂×  ∂ 

�

�

�
�

�

2
2(1)

0, , 0 0 0

(2)
(1) 0 0

0 0
0

где ( )
64

( )Im ( ) и

n n

n
n

W H k x

H kH k

+
Γ←

φ= −πωρ ×

 ∂×  ∂ 

�

�

�
�

�

2
2(1)

0, , 0 0 0

(1)
(2) 0 0

0 0
0

( )
64

( )Im ( ) .

n n

n
n

W H k x

H kH k

+
Γ→0, ,nW +

Γ←0, ,nW

+
Γ→0, ,nW +

Γ←− 0, , .nW

∞
+ +

Γ Γ
=−∞

+
+ +
Γ Γ→

=

 β= + − 
 
 

 ,

2

, 0, ,

, где

( )1 1 .
2

n
n

n
n n

W W

W W
i
x

+
ΓW

Γ
+

Γ = 0W
ℜ,

+
Γ < 0W

неоднородности, которые характеризуются усло-
вием (при )

(9)

Таким образом, определяющее значение играет рас-
стояние  до первичного источника, но не направ-
ление на него. Следует отметить, что условие (9) вы-
полняется для неоднородностей более широкого
класса, чем неоднородности с цилиндрически
симметричной конструкцией. Например, оно
справедливо для слабоконтрастных неоднород-
ностей малого волнового размера [12]. Для неод-
нородностей, удовлетворяющих условию (9), и для
любой совокупности первичных источников поля,
у которых фиксирован  выполнено соот-

ношение (8), где коэффициенты  зави-
сят только от порядка мультипольности n и от 
Выбирая разные совокупности первичных источ-
ников, можно создавать падающие поля с произ-
вольной зависимостью  от n. Это имеет ряд
следствий.

Во-первых, поскольку для пассивных неодно-
родностей  (причем  если погло-
щения нет), то, как следует из (8) и условия ци-
линдрической симметрии неоднородности, для

всех n выполнено  Это равносильно

выражениям

(10)

Данные условия для неоднородностей малого
волнового размера в отсутствие поглощения (то-
гда в (10) будут строгие равенства) были ранее по-
лучены для  [9], а также для  [10]. Вво-
дя, по аналогии с [9], амплитуду  и фазу  ко-

эффициента рассеяния  можно

получить из (10) их связь в виде 
Эта связь в отсутствие поглощения ранее обсуж-
далась в [9–12] и с учетом поглощения для квази-
точечных неоднородностей в [13]. Важным ее
следствием является ограниченность коэффици-
ента рассеяния и, тем самым, потока мощности
поля, рассеянного неоднородностью рассматри-
ваемого типа.

Во-вторых, поток мощности рассеянного поля

через Γ равен  = 

Вычисления, аналогичные предыдущим – одна-
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ко вместо потенциала (6) используется потенци-
ал (4) – приводят к выражению

(11)

Используя амплитуды и фазы каждого коэффи-
циента рассеяния, с помощью соотношений (8) и
(11) можно получить выражения для относитель-

ной поглощенной мощности  =

 =  и относительной

рассеянной мощности  = 

Эти соотношения, с учетом возможного диапазо-

на  приводят к неравенству

(12)

Условие такого типа обсуждалось в [14]. Мощ-
ность, поглощенная в неоднородности, с одной
стороны, неотрицательна, а с другой стороны –
ограничена сверху некоторым предельным зна-
чением, однозначно связанным с рассеянной
мощностью. Особыми свойствами обладает не-
однородность, у которой  для всех при-
сутствующих мультипольных компонент n.
В этом случае, согласно (6), “выходящее” поле

 обращается в ноль, т.е. такая неоднород-
ность является “идеальным” поглотителем. На-
оборот, неоднородность, у которой  ха-
рактеризуется максимальной мощностью рассе-
янного поля; поглощенная мощность при этом
равна нулю. Это отвечает наличию резонанса; та-
кие случаи исследовались в [6, 15].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Суммируя все вышесказанное, можно отме-

тить следующее. Рассеяние акустической волны
на элементе метаматериала может быть описано с
помощью коэффициентов рассеяния  Они
описывают возникновение рассеянного поля
n-го порядка мультипольности в ответ на падаю-
щее поле точечного монопольного источника,
расположенного в точке  Для пассивных неод-
нородностей, не содержащих внутренних источ-
ников, поток мощности поля, идущего изнутри
неоднородности, не может превосходить поток,
идущий внутрь неоднородности. Если коэффи-

циенты рассеяния не зависят от направления на
источник падающего поля, то данное условие на
поток оказывается справедливым и для каждой
мультипольной компоненты поля в отдельности.
Это возможно, если коэффициенты рассеяния не
являются произвольными. А именно, если погло-
щения нет, их значения образуют на комплекс-
ной плоскости окружность радиусом 2 с центром
в точке  В присутствие поглощения значения
лежат внутри этой окружности.

Такое ограничение множества значений 
во-первых, проявляется в виде связи амплитуды и
фазы рассеянного поля [9]. Во-вторых, мощ-
ность, рассеянная неоднородностью, имеет фик-
сированное максимальное значение, которое до-
стигается при  Эта ситуация соответ-
ствует отсутствию поглощения и проявляется,
когда неоднородность резонирует. В-третьих,
мощность, поглощенная внутри неоднородности,
также ограничена. “Идеальному” поглотителю со-
ответствует  Максимальные значения
поглощенной и рассеянной неоднородностью мощ-
ностей связаны между собой соотношением (12).

Исследование выполнено при поддержке Рос-
сийского научного фонда (проект № 19-12-00098).
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The relations between phases and amplitudes of multipole components
of the acoustic field scattered by discrete inhomogeneities
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The acoustic field scattered by an object can be represented as a multipole series. The set of values of every
coefficient in this series is limited for objects with cylindrical symmetry in the case of absence of internal en-
ergy sources. The relationships between the phases and amplitudes of these coefficients, as well as between
the powers of the absorbed and scattered fields are given.
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